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内　容　简　介

本书是拓扑学的入门教材．内容包括点集拓扑与代数拓扑，重点介绍代数拓扑
学中的基本概念、方法和应用．全书共分八章：拓扑空间的基本概念，紧致性和连
通性，商空间与闭曲面，同伦与基本群，复叠空间，单纯同调及其应用，映射度与
不动点等．每节配备了适量习题并在书末附有解答与提示．本书叙述深入浅出，例
题丰富，论证严谨，重点突出；强调几何背景，注意培养学生的几何直观能力；方
法新颖，特别是关于对径映射的映射度的计算颇具新意．本书把抽象理论与具体应
用紧密结合，使学生得到抽象思维与逻辑推理能力的训练．

本书可作为综合大学、高等师范院校数学系的拓扑课教材，也可供有关的科技
人员和拓扑学爱好者作为课外学习的入门读物．
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序　言

拓扑学是十分重要的基础性的数学分支，它的许多概念、理论和方法在数学的
其他分支（特别是几何类和分析类分支）中有着广泛的应用，有的甚至已成为通用
语言．拓扑学在物理学，经济学等部门也有许多应用．拓扑课已是综合性大学和许
多师范院校数学系的一门重要课程．

北京大学开设拓扑学课程已有悠久历史，并于1978年出版我国第一本拓扑学教
科书《拓扑学引论》．本书编者从1979年以来就在北京大学数学系讲授这门课程，
当时就选用《拓扑学引论》作为教材，并参照1980年5月教材编审委员会审定的《拓
扑学教学大纲》作了删节和补充，以后又选用《基础拓扑学》（M. A. Armstrong
著，孙以丰译，北京大学出版社，1983）为教材和主要参考书．在十多年的教学实
践中，编者对本课程有了较深刻的理解，并积累了大量素材和经验，为编写本书作
了充分的准备．

本书是贡献给初学拓扑学的读者的．它为深入学习许多数学课程提供了必要的
拓扑学基础知识，它也可作为学习和研究拓扑学的入门教材．

本书的内容可分为点集拓扑和代数拓扑两部分，侧重于后者．

点集拓扑部分介绍了关于拓扑空间、连续映射的最基本的概念，还介绍了乘积
空间、商空间、紧致性和连通性等重要而常用的概念，以及它们的性质．这部分内
容与分析学有着密切联系，可看作分析学相应内容的提高和深化．尽管我们的论述
建立在公理化的定义的基础上，似乎并不直接用到分析学的知识，但具有良好的分
析学基础，对接受和理解这部分内容是很有帮助的．这部分内容还要求读者熟悉集
合和映射的知识．

代数拓扑部分介绍了基本群，复叠空间，单纯同调群等代数拓扑中最简单、最
直观的内容，它们都有很广泛的应用．这部分内容涉及到代数学的许多基本概念，
例如群，Abel群，自由循环群，同态，同构等等，要求读者对它们能够熟练的运
用．



拓扑学是几何学的一个分支，许多概念都有很强的几何背景．但是在表达形式
上它又是很抽象的．它的概念用公理化的方法建立；它没有分析学科那么多的计
算，却大量运用逻辑推理．因此，它不需要许多知识上的准备，但需要良好的数学
素养．反过来，学习拓扑学又能得到抽象思维和逻辑推理能力的训练．

本书是一学期的教材．根据编者的经验，用72学时可以讲完主要内容．如果放
弃带*号的节和内容，将能更加从容些．如果学时还不够，有些章节可删去，不影响
后面内容的学习，如第五章复叠空间，第七章单纯同调群（下）（在讲完第六章单
纯同调群（上）后，介绍第七章的主要结果，跳讲第八章）．有的定理（命题）的
证明比较复杂，其方法对本书其他部分又没有大的影响，也可以省略不讲．例如第
二章第二节中的三个定理，第三章的闭曲面分类定理．

在本书的编写过程中，得到姜伯驹教授热情帮助．他在全书内容的取舍和编排
方面都提出了很好的意见．有的论证的思路（例如对径映射的映射度的计算，命题
8.3）也是他提供的．在此谨表示衷心的感谢．

编　者

1996年10月于北京大学



引　　言

（拓扑学的直观认识）

“什么是拓扑学？”这是许多初学者都会提出的问题．拓扑学是一种几何学，
它是研究几何图形的．但是拓扑学所研究的并不是大家最熟悉的普通的几何性质，
而是图形的一类特殊性质，即所谓“拓扑性质”．于是，要了解拓扑学就要知道什
么是图形的拓扑性质．然而，尽管拓扑性质是图形的一种很基本的性质，它也具有
很强的几何直观，却很难用简单通俗的语言来准确地描述．它的确切定义是用抽象
的语言叙述的，这里还不能给出．下面介绍几个有趣的问题，它们涉及到的都是图
形的拓扑性质，希望读者能从中得到关于拓扑性质的一些直观认识．

一笔画问题和七桥问题

一笔画是一个简单的数学游戏．平面上由曲线段构成的一个图形能不能一笔画
成，使得在每条线段上不重复？例如汉字“日”、“中”都是可以一笔写出来的，
而“田”和“目”则不能一笔写成．

显然，通常的几何方法在一笔画问题上是没有用的，因为“图形能不能一笔画
成”和图形中线段的长度、形状等几何概念没有关系，要紧的是线段的数目和它们
之间的连接关系，也就是说一笔画问题的关键是图形的整体结构．我们可以随意地
将图形变形，如拉伸、压缩或弯曲等，甚至可将一些线段搬家（但保持端点不
动），只要图形的整体结构不改变，“能不能一笔画出”这个性质是不会改变的．
例如图1中的（a）和（b）都是“日”字的变形，都能一笔画出；（c），（d）和
（e）都是“田”字的变形，都不能一笔画出．

著名的七桥问题对拓扑学的产生和发展曾起了一定的作用，实质上它是一个一
笔画问题．七桥问题是这样的：流经哥尼斯堡的普雷格河的河湾处有两个小岛，七
座桥连结了两岸和小岛（图2左图）．当地流传一个游戏：要求在一次散步中恰好通
过每座桥一次．很长时间里没有人能做到．后来大数学家Euler研究了这个游戏．他
用点代表陆地（两岸和岛），用连结各点的线代表桥，得到图2右图中的图形．于是



上述游戏变成这个图形能不能一笔画成的问题了．Euler证明它是不能一笔画成的．

图　　1

图　　2

正是七桥问题和其他类似性质的问题，使Euler和他那个时代的其他数学家开始
认识到：存在着某种新的几何性质，它们和欧氏几何中研究的几何性质完全不同．
这种认识是拓扑学产生的背景．

地图着色问题

给地图着色时，要把相邻的国家（或区域）着上不同的颜色，以便容易地加以



区分．那么绘图员至少要准备多少种颜色才能给任何地图着色？这个问题看起来简
单，却出人意料地难以解决．图3中的地图虽只有四个区域，却是两两相邻的，因此
它需用4种颜色着色．这个例子说明上述问题的答案应不小于4．数学家明确提出这
个问题不很久，证明了有5种颜色是够用的．于是问题集中到“4种颜色够不
够？”上，就出现了著名的“四色问题”．它从1852年由F. Guthrie提出后，直到
本世纪七十年代才借助计算机得到肯定性的解答．

图　3

地图着色问题同一笔画问题一样，也具有“拓扑”特性：它与度量（区域的面
积、边界线的长度等）和形状都没有关系，关键是区域的个数和它们的邻接关系；
地图经过变形（缩放或作各种投影）所需颜色数不变．

Euler多面体定理

这是立体几何中的一个有名的定理：凸多面体的面数f，棱数l和顶点数v满足
Euler公式

f－l＋v＝2．

表面上看，似乎它和一笔画、地图着色问题不一样，凸多面体是平直图形，不
能随意变形．但只要对Euler多面体定理稍加推广，就可看出它的“拓扑”特性了．



图　4

把多面体放进一个大球体内，使球心在多面体内部．于是，从球心作的中心投
影把凸多面体的棱映射成球面上的曲线（实际上是大圆弧），顶点映成球面上的
点．这些点和大圆弧构成球面上的一个图（网络）（图4），它把球面分割成f块，
有l条枝（大圆弧）和v个节点．

一般地，球面上的图是由球面上有限个点（称为节点）和有限条曲线（称为
枝）所构成的图形，它必须满足：

（1）每条枝的端点是两个不同节点；

（2）不同的枝不交叉，即不相交于内点；

（3）每条枝不自交．

Euler定理可以推广为

定理1　球面上一个连通的图的节点数v，枝数l以及它分割球面所成的面块数f
满足公式

f－l＋v＝2．

这种推广了的Euler定理具有拓扑特性：一方面，当图在球面上变形时，f，l
和v这3个数不会变化；另一方面，当球面本身变形时（其上图也随着变形）f，l和v
也不会变化．球面可以变形为椭球面、葫芦形或其他各种形状的曲面，对这些曲面



定理l照样成立．但有的曲面不能由球面变形而得到，例如环面．事实上定理1对环
面不适用，相应的定理为

定理2　环面上一个连通图若分割环面成一些简单面块（即没有洞的面块），则
面块数f，图的枝数l和节点数v满足公式

f－l＋v＝0．

对于更复杂一些的曲面，f－l＋v是个负数．以上的事实说明整数f－l＋v与曲
面上（适合条件的）图的选择无关，完全由曲面本身决定．这个数被称为曲面的
Euler数，它反映出曲面的一种几何性质，当曲面被变形时，它是不会改变的．

以上几个问题显示出几何图形的一类特别的几何性质，它们涉及到图形在整体
结构上的特性，这就是“拓扑性质”．显然，它们与几何图形的大小、形状，以及
所含线段的曲直等等都无关，也就不能用普通的几何方法来处理，需要有一种新的
几何学来研究它们，这个新学科就是拓扑学（希文Topology的译音）．也有人形象
地称它为橡皮几何学，因为它研究的性质在图形作弹性形变时是不会改变的．

现在我们对拓扑性质作进一步的分析．如前所述，既然拓扑性质体现的是图形
整体结构上的特性，可以随意地把图形作变形（如挤压、拉伸或扭曲等等），只要
不把它撕裂，不发生粘连，从而不破坏其整体结构，拓扑性质将保持不变．把上述
变形称为图形的“拓扑变换”，那么拓扑性质就是几何图形在作拓扑变换时保持不
变的性质．拓扑变换可用集合与映射的语言给出确切的描述．把图形M变形为M′，就
是给出M到M′（都看作点集）的一个一一对应（因而不出现重叠现象，并不产生新
点）f：M→M′，并且f连续（表示不撕裂），f-1 ：M′→M也连续（表示不粘连）．这
里所说的连续就是分析学中的连续概念，可用距离概念刻画．简单地说：从图形M到
M′的一个一一对应f，如果f与f-1 都是连续的，就称f为从M到M′的一个拓扑变换，并
称M与M′是同胚的．于是，拓扑性质也就是同胚的图形所共同具有的几何性质．拓扑
学中往往对同胚的图形不加区别，因为它们的拓扑性质是一样的．

上面从拓扑变换或同胚概念来描述拓扑性质．反过来拓扑性质又是研究图形同
胚问题的一个有力武器．判断两个图形是否同胚，这自然是拓扑学的一个基本问
题．如果能构造从M到M′的拓扑变换，当然M与M′同胚，可是当经过努力而构造不出拓
扑变换时，我们并不能由此认定M与M′不同胚．断定不同胚的有效途径是比较它们的



拓扑性质，如果它们有不相同的拓扑性质，则它们一定不同胚．例如日字形和田字
形不同胚，因为前者能一笔写出，后者不能．又如球面与环面的Euler数不相等，因
此它们不同胚．因此，寻找和研究图形的各种各样的拓扑性质是拓扑学的基本的研
究课题．

规定拓扑变换时，映射的连续性是关键概念，因而它也是整个拓扑学的基本概
念．也可以说拓扑学是研究连续现象的数学分支．连续性也是分析学的最基本的概
念，因而拓扑学和分析学有着十分密切的关系．拓扑学的概念、结果和方法广泛地
应用到分析学的各个领域中．特别是分析学中只和连续概念相关（而与可微性无
关）的那些问题本质上都是拓扑问题．著名的Brouwer不动点定理就是其中的一个
例子．把n维欧氏空间En 中的子集

称为n维单位球体．Brouwer定理说：Dn 到自身的连续映射f：Dn →Dn 一定有
不动点，即存在点x∈Dn ，使得f（x）＝x．当n＝1时，不难用闭区间上连续函数的
性质证明此定理（请读者自己证明）．当n≥2时，就不容易了．由于定理中f只是连
续的，因此分析学中与微分有关的工具都不能直接用上．本书中将用基本群和同调
群作为工具给出它的证明．

另一个例子是Jordan曲线定理．简略地讲，该定理说平面（或球面）被它上面
的一条简单闭曲线分割为两部分．这是一个应用广泛的著名定理，直观上容易接
受，仿佛是不证自明的．但仔细想想，会发现它并不简单．首先定理怎样用严谨的
数学语言叙述？为此必须用到拓扑学的术语，如简单闭曲线就是与圆周同胚的图
形，它在几何上可以是相当复杂的；所谓“被分割为两部分”，则要用拓扑概
念“连通”来严格叙述．定理不但需要证明，并且还不是三言两语所能完成的．我
们在本书的第四章中将以基本群为工具给出它的一个证明．

随着学习的深入，读者还将见到许多有趣的应用拓扑学解决分析学问题的例
子．拓扑学与微分几何、动力系统等学科也都有着十分密切的联系．

拓扑学是一门年青而富有生命力的学科．它萌发于17、18世纪，但到19世纪末
才开始得到发展．本世纪以来，拓扑学是数学中发展最迅猛，研究成果最丰富的研



究领域，成为十分重要的数学基础学科．拓扑学有多个研究方向，早期分为一般拓
扑学和代数拓扑学，后来又出现了微分拓扑学和低维流形等研究方向．本书是代数
拓扑学的入门教材，重点是介绍代数拓扑学中最简单的内容和一些基础知识．但我
们也需要介绍拓扑空间和连续映射等最基础的拓扑学概念．如前所述，拓扑学是用
抽象的语言和公理化的方式来阐述其概念的．特别是广泛使用集合论的语言．我们
希望读者先要有较好的有关集合论的基础知识．下面择要介绍本书中最常用的有关
集合与映射的概念和性质，既为学习正文作准备，也是为了统一术语和符号．

1．集合的运算

常用记号

设X是非空集合，记2X 是X的全体子集（包括X及空集∅）的集合，称为X的幂
集．

一点x构成的集合记作｛x｝．

x∈A表示x是集合A中的一个元素．

 （或x  A）表示x不是集合A的元素．

A⊂B表示A包含于B（含A＝B的情形）．

A⊄B表示A不包含于B，即A中有不属于B的元素．

现在列出2X 中的几种运算及它们的性质．

交∩　如A∩B是A和B之交；  表示集合族｛Aλ ｜λ∈Λ｝中所有集合之交．

并∪　如A∪B是A和B之并；  表示集合族｛Aλ ｜λ∈Λ｝中所有集合之

并．

交并运算各自都满足交换律与结合律．

交与并有分配律：



（1）

（2）

差　AB表示属于A而不属于B的元素的集合．

余集　Ac ：＝XA．

显然AB＝A∩Bc ．

De Morgan公式：

（3）

（4）

特别当B＝X为全集时，（3）和（4）分别变为

（5）

（6）

2．映射

设X和Y都是集合，映射f：X→Y是一个对应关系，使∀x∈X，对应着Y中的一点
f（x）（称为x的像点）．

若A⊂X，记f（A）：＝｛f（x）｜x∈A｝，是Y的一个子集，称为A在f下的
像．若B⊂Y，记f-1 （B）：＝｛x∈X｜f（x）∈B｝，称为B在f下的完全原像（或
简称原像）．

当f（X）＝Y时，称f是满的；若X中不同点的像点也不同，则称f是单的．既单
又满的映射称为一一对应．当f是一一对应时，它就有一个逆映射，记作f-1 ．此
时，∀B⊂Y，f-1 （B）有两种理解：B在f下的原像；B在f-1 下的像，它们的意义是



一致的．

关于f下的像与原像有如下规律：

（1）

（2）

（3）f-1 （Bc ）＝（f-1 （B））c ；

（4）f-1 （B\D）＝f-1 （B）\f-1 （D）；

（5）

（6）  当f单时为相等；

（7）f（f-1 （B））⊂B，当f满时为相等；

（8）f-1 （f（A））⊃A，当f单时为相等．

设f：X→Y和g：Y→Z都是映射，f与g的复合（或称乘积）是X到Z的映射，记作
g  f：X→Z，规定为g  f（x）＝g（f（x）），∀x∈X．则有

（9）g  f（A）＝g（f（A））；

（10）（g  f）-1 （B）＝f-1 （g-1 （B））．

集合X到自身的恒同映射（保持每一点不变）记作idX ：X→X（常简记为

id）．若f：X→Y是映射，A⊂X，规定f在A上的限制为f｜A：A→Y，∀x∈A，f｜
A（x）＝f（x）．记i：A→X为包含映射，即∀x∈A，i（x）＝x．于是，i＝id｜
A，f｜A＝f  i．

3．笛卡儿积

设X1 和X2 都是集合，称集合



　　X1 ×X2 ：＝｛有序偶（x，y）｜x∈X，y∈Y｝

为X1 与X2 的笛卡儿积．称x和y为（x，y）的坐标．

n个集合的笛卡儿积X1 ×X2 ×…×Xn 可类似地定义．

记  例如Rn ＝｛（x1 ，…，xn ）｜xi ∈R｝，称X2

＝X×X的子集

　　　　Δ（X）：＝｛（x，x）｜∀x∈X｝

为对角子集（常简记作Δ）．

4．等价关系

集合X上的一个关系R是X×X的一个子集，当（x1 ，x2 ）∈R时，说x1 与x2 R

相关，记作x1 Rx2 ．

集合X的一个关系R称为等价关系，如果满足：

（1）自反性：∀x∈X，xRx（即Δ（X）⊂R）；

（2）对称性：若x1 Rx2 ，则x2 Rx1 ；

（3）传递性：若x1 Rx2 ，x2 Rx3 ，则x1 Rx3 ．

等价关系常用～表示，如x1 Rx2 记作x1 ～x2 ，称为x1 等价于x2 ．当X上有

等价关系～时，可把X分成许多子集：凡是互相等价的点属同一子集．称每个子集为
一个～等价类，记X/～是全部等价类的集合，称为X关于～的商集．∀x∈X所在等价
类记作〈x〉．于是

X/～＝｛〈x〉｜x∈X｝．



第一章　拓扑空间与连续映射

引言中我们已经在欧氏空间及其子集的范围内说明了什么是图形间的拓扑变
换，什么是图形的拓扑性质．但是，许多数学分支的活动范围早已突破了欧氏空间
的限制，甚至也超出了度量空间的领域，拓扑学作为这些数学分支的基础，必须研
究更加一般的空间．现在我们要找一种能用来刻画拓扑性质的新的空间结构，以替
代欧氏结构和度量结构．这种新结构就是所谓拓扑结构．

§1　拓扑空间

映射的连续性是刻画拓扑变换的关键概念，因此我们寻找的新结构要能用来刻
画连续性概念．先回顾数学分析中函数连续性是怎么规定的．

设f：E1 →E1 是一个函数，x0 ∈E1 ．f在x0 处连续的含义有多种描述方法，

例如：

用序列语言：如果序列｛xn ｝收敛到x0 ，则序列｛f（xn ）｝收敛到f（x0
）；

用ε-δ语言：对任意正数ε＞0，总可找到δ＞0，使得当｜x－x0 ｜＜δ时，｜

f（x）－f（x0 ）｜＜ε；

用开集语言：若V是包含f（x0 ）的开集 ① ，则存在包含x0 的开集U，使得

f（U）⊂V．

ε-δ法用到E1 中的距离概念；序列方法用的也是距离，因为｛xn ｝收敛到x0
也就是｜xn －x0 ｜→0．因此，这两种方法可直接用来规定度量空间之间映射的连

续性．第三种方法则绕开了度量，直接用E1 中的开集刻画连续性．于是，只要知道
图形的哪些子集是开集，就可规定映射的连续性概念．所谓拓扑空间就是具有开集
结构的空间．



1.1　拓扑空间的定义

设X是一个非空集合，记2X 是X的幂集，即以X的所有子集（包含空集∅和X自
己）为成员的集合．把2X 的子集（即以X的一部分子集为成员的集合）称为X的子集
族．

定义1.1　设X是一非空集合．X的一个子集族τ称为X的一个拓扑，如果它满足

（1）X，∅都包含在τ中；

（2）τ中任意多个成员的并集仍在τ中；

（3）τ中有限多个成员的交集仍在τ中．

集合X和它的一个拓扑τ一起称为一个拓扑空间，记作（X，τ）．称τ中的成员为
这个拓扑空间的开集．

定义中的三个条件称为拓扑公理．（3）可等价地换为

（3′）τ中两个成员的交集仍在τ中．

（3）蕴含（3′），另一方面容易用归纳法从（3′）推出（3）．

从定义看出，给出集合的一个拓扑就是规定它的哪些子集是开集．这种规定不
是任意的，必须满足三条拓扑公理．但是一般来说一个集合上可以规定许多不相同
的拓扑，因此说到一个拓扑空间时，要同时指明集合及所规定的拓扑．以后在不会
引起误解的情况下，也常常只用集合来称呼一个拓扑空间，如拓扑空间X，拓扑空间
Y等．

设X是一非空集合．显然2X 构成X上的拓扑，称为X上的离散拓扑；｛X，∅｝也
是X上的拓扑，称为X上的平凡拓扑．当X中包含多于一个点时，这两个拓扑不相同，
并且X还有许别的拓扑．例如设X＝｛a，b，c｝，则｛X，∅，｛a｝｝，｛X，∅，
｛a，b｝｝，｛X，∅，｛a｝，｛a，b｝｝都是X上的拓扑；但｛X，∅，｛a｝，
｛b｝｝不是拓扑，因为条件（2）不满足；读者还可找到许多别的拓扑．

设τ1 ，τ2 是集合X上的两个拓扑，如果τ1 ⊂τ2 ，则说τ2 比τ1 大（或说τ2



比τ1 精细）．离散拓扑比任何别的拓扑都大，而平凡拓扑比别的拓扑都小．

下面给出几个有用的例子．

例1　设X是无穷集合，τf ＝｛Ac ｜A是X的有限子集｝∪｛∅｝，则不难验证τf
是X的一个拓扑，称为X上的余有限拓扑．

例2　设X是不可数无穷集合，τc ＝｛Ac ｜A是X的可数子集｝U｛∅｝，则τc 也

是X的拓扑，称为余可数拓扑．

例3　设R是全体实数的集合，规定τe ＝｛U｜U是若干个开区间的并集｝，这

里“若干”可以是无穷，有限，也可以是零，因此∅∈τe ．则τe 是R上的拓扑，称

为R上的欧氏拓扑．记E1 ＝（R，τe ）．

现在，对R已规定了五个拓扑：平凡拓扑τt ，离散拓扑τs ，余有限拓扑τf ，

余可数拓扑τc 和欧氏拓扑τe ．τf 小于τc 和τe ，而τc 与τe 不能比较大小．

1.2　度量拓扑

集合X上的一个度量d是一个映射d：X×X→R，它满足

（1）正定性：d（x，x）＝0，∀x ∈X，

　　　　　　　d（x，y）＞0，当x≠y；

（2）对称性：d（x，y）＝d（y，x），∀x，y∈X；

（3）三角不等式：

　　d（x，z）≤d（x，y）＋d（y，z），　∀x，y，z∈X．

当集合X上规定了一个度量d后，称为度量空间，记作（X，d）．

例4　记Rn ＝｛（x1 ，x2 ，…，xn ）｜xi ∈R，i＝1，…，n｝．规定Rn 上

的度量d为：



不难验证d满足（1），（2），（3）．记En ＝（Rn ，d），称为n维欧氏空
间．

设（X，d）是一个度量空间，我们来规定X的一个拓扑．

设x0 ∈X，ε是一正数，称X的子集

　　　　　B（x0 ，ε）：＝｛x∈X｜d（x0 ，x）＜ε｝

为以x0 为心，ε为半径的球形邻域．

引理　（X，d）的任意两个球形邻域的交集是若干球形邻域的并集．

证明　设U＝B（x1 ，ε1 ）∩B（x2 ，ε2 ）．∀x∈U，则εi －d（x，xi ）＞

0（i＝1，2）．记εx ＝min｛ε1 －d（x，x1 ），ε2 －d（x，x2 ）｝（图1-

1），不难验证B（x，εx ）⊂U．于是

图　1-1

规定X的子集族τd ＝｛U｜U是若干个球形邻域的并集｝．

命题1.1　τd 是X上的一个拓扑．



证明　τd 满足拓扑公理（1）和（2）是明显的．下面验证τd 满足拓扑公理

（3）．

设U，U′∈τd ，记  则

　　

根据引理，对任何  再由拓扑公理（2），得出
U∩U′∈τd ．　▎

称τd 为X上由度量d决定的度量拓扑．每个度量空间都自然地看成具有度量拓扑

的拓扑空间，从而欧氏空间En 是拓扑空间（其度量拓扑称为欧氏拓扑）．从这个意
义上讲，拓扑空间是欧氏空间和度量空间的推广．三条拓扑公理也正是从度量空间
的开集所具有的最基本的性质中抽象出来的．

1.3　拓扑空间中的几个基本概念

下面要讲的几个基本的拓扑概念在欧氏空间和度量空间中都已出现过，但现在
用开集概念来规定它们．

1．闭集

定义1.2　拓扑空间X的一个子集A称为闭集，如果Ac 是开集．

也就是说，闭集就是开集的余集，反过来开集一定是一个闭集的余集．例如在
离散拓扑空间中，任何子集都是开集，从而任何子集也都是闭集；平凡拓扑空间X
中，只有两个闭集：X＝∅c 和∅＝Xc ．在（R，τf ）中，闭集或是X，或为有限集；

而（R，τc ）中的闭集是X或可数集．

命题1.2　拓扑空间的闭集满足：

（1）X与∅都是闭集；



（2）任意多个闭集的交集是闭集；

（3）有限个闭集的并集是闭集．

证明　这是由三条拓扑公理推出的．（2）和（3）分别由拓扑公理（2）和
（3）应用De Morgan公式推出．（1）是因为∅和X都是开集．　▎

2．邻域、内点和内部

定义1.3　设A是拓扑空间X的一个子集，点x∈A．如果存在开集U，使得
x∈U⊂A，则称x是A的一个内点，A是x的一个邻域．A的所有内点的集合称为A的内
部，记作

命题1.3　（1）若A⊂B，则

（2）  是包含在A中的所有开集的并集，因此是包含在A中的最大开集；

（3）  是开集；

（4）

（5）

证明　（1）若x是A的内点，取开集U使得x∈U⊂A；因为A⊂B，所以U⊂B，于
是x也是B的内点，这样，A的内点都是B的内点，

（2）记｛Uα ｜α∈  ｝是包含在A中的所有开集构成的子集族．根据定义，

 则x为A的内点）．因此  反之，若

 由定义，x必属于某个Uα ，从而

（3）由（2）知，  是开集．若  则A也是开集；反之，当A是开集时，
由（2）推出

（4）对（A∩B）⊂A用（1），得  同理有   得

到  对  用（1），得到



 （等号根据（3））．

（5）因为  是包含在A∪B中的开集，根据结论（2），有

 　▎

用归纳法，从（4）可推出  但对无穷多个子集的交集相应

结果不成立．一般地（5）不能把包含号改为等号．请读者自己找出反例．

3．聚点与闭包

定义1.4　设A是拓扑空间X的子集，x∈X．如果x的每个邻域都含有A｛x｝中的
点，则称x为A的聚点．A的所有聚点的集合称为A的导集，记作A′．称集合

 为A的闭包．

由定义不难推出：  的任一邻域与A都有交点．

闭包与内部这两个概念有密切关系，具体表现为

命题1.4　若拓扑空间X的子集A与B互为余集，则  与  互为余集．

证明  有邻域与A不相交

　　　　　　  x有邻域包含在B中

　　　　　　  x是B的内点，

因此  　▎

命题1.5　（1）若A⊂B，则

（2）  是所有包含A的闭集的交集，所以是包含A的最小的闭集；

（3）  是闭集；

（4）



（5）

证明留给读者．（可用命题1.3的结果，或用其方法．）

聚点的概念在欧氏空间中早已出现．要注意现在的推广概念在意义上已发生一
些改变．欧氏空间中集合A的聚点的近旁确实聚集了A的无穷多个点，因此有限集是
没有聚点的．而在拓扑空间中则不然．例如设X＝｛a，b，c｝，规定拓扑为τ＝
｛X，∅，｛a｝｝，则当A＝｛a｝时，b和c都是A的聚点，因为b或c的邻域只有X一
个，它包含a．a不是A的聚点，因为A｛a｝＝∅．

拓扑空间X的子集A称为稠密的，如果  如果X有可数的稠密子集，则称X
是可分拓扑空间．

例如，（R，τf ）是可分的，事实上它的任一无穷子集都是稠密的，有理数集Q

是它的一个可数稠密子集；（R，τc ）不是可分的，因为它的任一可数集都是闭

集，不可能稠密．

4．序列的收敛性

在数学分析中，序列收敛的概念是很基本的．拓扑空间中也可推广这个概念，
但它失去了一些重要的性质．

设x1 ，x2 ，…，xn ，…（或简单地记作｛xn ｝）是拓扑空间X中点的序列，

如果点x0 ∈X的任一邻域U都包含｛xn ｝的几乎所有项（即只有有限个xn 不在U

中；或存在正整数N，使得当n＞N时，xn ∈U），则说｛xn ｝收敛到x0 ，记作xn
→x0 ．

拓扑空间中的序列可能收敛到多个点．例如（R，τf ）中，只要序列｛xn ｝的

项两两不同，则任一点x∈R的邻域（必是有限集的余集）包含｛xn ｝的几乎所有

项，从而xn →x．

数学分析中，当点x是集合A的聚点时，则A中有序列收敛到x．在拓扑空间中这
一性质不再成立．例如在（R，τc ）中，xn →x  对几乎所有n，xn ＝x（习

题13）．设A是一个不可数真子集，于是  （因为包含A的闭集只有R）．取



 则x是A的聚点，但A中任一序列不可能收敛到x．

由于拓扑空间中的序列收敛性出现这些不正常现象，它也就失去了重要性．

1.4　子空间

设A是拓扑空间（X，τ）的一个非空子集．

定义1.5　规定A的子集族

τA ：＝｛U∩A｜U∈τ｝．

容易验证τA ，是A上的一个拓扑，称为τ导出的A上的子空间拓扑，称（A，τA
）为（X，τ）的子空间．

以后，对拓扑空间的子集都将看作拓扑空间，即子空间．

现在设A是拓扑空间（X，τ）的子集，B又是A的子集．于是B有两个途径得到子
空间拓扑：直接作为X的子空间和看作（A，τA ）的子空间．事实上它们是一样的，

记（τA ）B是τA 导出的B上的拓扑，则

（τA ）B ＝｛V∩B｜V∈τA ｝＝｛（U∩A）∩B｜U∈τ｝

＝｛U∩B｜U∈τ｝＝τB ．

对于度量空间（X，d）的子集A，也有两种途径得到拓扑：一种途径是直接看作
（X，τd ）的子空间；另一种途径是由d在A上的限制得到A上的度量dA ，它决定A的

度量拓扑．这两个拓扑也是相同的（证明略）．

对于子空间A的子集U，笼统地说U是不是开集意义就不明确了，必须说明在A中
看还是在全空间中看，这两者是不同的．例如，E1 是E2 的子空间，开区间（0，1）
在E1 中是开集，而在E2 中不是开集．因此开集概念是相对概念．同样，闭集、邻
域、内点、内部、聚点和闭包等等概念也都是相对概念．

命题1.6　设X是拓扑空间，C⊂A⊂X，则C是A的闭集  C是A与X的一个闭
集之交集．



证明　C是A的闭集  AC是A的开集

　　　　　  存在X中开集U，使得AC＝U∩A

　　　　　  存在X中开集U，使得C＝Uc ∩A

　　　　　  C是X中一个闭集与A之交集．　▎

命题1.7　设X是拓扑空间，B⊂A⊂X，则

（1）若B是X的开（闭）集，则B也是A的开（闭）集；

（2）若A是X的开（闭）集，B是A的开（闭）集，则B也是X的开（闭）集．

证明　（1）B＝B∩A，因此当B是X的开（闭）集时，根据子空间拓扑的定义
（命题1.6），B也是A的开（闭）集．

（2）设B是A的开（闭）集，根据子空间拓扑的定义（命题1.6），存在X的开
（闭）集U，使得B＝U∩A．而A也是X中开（闭）集，因此B是X的开（闭）集．　▎

习　　题

1．写出集合X＝｛a，b｝的所有拓扑．

2．设X＝｛x，y，z｝．X的下列子集族是不是拓扑？如果不是，请添加最少的
子集，使它成为拓扑．

（1）｛X，∅，｛x｝，｛y，z｝｝；

（2）｛X，∅，｛x，y｝，｛x，z｝｝；

（3）｛X，∅，｛x，y｝，｛x，z｝，｛y，z｝｝．

3．规定实数集R上的子集族τ＝｛（－∞，a）｜－∞≤a≤＋∞｝（a＝－∞，则
（－∞，a）表示∅；a＝＋∞，则（－∞，a）＝R）．证明τ是R上的一个拓扑．

4．设τ是X上的拓扑，A是X的一个子集，规定



τ′＝｛A∪U｜U∈τ｝∪｛∅｝．

证明τ′也是X上的拓扑．

5．设τ1 ，τ2 都是X上的拓扑，证明τ1 ∩τ2 也是X上的拓扑．

6．E2 的子集  求

7．R上规定第3题中的拓扑，子集A＝｛0｝，求

8．在度量空间中，记B［x0 ，ε］＝｛x∈X｜d（x，x0 ）≤ε｝．证明B［x0
，ε］是闭集．举例说明  不一定成立．

9．设A和B都是拓扑空间X的子集，并且A是开集．证明

10．设A1 ，A2 ，…，An 都是X的闭集，并且  证明B⊂X是X的闭

集  B∩Ai 是Ai （i＝1，2，…，n）的闭集．

11．设Y是拓扑空间X的子空间，A⊂Y，x∈Y．证明：在X中，x是A的聚点
 在Y中，x是A的聚点．

12．设X是拓扑空间，B⊂A⊂X．记  分别为B在A中的闭包和内部．
别为B在X中的闭包和内部．证明

（1）

（2）

（3）如果A是X的开集，则

13．设｛xn ｝是（R，τc ）中的一个序列．证明：xn →x  存在正整数

N，使得当n＞N时，xn ＝x．

14．设τ是第3题中的拓扑，证明（R，τ）是可分的．



15．证明：A是拓扑空间X的稠密子集  X的每个非空开集与A相交非空．

16．若A是X的稠密子集，B是A的稠密子集，则B也是X的稠密子集．

17．若A和B都是X的稠密子集，并且A是开集，则A∩B也是X的稠密子集．

§2　连续映射与同胚映射

连续映射是拓扑学中另一个最基本的概念和研究对象．

2.1　连续映射的定义

和分析学中一样，连续性是一种局部性概念．

定义1.6　设X和Y都是拓扑空间，f：X→Y是一个映射，x∈X．如果对于Y中
f（x）的任一邻域V，f-1 （V）总是x的邻域，则说f在x处连续．

容易看出，如果把定义中“任一邻域V”改成“任一开邻域V”（即包含f（x）
的任一开集V），那么定义的意义不变．因此f在点x处连续也就是“对包含f（x）的
每个开集V，必存在包含x的开集U，使得f（U）⊂V”，这就是§1中连续性定义的开
集语言．

命题1.8　设f：X→Y是一映射，A是X的子集，x∈A．记fA ＝f｜A：A→Y是f在

A上的限制，则

（1）如果f在x连续，则fA 在X也连续；

（2）若A是x的邻域，则当fA 在x连续时，f在x也连续．

证明　（1）设V是fA （x）＝f（x）的邻域，则f-1 （V）是x在X中的邻域，即

存在开集U，使得x∈U⊂f-1 （V）．而  （V）＝A∩f-1 （V）⊃A∩U，这里A∩U是A
的包含x的开集．这就验证了fA 在x的连续性．

（2）设V是f（x）的邻域，根据条件存在A中的开集UA ，使得x∈UA ⊂

（V）＝A∩f-1 （V）．设UA ＝U∩A，其中U是X的开集．则U∩  也是X的开集，且



x∈U∩  ⊂UA ⊂f-1 （V）．因此f在x连续．　▎

此命题的（2）说明f在某点x处的连续性只与f在x附近的情形有关．

定义1.7　如果映射f：X→Y在任一点x∈X处都连续，则说f是连续映射．

连续映射具有“整体性”的描述方式．

定理1.1　设f：X→Y是映射，下列各条件互相等价：

（1）f是连续映射；

（2）Y的任一开集在f下的原像是X的开集；

（3）Y的任一闭集在f下的原像是X的闭集．

证明　（1）  （2）设V是Y的开集，U＝f-1 （V）．∀x∈U，V是f（x）的
邻域，由于f在x连续，x是U的内点．由x的任意性，  是开集．

（2）  （3）设f是Y的闭集，则fc 是开集，因此f-1 （fc ）是X的开集．
于是f-1 （f）＝（f-1 （fc ））c 是X的闭集．

（3）  （1）要说明f在任一点x∈X处连续．设V是f（x）的邻域，U＝f-1

（V）．因为  是开集（闭集  的原像  是

闭集），且  所以U是x的邻域．由定义，f在x连续．　▎

虽然拓扑空间中也有序列收敛的概念，但不能用它来刻画连续性．事实上，如
果f：X→Y在x∈X处连续，则当xn →x时，必有f（xn ）→f（x）（习题6）．但逆

命题不成立．例如设f：X→Y是单映射，其中X是具有余可数拓扑的不可数空间，Y是
离散拓扑空间．于是，当X中序列xn →x时，对充分大的n，有xn ＝x，从而f（xn
）→f（x）．但f在x并不连续，｛f（x）｝是f（x）的邻域，但其原像为｛x｝
（因为f是单的），并不是x的邻域．

2.2　连续映射的性质

先指出几个简单而常见的连续映射．



显然，恒同映射id：X→X（即id（x）＝x，∀x∈X）是连续映射．

设A是X的子空间，记i：A→X是包含映射（即i（a）＝a，∀a∈A），则i是连
续映射，因为当U是X的开集时，i-1 （U）＝A∩U是A的开集．

如果f：X→Y是常值映射，即f（X）是Y中一点y0 ，则f连续，因为f-1 （V）＝

X（若y0 ∈V），或f-1 （V）＝∅（若  ）．

如果X是离散拓扑空间，或Y是平凡拓扑空间，则f：X→Y一定是连续的．

命题1.9　设X，Y和Z都是拓扑空间，映射f：X→Y在x处连续，g：Y→Z在
f（x）处连续，则复合映射g  f：X→Z在x处连续．

证明　（g  f）（x）＝g（f（x））．对于它的任一邻域W，由于g在f（x）
处连续，g-1 （W）是f（x）的邻域；又由于f在x处连续，f-1 （g-1 （W））＝（g
f）-1 （W）是x的邻域．这就证明了结论．　▎

由此命题推出，两个连续映射的复合也是连续映射．用此结论可给出命题1.8中
（1）的另一个证明．f在A上的限制fA ＝f  i，由f和i的连续得到fA 连续．

设  ⊂2X 是拓扑空间X的子集族，称  是X的一个覆盖，如果

（即∀x∈X至少包含在  的一个成员中）．如果覆盖  的每个成员都是开（闭）
集，则称  为开（闭）覆盖；覆盖  只包含有限个成员时，称  是有限覆盖．

定理1.2（粘接引理）　设｛A1 ，A2 ，…，An ｝是X的一个有限闭覆盖．如果

映射f：X→Y在每个Ai 上的限制都是连续的，则f是连续映射．

证明　只要验证Y的每个闭集的原像是闭集．设B是Y的闭集，记  是f在Ai 上

的限制，则

∀i，  是连续的，因此  是Ai 的闭集．又因为Ai 是X的闭集，所以

 也是X的闭集（命题1.7中（2））．f-1 （B）作为有限个闭集的并集也是



闭集．　▎

粘接引理是判断映射连续性的一种有效方法，它还是分片地构造连续映射的依
据．

2.3　同胚映射

定义1.8　如果f：X→Y是一一对应，并且f及其逆f-1 ：Y→X都是连续的，则称
f是一个同胚映射，或称拓扑变换，或简称同胚．当存在X到Y的同胚映射时，就称X
与Y同胚，记作  

值得提醒的是同胚映射中条件f-1 连续不可忽视，它不能从一一对应和f连续推
出．例如设S1 是复平面上的单位圆周，规定f：［0，1）→S1 为f（t）＝ei2πt ．则

f是一一对应，并且连续，但f-1 不连续．譬如  是［0，1）的开集，但是

  是包含1的上半圆，1不是它的内点，因此不是开

集（图1-2）．

图　1-2

在全体拓扑空间集合内的同胚关系是一个等价关系，其自反性、对称性与传递
性分别基于以下明显事实：恒同映射id：X→X是同胚映射；如果f是同胚映射，则f-1

也是同胚映射；两个同胚映射的复合也是同胚映射．

现在举几个同胚映射的例子．



例1　开区间（作为E1 的子空间）同胚于E1 ．

如  到E1 的同胚映射f可规定为：

f（x）＝tanx，

例2　En 中的单位球体Dn ：＝｛x∈En ｜‖x‖ ② ≤1｝的内部  同胚于En ．同

胚映射  可规定为：   它的逆映射

为：

 ∀y∈En ．

例3　En ｛O｝  En Dn （O为原点）．

图　1-3

规定f：En ｛O｝→En Dn 为  其几何意义为每一点背向原点

O移动单位长，则f是一一对应，并且连续．f-1 是每一点朝O移动单位长，也是连续
的（图1-3）．



例4　球面S2 ③ 去掉一点后与E2 同胚．球极投射就是把去掉北极点的球面映射到
赤道平面的一个同胚映射（见图1-4），它的分析表达式为

图　1-4

例5　任何凸多边形（包含内部）都互相同胚．

以一个五边形ABCDE与三角形A′B′C′为例，同胚映射可规定如下：连结BD和BE，
在A′C′上取两点E′和D′，连结B′D′和B′E′．于是五边形和三角形都被分割为三个三角
形．它们分别记作X1 ，X2 ，X3 和Y1 ，Y2 ，Y3 （见图1-5）．由相应点对的对应

关系（A到A′等等），建立仿射变换fi ，把Xi 变为Yi （i＝1，2，3）．它们在公

共部分（线段BD或BE）上是一致的，因此可用它们规定ABCDE到A′B′C′的一一对应
f．根据粘接引理，f和f-1 都是连续的．

图　1-5



例6　凸多边形与D2 同胚．

因为凸多边形都是互相同胚的，只须证一个特殊的凸多边形与D2 同胚．如图1-
6中的四边形ABCD．

由  给出△OAB到扇形OAB的同胚映射．利用这个同胚和
图形的对称性容易建立其他三个三角形到相应扇形的同胚映射．这四个同胚映射拼
接成四边形ABCD到圆O的同胚．

图　1-6

如果f：X→Y是单的连续映射，并且f：X→f（X）是同胚映射，就称f：X→Y是
嵌入映射．例如，包含映射i：A→X是嵌入映射．

有了同胚映射（拓扑变换）的概念，就可像引言中那样规定拓扑性质概念了．

定义1.9　拓扑空间的在同胚映射下保持不变的概念称为拓扑概念，在同胚映射
下保持不变的性质叫拓扑性质．

当f：X→Y是同胚映射时，X的每个开集U的f像f（U）是Y的开集，而Y的开集V
的f原像是X的开集．因此开集概念在同胚映射下是保持不变的，它是拓扑概念，由
它规定的闭集、闭包、邻域、内点等等概念都是拓扑概念．用开集或其派生的拓扑
概念来刻画的性质都是拓扑性质．例如可分性是拓扑性质．

研究拓扑空间的同胚分类问题是拓扑学的一个基本问题．拓扑性质对它起了重



要作用．例如（R，τf ）是可分的，（R，τc ）不是可分的，从而它们不同胚．

习　　题

1．设f：X→Y是映射，证明下列条件互相等价：

（1）f是连续映射；

（2）对X的任何子集A，

（3）对Y的任何子集B，

2．设B是Y的子集，i：B→Y是包含映射，f：X→B是一映射，证明f连续
i  f：X→Y连续．

3．若f：X→Y是同胚映射，A⊂X，则f｜A：A→Y是嵌入映射．

4．证明下列几个空间互相同胚：

（1）X1 ＝E2 \｛O｝；

（2）X2 ＝｛（x，y，z）∈E3 ｜x2 ＋y2 ＝1｝；

（3）单叶双曲面X3 ＝｛（x，y，z）∈E3 ｜x2 ＋y2 －z2 ＝1｝．

5．X的覆盖  称为局部有限的，如果∀x∈X有邻域只与  中有限个成员相
交．设  是X的一个局部有限闭覆盖，映射f：X→Y在每个C∈  上的限制fc 连

续，则f连续．

6．设f：X→Y在x∈X处连续，序列xn →x，则

f（xn ）→f（x）．

7．设f：X→Y是满的连续映射，其中X是可分的．证明Y也是可分的．

8．证明恒同映射id：（R，τc ）→（R，τf ）是连续映射，但不是同胚映射．



9．规定f：E1 \［0，1）→E1 为

证明f是连续映射，但不是同胚映射．

10．映射f：X→Y称为开（闭）映射，如果f把X的开（闭）集映为Y的开（闭）
集．举例说明开映射不一定是闭映射；闭映射也不一定是开映射．

11．如果f：X→Y是一一对应，则f是开映射  f是闭映射  f-1 连
续．

12．设（X，d）是度量空间，A是X的非空闭集．规定f：X→E1 为f（x）＝
d（x，A）＝inf｛d（x，a）｜a∈A｝．证明f连续，并且

f（x）＝0  x∈A．

13．设（R，τ）是§1第3题规定的拓扑空间，f：（R，τ）→E1 连续，则f是常
值映射．

§3　乘积空间与拓扑基

设  是X的一个子集族，规定新子集族

 是  中若干成员的并集｝

　＝｛U⊂X｜∀x∈U，存在B∈  ，使得x∈B⊂U｝．称  为  所生成的子
集族．显然

设X1 和X2 是两个集合，记X1 ×X2 为它们的笛卡儿积：

X1 ×X2 ＝｛（x1 ，x2 ）｜xi ∈Xi ｝．

规定ji ：X1 ×X2 →Xi 为ji （x1 ，x2 ）＝xi （i＝1，2），称ji 为X1
×X2 到Xi 的投射．如果Ai ⊂Xi （i＝1，2），则A1 ×A2 ⊂X1 ×X2 ．容易验



证：当Ai ⊂Xi ，Bi ⊂Xi （i＝1，2）时，

（A1 ×A2 ）∩（B1 ×B2 ）＝（A1 ∩B1 ）×（A2 ∩B2 ）．

对于“∪”运算，类似等式不成立．

3.1　乘积空间

设（X1 ，τ1 ，）和（X2 ，τ2 ）是两个拓扑空间．现在要在笛卡儿积X1 ×X2
上规定一个与τ1 ，τ2 密切相关的拓扑τ．具体地说，τ要使j1 和j2 都连续．并且

是满足此要求的最小拓扑．

在具体给出τ的定义之前，我们先来考察τ应该含有哪些集合？

∀Ui ∈τi ，由于ji 连续，  （Ui ）∈τ（定理1.1）．若U1 ∈τ1 ，U2
∈τ2 ，则

构造X1 ×X2 的子集族  ＝｛U1 ×U2 ｜Ui ∈τi ｝，则所要构造的拓扑τ包含

 ．根据拓扑公理（2），τ也一定包含  ，因此τ就是包含  的最小拓扑．

命题1.10　  是X1 ×X2 上的一个拓扑．

证明　显然  满足拓扑公理（1）．

由  的定义看出，  中成员的任意并仍在  中，因此拓扑公理（2）也满
足．下面验证满足拓扑公理（3）．

设W，  要证明  ∀（x1 ，x2 ）∈W∩W′，则（x1 ，x2
）∈W，从而有Ui ∈τi （i＝1，2），使得（x1 ，x2 ）∈U1 ×U2 ⊂W；同样，有

 使得  于是
 而

 由  的定



义，  公理（3）满足．　▎

命题1.10说明  就是我们所要构造的拓扑τ．

定义1.10　称  为X1 ×X2 上的乘积拓扑，称  为（X1 ，τ1 ）和（X2 ，

τ2 ）的乘积空间．简记为X1 ×X2 ．

用类似的方法可以规定有限个拓扑空间（Xi ，τi ）（i＝1，…，n）的乘积空

间X1 ×X2 ×…×Xn 它的拓扑由  ＝｛U1 ×U2 ×…×Un ｜Ui ∈τi ，i＝1，…，

n｝所生成，请读者自己验证．

拓扑空间的“乘积”运算具有结合律，即

X1 ×X2 ×X3 ＝（X1 ×X2 ）×X3 ＝X1 ×（X2 ×X3 ）．

无穷多个拓扑空间｛（Xλ ，τλ ）：λ∈Λ｝的乘积空间的定义要麻烦一些．

｛Xλ ：λ∈Λ｝的笛卡儿积规定为

这里记号  表示集合族｛Xλ ：λ∈Λ｝的无交并（参见第87页）．其上的拓扑

通常有两种，它们分别由  和  且

除去有限个λ外，Uλ ＝Xλ ｝所生成．最常用的是第二种，称为乘积拓扑（或

Тихонов拓扑），它保留有限乘积空间的更多的性质．下面我们将只讨论有限乘积
空间．

3.2　乘积空间的性质

由乘积拓扑的定义直接得到投射ji ：X1 ×X2 →Xi 的连续性．ji 还是开映射

（习题3）．设Y是任一拓扑空间，f：Y→X1 ×X2 是一映射．称fi ＝ji  f：

Y→Xi （i＝1，2）为f的两个分量（映射）．于是f与它的两个分量互相决定．

定理1.3　对于任何拓扑空间Y和映射f：Y→X1 ×X2 ，f连续  f的分量都



连续．

证明　  ．因为ji 连续，所以当f连续时，复合映射fi ＝ji  f也连续

（i＝1，2）．

 ．设Ui ∈τi （i＝1，2），则  （Ui ）都是Y的开集．容易看出

f（y）∈U1 ×U2  fi （y）∈Ui （i＝1，2），因此f-1 （U1 ×U2 ）＝

 ，它是Y的开集．对于X1 ×X2 中一般的开集W，有

 其中Ui，α ∈τi ，∀α∈  ．于是

也是Y的开集．因此f是连续的．　▎

对于任何多个拓扑空间的乘积空间（无穷情形用乘积拓扑），定理同样成立．
还可证明，X1 ×X2 上使定理能成立的拓扑只有乘积拓扑．

推论　∀b∈X2 ，由x↦（x，b）规定的映射jb ：X1 →X1 ×X2 是嵌入映射．

证明　须要验证ib ：X1 →ib （X1 ）＝X1 ×｛b｝是同胚．它显然是一一对

应．  是j1 在X1 ×｛b｝上的限制，因此是连续的．ib 的两个分量分别是恒同映

射id：X1 →X1 和X1 到X2 的常值映射（把X1 映为｛b｝），都是连续的．由定理

1.3推出ib 是连续的．　▎

3.3　拓扑基

乘积拓扑是用一个特定的子集族生成的．这种规定拓扑的方法在度量空间中已
经用过．度量空间的开集是球形邻域的并集，也就是说度量空间的球形邻域族生成
了度量拓扑．拓扑基就是从以上方法中抽象出的一个一般性概念．

定义1.11　称集合X的子集族  为集合X的拓扑基，如果  是X的一个拓扑；
称拓扑空间（X，τ）的子集族  为这个拓扑空间的拓扑基，如果

这里提出了两个有联系的不同概念：集合的拓扑基和拓扑空间的拓扑基．前者



只要求  是集合X的一个拓扑，而后者要求  是X原有的拓扑τ．这两个概念的判
断方法也不一样．

命题1.11　  是集合X的拓扑基的充分必要条件是：

（2）若B1 ，B2 ∈  ，则  （也就是∀x∈B1 ∩B2 ，存在B∈

，使得x∈B⊂B1 ∩B2 ）．

证明　必要性显然．下面证充分性，即当（1）和（2）成立时验证  满足拓扑
公理．

 的定义蕴涵它满足拓扑公理（2），并且  条件（1）说明

因此  也满足拓扑公理（1）．设U，  记    其

中Bα ，  ∀α，β，则   由条件（2），得

 ∀α，β．再由拓扑公理（2），推出  于是拓扑公理

（3）成立．　▎

例1　规定R的子集族  ＝｛［a，b）｜a＜b｝．显然  满足命题1．11中条
件（1）．任取［a1 ，b1 ），［a2 ，b2 ），若x∈［a1 ，b1 ）∩［a2 ，b2
），记a＝max｛a1 ，a2 ｝，b＝min｛b1 ，b2 ｝，于是a≤x＜b．则［a，b）∈

 ，并且x∈［a，b）⊂［a1 ，b1 ）∩［a2 ，b2 ）．因此命题1.11中条件（2）

也满足．这样，  是R上的一个拓扑基．

令  ′＝｛［a，b）｜a＜b，b是有理数｝．则同样可证  ′是R上的拓扑基．
因为  ′⊂  ，所以  另一方面，不难验证  并由此得出  这
样  ⊂  生成相同的拓扑．一般地，当两个拓扑基生成相同的拓扑时，就称它们
是等价的．

命题1.12　  是拓扑空间（X，τ）的拓扑基的充分必要条件为：

（1）  ⊂τ（即  的成员是开集）；



（2）  （即每个开集都是  中一些成员的并集）．

证明　必要性显然．

由条件（1）与（2）推出  从而  是（X，τ）的拓扑基．充分性得证．　▎

例2　若  是（X，τ）的拓扑基，A⊂X．规定  A ：＝｛A∩B｜B∈  ｝．它

是A的子集族．显然命题1.12的条件（1）成立．设V是A的开集，则有U∈τ，使V＝

A∩U．设  则V  于是  A 满足命题1.12条

件（2）．因此  A 是（A，τA ）的拓扑基．

例3　设R的子集族  ＝｛（a，b）｜a＜b，a，b为有理数｝．则  是E1 的
拓扑基（请读者自己验证）．

设  是拓扑空间X的拓扑基，x∈A⊂X，则A是x的邻域  存在B∈  ，使
得x∈B⊂A（请读者自己证明）．于是，许多概念可利用拓扑基来刻画．例如：

x是A的聚点   中每个包含x的成员与A｛x｝有交点；

 中每个包含x的成员与A有交点；

f：Y→X连续  ∀B∈  ，f-1 （B）是Y的开集．

当  中成员的形式比较“规范”时（如度量空间中的球形邻域或乘积空间中U1
×U2 形式的开集），以上概念的检验就往往要方便得多．

习　　题

1．设A，B分别是X，Y的闭集，证明A×B是乘积空间X×Y的闭集．

2．设A⊂X，B⊂Y，证明在乘积空间X×Y中，

（1）

（2）



3．证明投射ji ：Xi ×X2 →Xi （i＝1，2）是开映射．

4．设f：X→Y是连续映射，规定f：X→X×Y为f（x）=（x，f（x）），
∀x∈X．证明f是嵌入映射．

5．设X与Y都是可分空间，证明X×Y也是可分的．

6．设Ai ⊂Xi （i＝1，2）．证明A1 ×A2 作为X1 ×X2 子空间的拓扑就是A1
与A2 的乘积空间的拓扑．

7．拓扑空间X到E1 的映射称为X上的函数．设f和g都是X上的连续函数，证明f
±g和f·g（分别用（f±g）（x）＝f（x）±g（x）和f·g（x）＝f（x）g（x）定
义）都是X上的连续函数．

8．证明  ＝｛（－∞，a）｜a是有理数｝是R上的拓扑基．写出  生成的拓
扑．

9．设R的子集族  ＝｛［a，b）｜a＜b｝．证明在  中，［a，b）既
是开集，又是闭集．

10．设  i 是拓扑空间（Xi ，τi ）的拓扑基（i＝1，2）．证明  ＝｛B1
×B2 ｜Bi ∈  i ｝是乘积空间X1 ×X2 的拓扑基．

11．设  是X的一个覆盖，规定X的子集族  ＝｛B｜B是  中有限个成员的
交集｝．证明  是集合X的一个拓扑基．（称  是  的子拓扑基．）

注释

① 　E1 中的开集就是能表示成开区间的并集的那些子集．

② 　‖x‖表示 En 中的点x的范数，即x到原点O的距离．

③ 　S2 是E3 中的单位球面，S2 ：＝｛（x，y，z）∈E3 ｜x2 ＋y2 ＋z2 ＝1｝．



第二章　几个重要的拓扑性质

本章介绍几个常用的拓扑性质：分离性、可数性、紧致性和连通性．前两种性
质也可以看作拓扑公理的补充；后两种性质在分析学中已出现过，它们有很强的几
何直观性，是拓扑学中最基本的性质．

§1　分离公理与可数公理

在第一章中已经看到，欧氏空间和度量空间中有些熟知的性质在一般拓扑空间
中可能要失去．这说明拓扑公理只是概括了度量拓扑最基本的性质，而不是全部性
质．有时，这种不足会带来不方便．分离性和可数性常作为附加性质，弥补拓扑公
理的不足．因此它们本身也被称为公理．有两个可数公理和一系列分离公理．这里
介绍这两个可数公理和四个较常用的分离公理：T1 ，T2 ，T3 和T4 公理．

1.1　T1 公理和T2 公理

分离公理都是关于两个点（或闭集）能否用邻域来分隔的性质，是对拓扑空间
的附加要求．

T1 公理　任何两个不同点x与y，x有邻域不含y，y有邻域不含x．

T2 公理　任何两个不同点有不相交的邻域．

不难看出这里“邻域”可改成“开邻域”，而公理的含义不变．

显然满足T2 公理也一定满足T1 公理，但从T1 公理推不出T2 公理．例如（R，

τf ）满足T1 公理，因为x≠y时，R｛y｝就是x的邻域，它不包含y；而R｛x｝是y的

不含x的邻域．但是x与y的邻域一定相交（它们都是有限集的余集），因此（R，τf
）不满足T2 公理．

下面的命题更加清楚地阐明了T1 公理的意义．



命题2.1　X满足T1 公理  X的有限子集是闭集．

证明　  ．只须证单点集是闭集．取x∈X．当y≠x时，T1 公理说y有邻域

不含x，因此  ，｛x｝为闭集．

 ．设x≠y，因为｛y｝是闭集，所以X｛y｝是x的开邻域，它不含y．同
样，X｛x｝是y的不含x的开邻域．　▎

推论　若X满足T1 公理，A⊂X，点x是A的聚点，则x的任一邻域与A的交是无穷

集．

证明　用反证法．设x有邻域U，U∩A是有限集，不妨设U是开集．记B＝
（U∩A）｛x｝，它是有限集，因此是闭集．于是，UB＝U∩Bc 仍是x的开邻域，它不
含A｛x｝中点，这与x∈A′矛盾．　▎

T2 公理是最重要的分离公理．满足T2 公理的拓扑空间称为Hausdorff空间．

以后我们会见到它的许多应用．下面的命题表明它在改善序列收敛性方面的作用．

命题2.2　Hausdorff空间中，一个序列不会收敛到两个以上的点．

证明　设Hausdorff空间X中的序列｛xn ｝收敛到x0 ，又设x≠x0 ，要证明xn
↛x．取x0 和x的不相交邻域U和V．因为xn →x0 ，所以U中含｛xn ｝的几乎所有

项．于是V最多只能含｛xn ｝的有限个项，从而xn ↛x．　▎

1.2　T3 公理和T4 公理

T3 公理　任意一点与不含它的任一闭集有不相交的（开）邻域．

T4 公理　任意两个不相交的闭集有不相交的（开）邻域．

（当  时，说U是集合A的邻域）．

如果X满足T1 公理，则它的单点集是闭集，因此T3 公理推出T2 公理，T4 公理

推出T3 公理．然而没有T1 公理的前提时，上述关系不成立．例如在（R，τ）（τ＝

｛（－∞，a）｜－∞≤a≤＋∞｝）中，任何两个非空闭集都相交．因此若A与B是不



相交的闭集，则其中有一为空集，设B＝∅，于是R与∅是它们的不相交邻域．这说明
了（R，τ）满足T4 公理，而它不满足T1 、T2 和T3 公理（请读者自己检验）．

命题2.3　度量空间（X，d）满足Ti 公理（i＝1，2，3，4）．

证明　显然（X，d）中单点集（从而有限集）是闭集，因此它满足T1 公理．只

须再验证它满足T4 公理．

设A，B是不相交闭集，不妨设它们都不是∅．∀x∈X，则d（x，A）＋d（x，
B）＞0（见第一章§2习题第12题）．规定X上连续函数f为

则当x∈A时，f（x）＝0；x∈B时，f（x）＝1．任取实数t∈（0，1），则f-1

（（－∞，t））和f-1 （（t，＋∞））是A和B的不相交邻域．　▎

下面是T3 ，T4 公理的另一种描述形式，它们在许多场合用起来更方便．

命题2.4　（1）满足T3 公理  任意点x和它的开邻域W，存在x的开邻域

U，使得

（2）满足T4 公理  任意闭集A和它的开邻域W，有A的开邻域U，使得

证明　（1）和（2）的证明方法是相同的．下面只给出（2）的证明．

 ．设A与B是不相交的闭集，则Bc 是A的开邻域．由条件，存在A的开邻域
U，  记  则V是开集，B⊂V，并且U∩V＝∅（见图2-1（a））．



图　2-1

 ．记B＝Wc ，则A与B为不相交的闭集．由T4 公理，存在A与B的不相交的

开邻域U与V．则U即为所求（因为   ，见图2-1（b））．　▎

许多拓扑书里有正规空间和正则空间的概念，但它们的含义是不统一的．有的
书中把满足T4 （T3 ）公理的拓扑空间称为正规（则）空间，而另一些书则还要求

满足T1 公理．本书中将避开这两个术语．

1.3　可数公理

可数公理有两个：第一可数公理和第二可数公理，分别简称C1 公理和C2 公理

（也有称作A1 公理和A2 公理）．满足Ci 公理的拓扑空间称为Ci 空间．C2 空间也

称完全可分空间．

为了定义C1 公理，先要介绍邻域基的概念．

设x∈X．把x的所有邻域的集合称为x的邻域系，记作  （x）．  （x）的一
个子集（即x的一族邻域）  称为x的一个邻域基，如果x的每个邻域至少包含
中的一个成员．例如  （x）本身是x的一个邻域基；x的所有开邻域构成x的一个
邻域基；若  是拓扑空间X的拓扑基，则  ＝｛B∈  ｜x∈B｝也是x的邻域基．
对于度量空间（X，d），以x为心的全部球形邻域的集合｛B（x，ε）｜ε＜0｝是x的
邻域基；｛B（x，q）｜q为正有理数｝和｛B（x，1/n）｜n为自然数｝也都是x的
邻域基．



C1 公理　任一点都有可数的邻域基．

例如度量空间满足C1 公理，｛B（x，q）｜q是正有理数｝和｛B（x，1/n）｜

n是自然数｝都是x的可数邻域基．（R，τf ）不是C1 空间．设x∈R，则x的任何可

数邻域族  都不是x的邻域基（∀U∈  都是有限集的余集，因此  是可数

集，取  且y≠x，则∀U∈  ，y∈U．于是R｛y｝是x的开邻域，它不包

含任一U∈  ．）．

命题2.5　如果X在x处有可数邻域基，则x有可数邻域基｛Vn ｝，使得m＞n

时，Vm ⊂Vn ．

证明　先任取x的一个可数邻域基｛Un ｝．规定  ∀n ∈N．则Vn

⊂Un ，从而｛Vn ）也是可数邻域基．显然，m＞n时，Vm ⊂Vn ．　▎

命题2.6　若X是C1 空间，A⊂X，  ，则A中存在收敛到x的序列．

证明　取x处的可数邻域基｛Vn ｝，使得m＞n时，Vm ⊂Vn （见命题2.5）．

因为x∈  ，所以Vn ∩ A≠∅．取xn ∈Vn ∩A，∀n ，得到A中的序列｛xn ｝．任取

x的邻域U，则存在n，使Vn ⊂U，从而Vm ⊂U，∀m≥n．于是xm ∈U，∀m≥n．按收

敛的定义，有xn →x．　▎

推论　若X是C1 空间，x0 ∈X，映射f：X→Y满足：当xn →x0 时，f（xn ）

→f（x0 ），则f在x0 连续．

证明　用反证法．如果f在x0 不连续，则存在f（x0 ）的邻域V，使得f-1 （V）

不是x0 的邻域，即  根据命题2.6，有（f-1 （V））c 中序列｛xn
｝，xn →x0 ．由条件，f（xn ）→f（x0 ）．于是，对几乎所有n，f（xn ）

∈V，xn ∈f-1 （V），矛盾．　▎

C2 公理　有可数拓扑基．



这里指拓扑空间X有可数拓扑基．C2 公理是一个很强的要求，以至某些度量空

间也不是C2 空间．例如在R中，规定度量d为

则（R，d）是离散拓扑空间，任何一点都是开集．于是它的任一拓扑基必须以
每个单点集｛x｝为其成员，因此一定是不可数的．

C2 空间一定也是C1 空间．事实上，若X有可数拓扑基  ，则任意点x有可数邻

域基｛B∈  ｜x∈B｝．

C2 空间是可分空间．设X有一可数拓扑基｛Bn ｝，在每个Bn （除非它是空

集）中取一点xn ，则集合｛xn ｝是X的可数稠密子集．反过来可分空间不一定是C2
空间（习题18给出一个可分C1 空间，但它不是C2 空间）．

命题2.7　可分度量空间是C2 空间．

证明　设（X，d）是可分度量空间．A是它的一个可数稠密子集．记

 n为自然数｝，则  是一个可数开集族．下面验证

是（X，d）的拓扑基，为此只须说明任一开集  和∀x∈U，存在a∈A和自然
数n，使得x∈B（a，1/n）⊂U．取ε＞0，使得B（x，ε）⊂U．取n＞2/ε，a∈A，使
得d（x，a）＜1/n，则x∈B（a，1/n）．若y∈B（a，1/n），则d（a，y）＜
1/n．由三角不等式知d（x，y）＜2/n＜ε，从而y∈B（x，ε）．于是B（a，1/n）
⊂B（x，ε）⊂U（见图2-2）．　▎



图　2-2

欧氏空间En 是可分的（A＝｛（x1 ，x2 ，…，xn ）｜∀i，xi 为有理数｝是

En 的可数稠密子集），因此满足C2 公理．

例　Hilbert空间Eω 是一个度量空间．在所有平方收敛的实数序列构成的线性
空间中，规定内积

它决定度量ρ：

得到的度量空间就是Eω ．

记A＝｛｛xn ｝∈Eω ｜xn 为有理数，且只有有限个不是0｝，则A是Eω 的可数

稠密集，因此Eω 可分，是C2 空间．

下面的定理体现了C2 公理的威力．

定理2.1（Lindelöf定理）　若拓扑空间X满足C2 ，T3 公理，则它也满足T4
公理．

证明　取定X的一个可数拓扑基  ．设f和f′是不相交的闭集，构造它们的不相
交邻域如下：

∀x∈F，则F′由T3 公理，有x和F′的不相交邻域W和W′，于是  取

B∈  ，使得x∈B⊂W，则  记｛B1 ，B2 ，…｝是  中所有闭包与F′

不相交的成员，上面已证明  记｛B′1 ，B′2 ，…｝是  中所有闭包与F

不相交的成员，则



记  ，则Un 和Vn 都是开

集，并且∀n，m，Un ∩Vm ＝∅（请读者验证）．令  则

 设x∈F，则存在n，使x∈Bn ，从而x∈Un

⊂U．因此U是F的开邻域，同理V是F′的开邻域．U和V是F和F′的不相交邻域．　▎

1.4　拓扑性质的遗传性与可乘性

一种拓扑性质称为有遗传性的，如果一个拓扑空间具有它时，子空间也必具有
它；一种拓扑性质称为有可乘性的，如果两个空间都具有它时，它们的乘积空间也
具有它．

例如可分性是可乘的（第一章§3习题5），但没有遗传性（反例见本节习题
18）．在分离性中，T1 ，T2 和T3 公理都有遗传性和可乘性，证明留作习题．T4
公理这两种性质都不具有．两个可数公理也都有遗传性和可乘性．

习　　题

1．称X满足T0 公理，如果对X中任意两点，必有一开集只包含其中一点．试举

出满足T0 公理，不满足T1 公理的拓扑空间的例子．

2．如果X满足T0 公理和T3 公理，则它也满足T2 公理．

3．设X满足T1 公理，证明X中任一子集的导集是闭集．

4．设X是Hausdorff空间，f：X→X连续，则f的不动点集fixf：＝｛x∈X｜
f（x）＝x｝是X的闭子集．

5．设Y是Hausdorff空间，f：X→Y连续，则f的图像Gf ：＝｛（x，f（x））

｜x∈X｝是X×Y的闭子集．

6．记X×X的对角子集∆：＝｛（x，x）｜x∈X｝．证明当∆是X×X的闭集时，X
是Hausdorff空间．



7．证明Hausdorff空间的子空间也是Hausdorff空间．

8．证明两个Hausdorff空间的乘积空间也是Hausdorff空间．

9．设X满足T3 公理，F为X的闭子集，  证明存在F和x的开邻域U和V，使

得

10．设f：X→Y是满的闭连续映射，X满足T4 公理，则Y也满足T4 公理．

11．设f：X→Y是映射，x∈X，  是f（x）的一个邻域基．证明：如果∀V∈
 ，f-1 （V）是x的邻域，则f在x连续．

12．证明：如果X是C1 空间，并且它的序列最多只能收敛到一个点，则X是

Hausdorff空间．

13．证明T3 公理有可乘性和遗传性．

14．证明C2 公理有可乘性和遗传性．

15．证明可分度量空间的子空间也是可分的．

16．记  ＝｛［a，b）｜a＜b｝．证明拓扑空间  不是C2 空间．

17．记τ＝｛（－∞，a）｜－∞≤a≤＋∞｝．证明（R，τ）是C2 空间，写出它

的一个可数拓扑基．

18．记S是全体无理数的集合．在实数集R上规定子集族τ＝｛UA｜U是E1 的开
集，A⊂S｝．

（1）验证τ是R上的拓扑；

（2）验证（R，τ）满足T2 公理，但不满足T3 公理；

（3）证明（R，τ）是满足C1 公理的可分空间；

（4）证明τ在S上诱导的子空间拓扑τs 是离散拓扑，从而（S，τs ）是不可分



的；

（5）说明（R，τ）不满足C2 公理．

§2　Урысон引理及其应用

本节介绍从分离公理和可数公理引出的较深刻的结果．Урысон引理和Tietze
扩张定理分别给出T4 公理的两个等价条件；度量化定理表明，分离公理和可数公理

在改善拓扑空间的性质方面已走得多远．

2.1　Урысон引理（Urysohn引理）

定理2.2（Урысон引理）　如果拓扑空间X满足T4 公理，则对于X的任意两个

不相交闭集A和B，存在X上的连续函数f，它在A和B上分别取值为0和1．

证明　记QI 是［0，1］中的有理数的集合，它是一个可数集．证明分两步．

（1）用归纳法 ① 构造开集族｛Ur ：r∈QI ｝，使得

（i）当r＜r′时，

（ii）∀r∈QI ，A⊂Ur ⊂Bc ．

作法如下．将QI 随意地排列为｛r1 ，r2 ，…｝，只须使r1 ＝1，r2 ＝0．然

后对n归纳地构造  取  它是A的开邻域．根据命题2.4，可构造  是A

的开邻域，

设  已构造，它们满足（i）和（ii）．记ri（n） ＝max｛rl
｜l≤n，rl ＜rn＋1 ｝，rj（n） ＝min｛rl ｜l≤n，rl ＞rn＋1 ｝，则ri（n） ＜

rj（n） ．因此  作  是  的开邻域，并且  （见图

2-3）．容易验证  仍满足（i）和（ii）．｛Ur ｝的定义完

成．



图　2-3

（2）规定函数f：X→E1 为：∀x∈X，

这里给出f（x）的两个定义式，如果∀r，  则用第一式；如果∀r，
x∈Ur ，则用第二式；余下的情形，两式的值是相等的．因为A⊂Ur ，∀r∈QI ，

所以f在A上各点的值都为0；类似地，f在B上各点取值1．现在只剩下f连续性的验
证了，为此只用说明对任何开区间（a，b），f-1 （a，b）是X的开集，即它的每一
点都是内点．

根据f的定义，∀r∈QI ，（a）若x∈Ur ，则f（x）≤r；（b）若x  则

f（x）≥r．从f的定义还可看出，0≤f（x）≤1，∀x∈X．

设x∈f-1 （a，b），即a＜f（x）＜b．要证x有开邻域包含在f-1 （a，b）中．

如果f（x）≠0，1，则可取r，r′，r″∈QI ，使得a＜r′＜r″＜f（x）＜r＜b．

由（a）知，  从而  由（b）知，x∈Ur ，因此  是x的开邻

域．  （a）与（b）说明a＜r′≤f（y）≤r＜b，因此

如果f（x）＝0，则a＜0，取r＜b，则x∈Ur ⊂f-1 （a，b）．

如果f（x）＝1，则b＞1，取a＜r′＜r″，则



∎

显然，当对于A，B有定理中所说的连续函数时，A，B有不相交的邻域．因此
Урьысон引理的结论是T4 公理的等价条件．

2.2　Tietze扩张定理

分析学中有连续延拓定理 ② ：定义在E1 的某个闭集上的有界连续函数可延拓为
定义在E1 上的连续函数．利用Урьысон引理，可以推广这个定理为Tietze扩张定
理．

定理2.3（Tietze扩张定理）　如果X满足T4 公理，则定义在X的闭子集F上的

连续函数可连续地扩张到X上．

证明　我们分两步证明：先对有界连续函数证明，然后推广到一般连续函数．

（1）设f：F→E1 连续，且f（F）⊂［－1，1］．记A＝f-1 （［－1，－
1/3］），B＝f-1 （［1/3，1］），则A，B是F的不相交闭子集．因为F是X的闭集，
所以A，B也是X的闭集．用Урьысон引理，可作X上连续函数φ1 ，使得φ1 （X）

⊂［－1/3，1/3］，并且φ1 在A和B上分别取值－1/3和1/3．令f1 ＝f－φ1 ：

F→E1 ，则f1 （F）⊂［－2/3，2/3］．用f1 替代F，重复以上过程，构造出X上

连续函数φ2 ，使得φ2 （X）⊂［－2/9，2/9］，F上的连续函数f2 ＝f1 －φ2 ＝

f－φ1 －φ2 满足f2 （F）⊂［－4/9，4/9］．不断重复以上做法，归纳地作出X

上的连续函数序列｛φn ｝，使得

（i）

（ii）

根据（i），函数  有意义，连续，并且  根据

（ii），  ∀x∈F，即  是f的扩张．



（2）设f是F上的连续函数，不一定有界．规定f′：F→E1 为
 ∀x∈F，则f′（F）⊂（－1，1）．由（1），有f′的

扩张  连续，且  （X）⊂［－1，1］．记E
则E是X的闭集，并且f∩E＝∅．根据Урьысон引理，存在X上的连续函数h，使得
h（X）⊂［0，1］，并且h在E和F上分别取值0和1．于是对∀x∈X，
（－1，1），因此可规定  为

 ∀x∈X，

则  连续，并且当x∈F时，因为h（x）＝1，所以

 即  是f的扩

张．　▎

从Tietze定理的结论容易推出X满足T4 公理，因此它是T4 公理的另一个等价

条件．

2.3　Урьысон度量化定理（Urysohn度量化定理）

一个拓扑空间（X，τ）称为可度量化的，如果可以在集合X上规定一个度量d，
使得τd ＝τ．

命题2.8　拓扑空间X可度量化  存在从X到一个度量空间的嵌入映射．

证明　  ．取X上度量d，使τd 是X原有的拓扑，则id：X→（X，d）是同

胚映射．

 ．设f：X→（Y，d）是嵌入映射．记B＝f（X），dB 是d在B上诱导的度

量，则f：X→（B，dB ）是同胚．规定X上的度量ρ为：ρ（x，x′）＝dB
（f（x），f（x′）），则f-1 ：（B，dB ）→（X，ρ）是保持度量的一一对应，从

而是同胚．于是id＝f-1  f：X→（X，ρ）是同胚，即τρ 是X原有拓扑．　▎



定理2.4（Урьысон度量化定理）　拓扑空间X如果满足T1 ，T4 和C2 公理，

则X可以嵌入到Hilbert空间Eω 中．

证明　取X的可数拓扑基  ．  中两个成员B与  若满足  就称为一个
典型对．把所有的典型对（是可数的）排列好，并记以π1 ，π2 ，π3 ，…，πn ，

…，∀n，πn 由Bn 和  构成

由于X满足T4 公理，用Урьысон引理可构造连续函数fn ：X→E1 ，使得fn 在

 上取值为0，在  上取值为1，∀n．（如果典型对只有M对，则n＞M时让fn ＝

0．）规定f：X→Eω 为

 ∀x∈X．

f是单的．事实上，根据T1 公理，当x≠y时，必有  使得

再由T4 公理（｛x｝是闭集）存在B∈  ，使得x∈B，  设B与  是典型对

πn ，则fn （x）＝0，fn （y）＝1，从而f（x）≠f（y）．

由于X与Eω 都是C1 空间，连续性可用序列语言描述．因此要证f是嵌入只要验

证：对任一序列｛xk ｝，

xk →x  f（xk ）→f（x）．

 ．∀ε＞0，取N充分大，使得

根据f1 ，f2 ，…，fN 的连续性和xk →x，取K充分大，使得k＞K，i≤N时

 于是当k＞K时，

因此f（xk ）→f（x）．



 ．只须证明xk ↛x时f（xk ）↛f（x）．取x的开邻域   使得对无

穷多个k，  取B∈  ，使得x∈B，B与  构成典型对πn ．于是对无穷多个

k，fn （xk ）－fn （x）＝1，从而ρ（f（xk ），f（x））≥1/n．因此f（xk ）

↛f（x）．　▎

定理的条件就是要求X满足§1中所定义的所有分离公理和可数公理．作为推论，
得到：当X满足T1 －T4 和C1 、C2 所有这6个公理时，它一定可度量化．容易看出

满足这6个公理并不是可度量化的必要条件（度量空间未必是C2 空间）．然而，由

于Eω 是C2 空间，满足6个公理对于嵌入Eω 来说则是充分必要的．

习　　题

1．证明Урьысон引理证明中定义的函数f满足

2．设X满足T4 公理，A是X的闭子集，则连续映射f：A→En 可扩张到X上．

3．拓扑空间Y的子集B称为Y的一个收缩核，如果存在连续映射r：Y→B，使得
∀x∈B，r（x）＝x；称r为Y到B的一个收缩映射．设D是En 的收缩核．X满足T4 公

理，A是X的闭集．证明连续映射f：A→D可扩张到X上．

4．设  （n维球面），X满足T4

公理．证明从X的闭集A到Sn 的连续映射可扩张到A的一个开邻域上．

§3　紧　致　性

紧致性在分析学中早就出现并有许多应用，然而从本质上讲，它是属于拓扑学
范畴的概念，并且是一种最基本、最常见的拓扑性质．

3.1　紧致与列紧

在分析学中紧致性（在那里它等价于列紧性）早就显示了它的威力．有界闭区



间上的连续函数是有界的，达到它的最大、最小值，并且是一致连续的．在证明这
些结论时都用到了同一事实：有界闭区间上的每个序列有收敛的子序列．这种性质
后来称为“列紧性”（自列紧），它可以一字不改地推广到一般拓扑空间中．

定义2.1　拓扑空间称为列紧的，如果它的每个序列有收敛（即有极限点）的子
序列．

模仿分析中的方法，容易证明：

命题2.9　定义在列紧拓扑空间X上的连续函数f：X→E1 有界，并达到最大、最
小值．

刻画闭区间上的同一特性的另一种概念是“紧致性”，虽然它看起来不如列紧
性那样自然和直观，但更能体现拓扑特性．在拓扑空间中，序列不是一种好的表达
形式，而紧致性所用的开集表达形式，从拓扑观点来看更为自然．第一章§2中已介

绍了拓扑空间X的覆盖的概念，它是X的一个子集族  ，满足  如果覆盖

 中只含有限个子集，就称  为有限覆盖．如果  的一个子族  ′⊂  本身也
构成X的覆盖，就称  ′是  的子覆盖．

定义2.2　拓扑空间称为紧致的，如果它的每个开覆盖有有限的子覆盖．

从表面上看，列紧与紧致似乎没有直接的关系，实质上它们是有着紧密联系
的．对于度量空间来说，这两种性质是等价的（下面将要证明）．对于一般拓扑空
间来说，它们并不是等价的，我们只讨论紧致概念．

按照定义，拓扑空间如果只含有限个点，或它的拓扑是有限的（只有有限个开
集），则它是紧致的．（R，τf ）是紧致的，因为它的每个开覆盖  中必定有非空

开集U，U的余集Uc 是有限集，取  中有限个开集覆盖Uc ，它们与U一起构成  的
一个有限子覆盖．E1 不是紧致的，因为可构造它的一个开覆盖  ，  没有有限子
覆盖，譬如  ＝｛（－∞，a）｜a∈R｝．

3.2　紧致度量空间

现在证明对于度量空间，列紧与紧致是等价的．



命题2.10　紧致C1 空间是列紧的．

证明　设｛xn ｝是紧致C1 空间X的一个序列，要证明它有收敛的子序列．分两

步进行．

（1）用紧致性证明存在点x∈X，它的任一邻域都含有｛xn ｝的无穷多项．用

反证法．否则，∀x∈X，可找到x的开邻域Ux ，它只含｛xn ｝的有限项．于是｛Ux
｜x∈X｝是X的开覆盖，但是｛xn ｝不能被它的任一有限子族盖住，因此它不存在

有限子覆盖．这与X紧致矛盾．

（2）设点x的任一邻域都含｛xn ｝的无穷多项．因为X是C1 空间，可取x的可

数邻域基｛Un ｝，使得m＞n时，Um ⊂Un ．取  是｛xn ｝包含在Ui 中的那些项

中的第i个，则ni＋1 ＞ni ，∀i．因此  是｛xn ｝的子序列．由作法

容易证明  　▎

度量空间满足C1 公理，因此紧致度量空间是列紧的．

逆向的证明要困难得多，还要先引进几个概念．

度量空间（X，d）的子集A称为X的一个δ-网（δ是一正数），如果∀x∈X，

d（x，A）＜δ，即

命题2.11　对任给δ＞0，列紧度量空间存在有限的δ-网．

证明　用反证法．否则，∃δ0 ＞0，对X的任何有限子集A，总可找到点x∈X，

使得d（x，A）≥δ0 ．用归纳法构造X中序列如下：x1 任意取定．当前n个x1 ，x2
，…，xn 取好后，取xn＋1 使d（xn＋1 ，xi ）≥δ0 ，∀i＝1，…，n．这样得到的

序列｛xn ｝满足d（xi ，xj ）≥δ0 ，∀i≠j，因此它没有收敛的子序列，与列紧

性矛盾．　▎

作为命题2.11的一个应用，得到：列紧度量空间一定是有界的．

设  是列紧度量空间（X，d）的一个开覆盖，并且  规定X上函数φ
 ：X→E1 为



　　  （x）＝sup｛d（x，Uc ）｜U∈  ｝，　∀x∈X．

因为X是有界的，有M，使得d（x，y）≤M，∀x，y∈X，所以当U≠X时，d（x，
Uc ）≤M，从而  （x）有意义．又由于  是开覆盖，存在U∈  ，使得x∈U，
从而  （x）≥d（x，Uc ）＞0．

现在验证  是连续的．∀x，y∈X，d（y，Uc ）＝inf｛d｛y，a）｜a∈Uc

｝≤inf｛d（x，y）＋d（x，a）｜a∈Uc ｝＝d（x，y）＋d（x，Uc ），因此
（y）≤d（x，y）＋  （x）．对称地，  （x）≤d（x，y）＋  （y）．这
样｜  （x）－  （y）｜≤d（x，y）．因此容易看出φ  连续．

定义2.3　设  是列紧度量空间（X，d）的一个开覆盖，   称函数
的最小值为  的Lebesgue数，记作L（  ）．

命题2.12　L（  ）是正数；并且当0＜δ＜L（  ）时，∀x∈X，B（x，δ）
必包含在  的某个开集U中．

证明　因为X列紧，所以  在某点x0 处达到最小值，即L（  ）＝  （x0
）＞0．

∀x∈X，δ＜L（  ）≤  （x），因此存在U∈  ，使得d（x，Uc ）＞δ，
从而B（x，δ）⊂U．　▎

现在可以来证明主要结果了．

命题2.13　列紧度量空间是紧致的．

证明　设（X，d）是列紧度量空间．要对它的开覆盖  找出有限子覆盖．不妨
设  中不包含X，从而有Lebesgue数L（  ）．取正数δ＜L（  ），令A＝｛a1

，a2 ，…，an ｝是X的δ-网（存在性由命题2.11保证）．于是

由命题2.12，∀i，有Ui ∈  ，使得B（ai ，δ）⊂Ui ．于是｛U1 ，U2 ，…，

Un ｝是  的一个有限子覆盖．命题得证．　▎

综合命题2.10和2.13，得到



定理2.5　若X是度量空间，则X列紧  X紧致．　▎

于是有界闭区间是紧致的．球面Sn 和实心球Dn 是紧致的．一般地，En 的子集A
紧致的充分必要条件是A为有界闭集．

3.3　紧致空间的性质

下面的讨论中常要涉及到拓扑空间的紧致子集．一个拓扑空间X的子集A如果作
为子空间是紧致的，就称为X的紧致子集．这里在概念上并没有提出任何新思想．下
面介绍判断一个子集是否紧致的办法，实用中它常常比定义方便些．

X中一个开集族  如果满足  则称  是A在X中的一个开覆盖（区

别于A的开覆盖，后者由A中的开集构成）．

命题2.14　A是X的紧致子集  A在X中的任一开覆盖有有限子覆盖．

证明　  ．设  是A在X中的开覆盖，则  A ＝｛U∩A｜U∈  ｝是A的开

覆盖．因为A紧致，所以  A 有有限子覆盖｛U1 ∩A，U2 ∩A，…，Un ∩A｝．则｛U

，U2 ，…，Un ｝是  的有限子覆盖．

 ．设  是A的开覆盖．则由子空间拓扑的定义，∀V∈  ，取定X中开
集U，使得V＝U∩A．所有得到的U构成A在中的开覆盖  ．由条件，  有子覆盖
｛U1 ，U2 ，…，Un ｝．于是｛U1 ∩A，U2 ∩A，…，Un ∩A｝是  的有限子覆

盖．这证明了A的紧致性．　▎

命题2.15　紧致空间的闭子集紧致．

证明　设X是紧致拓扑空间，A是X的闭子集．证A的紧致性只须证明A在X中的任
一开覆盖  有有限子覆盖．因为A是闭集，所以Ac 是开集．于是  中添加了Ac 后
得到X的一个开覆盖．由于X紧致，它有子覆盖｛U1 ，…，Un ，Ac ｝．于是（U1 ，

…，Un ｝是  的有限子覆盖（A的覆盖）．

命题2.16　紧致空间在连续映射下的像也紧致．

证明　设X紧致，映射f：X→Y连续．要证明f（X）是Y的紧致子集．设  是



f（X）在Y中的开覆盖，则｛f-1 （U）｜U∈  ｝是X的开覆盖，有子覆盖｛f-1

（U1 ），f-1 （U2 ），…，f-1 （Un ）｝，即X  于是

 因此｛U1 ，U2 ，…，Un ｝是  的子覆

盖，根据命题2.14，f（X）紧致．　▎

命题2.16的一个直接推论是：紧致性是拓扑性质．当然，从定义就可得到这个
论断．

推论　定义在紧致空间上的连续函数有界，并且达到最大、最小值．

证明　设X紧致，f：X→E1 连续．根据命题2.16，f（X）是E1 上的紧致子集，
因此是E1 的有界闭集，故f是有界的．设a，b分别是f（X）的最大、最小值．则有
x1 ，x2 ∈X，使得f（x1 ）＝a，f（x2 ）＝b，即f在x1 ，x2 处达到最大、最小

值．　▎

3.4　Hausdorff空间的紧致子集

下面讨论紧致和T2 公理共同作用下能得到的结果．

命题2.17　若A是Hausdorff空间X的紧致子集，  则x与A有不相交的邻
域．

证明　∀y ∈A，则x≠y．X是Hausdorff空间，因而x和y有不相交的开邻域Uy
和Vy （它们都随y而改变）．｛Vy ｜y∈A｝构成A在X中的开覆盖，有子覆盖

  记  （图2-4），则它们都是开集（U是开集仰仗

于“有限”），并且分别是A和x的邻域．因为   所以U∩V＝
∅．U，V即为所求．　▎



图　2-4

推论　Hausdorff空间的紧致子集是闭集．　▎

下面是一个常用的定理．

定理2.6　设f：X→Y是连续的一一对应，其中X紧致，Y是Hausdorff空间，则
f是同胚．

证明　要证明f-1 ：Y→X连续，只须证f是闭映射（见第一章§2的习题11）．设
A是X的闭集，由命题2.15，A是紧致的；由命题2.16，f（A）是Y的紧致子集；再由
命题2.17的推论知f（A）是Y的闭集．　▎

命题2.18　Hausdorff空间的不相交紧致子集有不相交的邻域．

证明　用命题2.17的方法和结果．请读者自己补充证明细节．　▎

命题2.19　紧致Hausdorff空间满足T3 ，T4 公理．

证明　只用证满足T4 公理．设A和B是紧致Hausdorff空间X的不相交闭子集，

由命题2.15，A，B都紧致，再用命题2.18，A和B有不相交邻域．这证明了X满足T4
公理．　▎



3.5　乘积空间的紧致性

容易看出，紧致性没有遗传性，例如闭区间［a，b］紧致，它的子集（a，b）
不紧致．但紧致性有可乘性，下面证明此结论．

图　2-5

引理　设A是X的紧致子集，y是Y的一点，在乘积空间X×Y中，W是A×｛y｝的邻
域．则存在A和y的开邻域U和V，使得U×V⊂W．

证明　∀x∈A，则（x，y）是W的内点，因此可作x，y的开邻域Ux ，Vx ，使

得Ux ×Vx ⊂W．｛Ux ｜x∈A｝是A在X中的开覆盖．而A紧致，｛Ux ｜x∈A｝有子

覆盖   记  （见图2-5），则U和V分别

是A和y的开邻域，并且  　▎

定理2.7　若X与Y都紧致，则X×Y也紧致．

证明　设  是X×Y的开覆盖．要说明它有有限子覆盖．∀y∈Y，则
 从而是紧致的．  也是它在X×Y中的开覆盖，有有限子覆盖，即可

选出  中有限个开集，它们的并集Wy 是X×｛y｝的邻域．由引理，有y的开邻域Vy
，使得X×Vy ⊂Wy ，因而X×Vy 被  中有限个开集所覆盖．｛Vy ｜y∈Y｝是紧致

空间Y的开覆盖，有子覆盖  即  其中



每个X×Vyi 都被  中有限个开集覆盖．于是X×Y也被  中有限个开集所覆盖，即

 有有限子覆盖．　▎

定理的结论容易推广到有限乘积的情形．对无穷乘积情形，有Тихонов定理：

如果规定  上的拓扑是乘积拓扑，则当每个Xλ 都紧致时，  也紧致．这

个定理的证明要用到Zorn引理或与之等价的逻辑命题．这里省略了．

* 3.6　局部紧致与仿紧

紧致性是一种很好的拓扑性质，但它毕竟太强了，连欧氏空间En 也不是紧致
的．现在介绍紧致性的两种推广：局部紧致和仿紧．它们在拓扑学以及微分几何等
学科中都是较常用到的．但在本书中它们用得很少或不用，这里只介绍它们的定义
和最基本的性质．

定义2.4　拓扑空间X称为局部紧致的，如果∀x∈X都有紧致的邻域．

显然，紧致空间是局部紧致的；En 也是局部紧致的．

下面讨论局部紧致和T2 公理配合的结果．

命题2.20　设X是局部紧致的Hausdorff空间，则

（1）X满足T3 公理；

（2）∀x∈X，x的紧致邻域构成它的邻域基；

（3）X的开子集也是局部紧致的．

证明　（1）设x∈X，U是x的开邻域．要证明存在x的开邻域V，使得

取x的紧致邻域F，因为F是紧致Hausdorff空间，所以满足T3 公理．在F中，

F∩U是x的开邻域，因此有F中开集W，x∈W，并且  又因为F是X的
闭集（见命题2.17的推论），所以  （见第一章§1习题12中（1））．记

 W，它是X的开集，且x∈V，  V即为所求．



（2）设x∈X，U是x的开邻域．要证明存在x的紧致邻域C⊂U．

作x的紧致邻域F，则F∩U是x的邻域．因为X满足T3 公理，所以有x的邻域V，满

足  令  它是紧致空间F的闭集，因此紧致．C即为所求．

（3）从（2）直接推出．　▎

拓扑空间X的覆盖  称为局部有限的，如果X的每一点有邻域V，它只同  中
有限个成员相交．

设  和  ′都是X的覆盖，如果  ′的每个成员都包含在  的某个成员中，
则称  ′是  的加细，如果  ′还是开覆盖，则称  ′为  的开加细．

定义2.5　拓扑空间X称为仿紧的，如果X的每个开覆盖都有局部有限的开加细 ③

．

我们只给出一些论断，不予证明．

紧致空间是仿紧的．

仿紧的Hausdoff空间满足T4 公理．

局部紧致，并满足C2 公理的Hausdorff空间是仿紧的．从而En 是仿紧的．

度量空间是仿紧空间．

习　　题

1．证明（R，τf ）的任何子集都紧致；证明（R，τc ）不紧致．

2．按以下步骤证明列紧度量空间紧致．

（1）若X列紧，则每个可数开覆盖有有限子覆盖；

（2）若X满足C2 公理，则X的每个开覆盖有可数子覆盖；

（3）如果X满足C2 公理，则X列紧  紧致；



（4）列紧度量空间满足C2 公理，从而紧致．

3．有限个紧致子集之并集紧致．

4．设A是度量空间（X，d）的紧致子集，则

（1）规定A的直径D（A）＝sup｛d（x，y）｜x，y∈A｝．证明存在x，y∈A，
使得d（x，y）＝D（A）；

（2）若  则存在y∈A，使得d（x，y）＝d（x，A）；

（3）若B是X的闭集，A∩B＝∅，则d（A，B）≠0．

5．证明紧致空间的无穷子集必有聚点（Bolzano-Weierstrass性质）．

6．如果X的每个紧致子集都是闭集，则X的每个序列不会有两个或两个以上的极
限点．

7．证明紧致度量空间是可分的，从而是C2 空间．

8．如果X×Y紧致，则X与Y都紧致．

9．X的子集族  称为有核的，如果  中任何有限个成员之交非空．证明：X

紧致  X的任何有核闭集族  之交

10．设A，B分别是X，Y的紧致子集，W是X×Y的开集，并且A×B⊂W．证明A，B
分别有开邻域U，V，使得U×V⊂W．

11．设Y紧致，证明投射j：X×Y→X是闭映射．

12．设X是Hausdorff空间，则X的任意多个紧致子集之交集也紧致．

13．如果X满足T3 公理，A是X的紧致子集，U是A的邻域．则存在A的邻域V，使

得

14．设X满足T3 公理，则X中紧致子集的闭包也紧致．



15．证明度量空间X紧致的充分必要条件是X上任一连续函数都是有界的．

16．设f：X→Y是闭映射，并且∀y∈Y，f-1 （y）是X的紧致子集．则对于Y的
任一紧致子集B，f-1 （B）也紧致．

17．证明局部紧致空间的闭子集也是局部紧致的．

18．设（X，τ）是非紧致Hausdorff空间．在X中添加一个新元素Ω，所得集合
记作X* ．规定X* 的子集族

τ* ＝τ∪｛X* ｝∪｛X* K｜K是X的紧致子集｝．

（1）验证τ* 是X* 上的拓扑，且τ* 在X上导出的子空间拓扑即τ；

（2）X是（X* ，τ* ）的稠密子集；

（3）（X* ，τ* ）是紧致的；（称它是（X，τ）的一点紧致化）；

（4）如果（X，τ）是局部紧致的Hausdorff空间，则（X* ，τ* ）是

Hausdorff空间．

19．证明En 的一点紧致化同胚于Sn ．

§4　连　通　性

普通的几何中图形的“连通”性是一个非常直观的概念，它几乎无须给出数学
定义．譬如，谁都知道，在圆锥曲线中，椭圆和抛物线是连通的，而双曲线是不连
通的．然而，对于复杂一些的图形，单凭直观就不行了．我们来看一个例子．

例1　设E2 的一个子集X是由A和B两部分构成的（图2-6），其中

B＝｛（0，y）｜－1≤y≤1｝．



单凭直观概念，很难判断X是不是连通的．

对图形连通性的认识必须深化．现在，我们要把连通性作为拓扑概念给出严格
的定义．直观上的连通，可以有两种含义：其一是图形不能分割成互不“粘连”的
两部分；其二是图形上任何两点可以用图形上的线连结．在拓扑学中，这两种含义
分别抽象成“连通性”和“道路连通性”两个概念．它们分别在本节和下一节中讨
论．这是两个不同的概念．例如对于上面给出的空间X，将看到它连通，但并不道路
连通．

图　2-6

4.1　连通性的定义

从拓扑上解释“空间X分割成互不粘连的两部分A和B”，就是说X＝A∪B，A和B
是不相交的非空子集，并且A和B都不包含对方的聚点，也就是说A和B是不相交的闭
集（从而也是开集）．于是得到连通的定义：

定义2.6　拓扑空间X称为连通的，如果它不能分解为两个非空不相交开集的
并．

显然，连通与下面几种说法是等价的：

X不能分解为两个非空不相交闭集的并；



X没有既开又闭的非空真子集；

X的既开又闭的子集只有X与∅．

例如，（R，τf ）是连通的，因为它的任意两个非空开集一定相交；（R，τc
）也是连通的．双曲线不连通，它的两支是互不相交的非空闭集．然而，许多直观
上连通的空间按照上面的定义来判断并不马上能得出结论，例如E1 的连通性和抛物
线、椭圆的连通性就是如此．我们常常根据连通的一些性质，从一些已知连通空间
来论证其他空间的连通性．E1 的连通性是我们的出发点，下面先来证明它．

设A是E1 的非空真闭集，要证A不是开集．不妨设  但A中含正数．记a是A
中正数的下确界，由于A闭，a∈A，且a＞0．而由（0，a）∩A＝∅推出a不是A的内
点，从而A不是开集．这就论证了E1 不存在非空的既开又闭的真子集，按定义，E1

是连通的．

4．2　连通空间的性质

命题2.21　连通空间在连续映射下的像也是连通的．

证明　设X连通，f：X→Y连续．要证f（X）也连通．不妨设f（X）＝Y（否则
考虑连续映射f：X→f（X））．设B是Y的既开又闭的非空子集，则f-1 （B）是X的
既开又闭子集．f-1 （B）是非空的（因为f满），因此从X的连通性知道f-1 （B）＝
X，从而B＝Y（也是因为f满）．这说明Y的既开又闭非空子集只有Y，按定义，Y连
通．　▎

例2　S1 是连通的．

这是因为有连续映射f：E1 →S1 ，f（x）＝ei2πx ，∀x∈E1 ．f（E1 ）＝S1 ，
由E1 连通，用命题2.21推得S1 连通．

E1 上的子集A称为区间，如果当a，b∈A时（a＜b）必有［a，b］⊂A；也就是
说A是凸集．

例3　设A⊂E1 ，则A连通  A是区间．

证明　  ．若A不是区间，则可取到实数a，b，c使得a＜c＜b，并且a，



b∈A，而  记A1 ＝A∩（－∞，c），A2 ＝A∩（c，＋∞），则A＝A1 ∪A2 ，

A1 ∩A2 ＝∅，A1 与A2 都是A的非空开集，因此A不连通．

 ．若A是区间，则A是下列几种形式之一：

（a，b），［a，b］，［a，b），（a，b］，

其中a，b分别可取－∞和＋∞，a＜b，对于［a，b］可允许a＝b，此时它为一
点．  因此连通．由f（x）＝｜x｜给出连续满映射f：E1 →［0，＋
∞），因此［0，＋∞）连通，从而   也连通．规定g：
E1 →［a，b］为

则g是连续满映射，因此［a，b］连通．　▎

推论　连通空间上的连续函数取到一切中间值（即像集是区间）．

证明　设X连通，f：X→E1 连续，则f（X）是E1 的连通子集．由例3，它是区
间．　▎

引理　若X0 是X的既开又闭的子集，A是X的连通子集，则或者A∩X0 ＝∅，或者

A⊂X0 ．

证明　A∩X0 是A的既开又闭子集．由于A连通，则或者A∩X0 ＝∅，或者A∩X0
＝A，即A⊂X0 ．　▎

命题2.22　若X有一个连通的稠密子集，则X连通．

证明　设A是X的连通稠密子集，X0 是X的既开又闭子集．如果X0 ≠∅，则X0
∩A≠∅（第一章§1习题15），由引理，A⊂X0 ．于是  从而X0 ＝X．这

样，X的既开又闭子集只有∅和X，因此连通．　▎



推论　若A是X的连通子集，  则Y连通．

证明　这是因为在Y中看，A是稠密子集．　▎

下面用引理推出判断连通的一个常用法则．

命题2.23　如果X有一个连通覆盖  （  中每个成员都连通），并且X有一连
通子集A，它与  中每个成员都相交，则X连通．

证明　设X0 是X的既开又闭子集．要证明X0 ＝∅或X．

根据引理，A∩X0 ＝∅或A⊂X0 ．如果A∩X0 ＝∅，则∀U∈  ，因为U∩A≠∅，

所以U⊄X0 ．由引理，U∩X0 ＝∅，则

 如果A⊂X0 ，则∀U∈  ，U∩X0

⊃U∩A≠∅．由引理，U⊂X0 ，则  X0 ＝X．　▎

本节开头的例1中规定的拓扑空间X是连通的．因为   是连通的，
 用命题2.22，X连通．

例4　E2 是连通的．记Bx ＝｛（x，y）｜y∈E1 ｝，∀x∈E1 ．则｛Bx ｜

x∈E1 ｝是E2 的连通覆盖．记A＝｛（x，0）｜x∈E1 ｝，则A连通，A∩Bx ≠∅，

∀x∈E1 ．用命题2.23，E2 连通．

用归纳法可推出En 连通．

例5　Sn 连通．任取点x∈Sn ，则  是连通的，显然它是Sn 的稠密
子集．用命题2.22得出Sn 连通．

定理2.8　连通性是可乘的．

证明　设X和Y都是连通空间．则｛X×｛y｝｜y∈Y｝是X×Y的连通覆盖．取
x∈X，则｛x｝×Y连通，且与每个X×｛y｝都相交．根据命题2.23，X×Y连通．　▎

4.3　连通分支



连通分支是研究不连通空间时引出的一个概念．

定义2.7　拓扑空间X的一个子集称为X的连通分支，如果它是连通的，并且不是
X的其他连通子集的真子集．

当A是X的连通分支时，如果X的子集B⊃A，并且B≠A，则B不连通．因此可以说
连通分支就是极大连通子集．

当X连通时，它只有一个连通分支，就是X自身．

下面的命题说明连通分支的存在性．

命题2.24　X的每个非空连通子集包含在唯一的一个连通分支中．

证明　设A是X的一个非空连通子集．记  ＝｛F⊂X｜F连通，F∩A≠∅｝，

 则A⊂Y（因为A∈  ）．根据命题2.23，Y连通．如果连通子集

B⊃Y，则B∩A＝A≠∅，从而B∈  ，B⊂Y．这说明Y是连通分支．

如果Y′也是包含A的连通分支，则Y′∈  ，因而Y′⊂Y．由Y′的极大性，得Y′＝
Y．这证明了唯一性．　▎

X中任一点x作为子空间是连通的，因此x包含在唯一的连通分支中．换句话说，
X的所有连通分支构成X的覆盖，并且它们两两不相交．

例6　记X是E1 中全体有理数构成的子空间．因为X中多于一点的子空间都不连
通（不是区间），所以X中的每个连通分支都是单点集．

命题2.25　连通分支是闭集．

证明　设A是X的一个连通分支．根据命题2.22，  也是连通的．由A的极大性
推出  因此A是闭集．　▎

例6说明连通分支不必是开集．

4.4　局部连通性



定义2.8　拓扑空间X称为局部连通的，如果∀x∈X，x的所有连通邻域构成x的
邻域基．

按定义，当X局部连通时，如果U是点x的邻域，则必有x的连通邻域V⊂U．

和局部紧致的概念不同，连通空间不一定是局部连通的．

例7　例1中的X是连通的，但X不是局部连通的．取原点O＝（0，0）．记U＝
｛（x，y）∈X｜y≠－1｝，则U中不包含O的任何连通邻域．（由本节习题10，U的
含O的连通分支是B｛（0，－1）｝，它不是O的邻域．因此U中含O的连通子集都不
是O的邻域．）

命题2.26　局部连通空间的连通分支是开集．

证明　设X局部连通，A是X的一个连通分支．∀x∈A，因为x有一个连通邻域，
它也必包含在A中，所以x是A的内点．因此A是开集．　▎

习　　题

1．证明平凡拓扑空间连通；包含两个以上点的离散拓扑空间不连通．

2．在实数集R上规定拓扑

τ1 ＝｛（－∞，a）｜－∞≤a≤＋∞｝，

证明（R，τ1 ）连通，（R，τ2 ）不连通．

3．证明Dn 连通．

4．设X1 ，X2 都是连通空间X的开子集，X1 ∪X2 ＝X，X1 ∩X2 非空，并且连

通．证明X1 ，X2 都连通．

5．设X是满足T1 ，T4 公理的连通空间，并且X中至少有两个点．证明X是不可

数的．



6．证明局部连通空间的开子集也局部连通．

7．证明：X不连通  存在定义在X上的连续函数f：X→E1 ，使得f（X）是
两个点．

8．X是E2 的子集，X＝｛（x，y）｜x，y不全为无理数｝，证明X连通．

9．设X是紧致Hausdorff空间，  是X的一族连通闭子集，满足：  中任

何有限个成员之交是非空连通集．证明  是非空的连通集．

10．证明例7中所定义的U的包含（0，0）点的连通分支是B｛（0，－1）｝．

§5　道路连通性

道路连通是在直观连通概念基础上演化来的另一个拓扑性质．对于它，“道
路”是关键概念．

5.1　道路

道路概念是“曲线”这种直观概念的抽象化．曲线可看作点运动的轨迹．如果
把运动的起、终时刻记作0和1，那么运动就是闭区间［0，1］到空间的一个连续映
射，曲线就是这个映射的像集．拓扑学中把这个连续映射称作道路，它比像集包含
更丰富的含义．

定义2.9　设X是拓扑空间，从单位闭区间I＝［0，1］到X的一个连续映射a：
I→X称为X上的一条道路．把点a（0）和a（1）分别称为a的起点和终点，统称端
点．

道路是指映射本身，而不是它的像集．事实上可能有许多不同道路，它们的像
集完全相同．在作图时，很难把映射表示出来，只能以它的像集代表它，并且画一
箭头表示点运动的方向（图2-7）．



图　2-7

如果道路a：I→X是常值映射，即a（I）是一点，就称为点道路．点道路完全被
像点x决定．本书中把它记作ex ．

起点与终点重合的道路称为闭路．例如点道路是闭路．

道路有两种运算：逆和乘积．

定义2.10　一条道路a：I→X的逆也是X上的道路，记作  规定为
 ∀t∈I（图2.8（a））．

图　2-8

X上的两条道路a与b如果满足a（1）＝b（0），则可规定它们的乘积ab，它也
是X上的道路，规定为



（因为a（1）＝b（0），当t＝1/2时，a（2t）＝a（1）＝b（0）＝b（2t－
1）．所以ab是确定的，并且由粘接引理知道，它是连续的．）（图28.（b））．

下面列出关于逆和乘积的几个性质，它们是容易验证的．

（1）

（2）

（3）当ab有意义时，  有意义，且

道路概念不仅在定义道路连通时有用，它也是代数拓扑学中一个重要的基本概
念，是建立基本群的基础．

5.2　道路连通空间

定义2.11　拓扑空间X称为道路连通的，如果∀x，y∈X，存在X中分别以x和y
为起点和终点的道路．

例1　En 是道路连通的，一般地若A是En 中的凸集（即A满足：对A中任意两点
x，y，线段  则A是道路连通的．∀x，y∈A，可作道路a为a（t）＝（1－
t）x＋ty，∀t∈I．a分别以x，y为起点和终点．

作为运动，上述道路是从x匀速地走向y．以后对于En 中的有方向的直线段、折
线段以及圆弧都自然地看作这种匀速道路．如道路  是表示像点匀速地从A出
发沿折线段  走到D的道路．

例2　§4开头的例1中的X不是道路连通的．下面我们证明：如果X上的道路a的起
点a（0）∈B，则a（I）⊂B．从而B中的点不能与A中点用道路连结．

记J＝a-1 （B），它是I的非空闭集，只须再证J是开集，就可从I的连通性推出
J＝I，从而a（I）⊂B．设t∈J，则a（t）∈B，不妨设a（t）＝（0，y），y≠－
1．这时，§4例7中所定义的U就是a（t）的开邻域（图2-9）．由a的连续性，存在t



的邻域W，使得a（W）⊂U．不妨可设W连通（因为I是局部连通的），于是a（W）连
通，从而a（W）包含于U的含a（t）的连通分支B｛（0，－1）｝中．这样W⊂J，t
是J的内点，J是开集．

§4中已经说明X是连通的．这个例子说明道路连通与连通是两个不同的概念．下
面的命题说明它们的联系．

图　2-9

命题2.27　道路连通空间一定连通．

证明　设X道路连通．∀x0 ，x1 ∈X，则有X中道路a，使得a（i）＝xi ，i＝

0，1．于是x0 ，x1 在X的同一连通子集a（I）中，从而它们属于同一连通分支．这

样X只有一个连通分支，即X连通．　▎

道路连通空间也具有连通空间的某些性质．如

命题2.28　道路连通空间的连续映像是道路连通的．

证明　设X道路连通，f：X→Y连续．∀y0 ，y1 ∈f（X），取xi ∈f-1 （yi
），i＝0，1．由于X道路连通，有道路a，使得a（i）＝xi ，i＝0，1．于是f  a



是f（X）中的道路，且f  a（i）＝yi ，i＝0，1．这就证明了f（X）是道路连通

的．　▎

道路连通性也是可乘的（本节习题3）．此外，对于道路连通性也有相当于命题
2.23的结果（容易从下面对道路连通分支的讨论中推得）．但命题2.22对道路连通
不成立．例2中的  是道路连通的，但  不道路连通．

5.3　道路连通分支

在拓扑空间X中，规定它的点之间的一个关系～：若点x与y可用X上的道路连
结，则说x与y相关，记作x～y．这是一个等价关系：ex 连结x与自己，有自反性；

当a连结x与y时，  连结y与x，有对称性；如果x～y，y～z，设a从x到y，b从y到
z，则a与b可乘，并且ab从x到z，得到传递性．

定义2.12　拓扑空间在等价关系～下分成的等价类称为X的道路连通分支，简称
道路分支．

按照定义，∀x∈X属于X的唯一道路分支；X的每个道路连通的子集包含在某个
道路分支中；X道路连通的充分必要条件是它只有一个道路分支．

命题2.29　拓扑空间的道路分支是它的极大道路连通子集．

证明　设A是X的道路分支．先证A道路连通，即∀x0 ，x1 ∈A，要构造A上连结

x0 ，x1 的道路．由道路分支的定义，存在X上道路a，使得a（i）＝xi ，i＝0，

1．由于a（I）道路连通（命题2.28），它必含于一道路分支．又因为a（I）与A有
交点，所以a（I）⊂A．于是a可看作A上连结x0 ，x1 的道路．

再证极大性．设A⊂B，B道路连通，则B所在的道路分支就是A，即A＝B．这证
明了A的极大性．　▎

从命题立即可推出，X的每个道路分支都连通，因此必包含在某个连通分支中．
于是，X的每个连通分支是一些道路分支的并集．

5.4　局部道路连通



类似于局部连通的定义，有局部道路连通的概念．

定义2.13　拓扑空间X称为局部道路连通的，如果∀x∈X，x的道路连通邻域构
成x的邻域基．

道路连通空间也不一定是局部道路连通的．

例3　记X是E2 的“篦形子集”

X＝｛（x，y）｜x是有理数，或y＝0｝．

显然X道路连通，但不是局部道路连通的（请读者自己验证）．

引理　如果拓扑空间X的每一点x有邻域Ux ，使得x与Ux 中每一点都可用X上道

路连结，则

（1）X的道路分支都是既开又闭的；

（2）X的连通分支就是道路分支．

证明　（1）引理的条件就是∀x∈X有邻域Ux ，它与x属同一道路分支，这样x

是它所在道路分支的内点，因此每个道路分支是开集．道路分支A的余集Ac 是其他
道路分支的并集，因此是开集．于是A又是闭的．

（2）设A是道路分支，B是包含A的连通分支．则A是B的既开又闭的非空子集，
从而A＝B．　▎

局部道路连通空间满足引理的条件，因此有

定理2.9　局部道路连通空间X的道路分支就是连通分支，它们是既开又闭的；
当X连通时，它一定道路连通．　▎

习　　题

1．证明Sn 道路连通（n≥1）．

2．设A⊂E2 ，Ac 是可数集．证明A道路连通．



3．证明道路连通性是可乘的．

4．设X1 ，X2 都是X的开集，且X1 ∪X2 ＝X．a是X上的道路，它的两个端点分

别在X1 ，X2 中．证明a-1 （X1 ∩X2 ）非空．

5．如果X1 和X2 都是X的开集，X＝X1 ∪X2 ，并且X与X1 ∩X2 都道路连通，

则X1 与X2 都道路连通．

6．第5题中将“X1 和X2 是X的开集”这条件改为“X1 和X2 是X的闭集”．证

明结论仍成立．

§6　拓扑性质与同胚

在第一章中曾说过，拓扑性质能用来判断拓扑空间的不同胚．现在我们用本章
所学的拓扑性质检验我们学过的各种空间．

在实数集R上，我们已建立了各种拓扑．除离散拓扑和平凡拓扑外，还有欧氏拓
扑，τf ，τc 以及

τ1 ＝｛（－∞，a）｜－∞≤a≤＋∞｝，

在E1 ，（R，τf ），（R，τc ），（R，τ1 ）和（R，τ2 ）这五个空间中，只

有（R，τ1 ）不满足T1 公理，只有（R，τ2 ）不连通，只有（R，τf ）是紧致的，

因此它们都不同胚于别的空间．（R，τc ）不是Hausdorff空间，区别于E1 ．因此

五个空间两两不同胚．

利用紧致性，得到有界闭区间［a，b］不同胚于开区间和［0，＋∞）；S1 不
同胚于E1 ．

利用连通性和反证法可得到［0，＋∞）不同胚于E1 ．否则，设f：［0，＋∞）
→E1 是同胚映射，则f｜（0，＋∞）：（0，＋∞）→E1 ｛f（0）｝也是同胚映
射，但（0，＋∞）连通，E1 ｛f（0）｝不连通，与连通是拓扑性质矛盾．



习　　题

1．证明E1 与En （n＞1）不同胚．

2．证明I与S1 不同胚．

3．若f：S1 →E1 连续，则f不是单的，也不是满的．

4．若f：S2 →E1 连续，则存在t∈E1 ，使得f-1 （t）是不可数集，并且在
f（S2 ）中，原像是可数集的点不多于2个．

5．证明

6．证明两条相交直线的并集与一条直线不同胚．

注释

① 　确切地说，是用递归定义原理，而不是普通的归纳法．

② 　参见周民强编著的《实变函数》（第二版，北京大学出版社，1996），第50页定理1.28．

③ 　许多文献中要求仿紧空间必须是Hausdorff空间．



第三章　商空间与闭曲面

本章中，我们要讨论一类特殊的拓扑空间：闭曲面，它是拓扑学（特别是代数
拓扑学和低维拓扑学）中最重要的研究对象之一，也常在许多别的数学分支中出
现．我们将讨论闭曲面的拓扑分类问题．

商空间概念给出了一种从已有拓扑空间构造新空间的方法．这种方法在代数拓
扑学中是很有用的．它也将是本章研究闭曲面时所用的主要方法．

§1　几个常见曲面

在曲面中，除了平面E2 和球面S2 外，最常见的是平环、Möbius带、环面、
Klein瓶和射影平面．它们都可以用矩形面块经过粘合而得到．

1.1　平环和Möbius带

把矩形面块弯曲并将两侧边粘接，得到一截圆柱面（图3-1）.

图　3-1

它同胚于平面上由两个同心圆所夹的环带，因此拓扑上称它为平环．确切地
说，平环是一个拓扑等价类中诸空间的统称，不论这个空间确实是一环带，还是圆
柱面或其他形状，也不管它的大小，只要属于该拓扑等价类，都称作平环．

制造平环时，只要将矩形弯曲而不要拧转，因此矩形两侧边上同高度的点相粘



合．图3-1中，矩形两侧标相同文字的点表示要粘合在一起的．如果先将矩形拧转
180°，再将两侧边粘接（如图3-2所示），所得空间就是著名的Möbius带．

图　3-2

从直观上看，Möbius带与平环有许多不同之处．首先，平环的边界是两条封闭
曲线，它们分别由原矩形的上下边将两端点粘合而得到；而制造Möbius带时，原矩
形上边的两端与下边两端粘合，连成一条曲线，因此Möbius带的边界是一条封闭曲
线．其次，平环是双侧的，Möbius带是单侧的．当然，局面地看，Möbius带上每一
点附近的面块有两个侧向，但从整体上看，这两侧是连成一片的，从某一点的一侧
在带上移动可以到达该点的另一侧，中间不用翻越边界．在平环上这是做不到的．
还有，沿平环的中线割开可将平环分割成两个平环，而沿Möbius带的中线割开得到
的还是连通的一条带子（请读者说明这是一个平环）．以上的差别，从直观上说明
了平环与Möbius带不同胚．以后会严格证明它们是不同胚的．

1.2　环面和Klein瓶

环面和Klein瓶都可以用一截圆柱面（平环）将两个截口互相粘接而得到．



图　3-3

如果每一直母线段的两端粘合，所得到的是环面（图3-3），两个截口是以相同
的方向相粘接的．如果让两个截口方向相反地粘接，则得到Klein瓶（图3-4）．要
实现这样的粘接，必须将圆柱面弯曲后，把一端穿过管壁进入管内与另一端相接．
在3维空间中这是做不到的，因为在进入管内之处必然要相交．但在4维空间中可以
实现（让相交点的第四个坐标不同，从而把它们分开）．

图　3-4

Klein瓶也是单侧的（图3-4），以后要证明它与环面不同胚．

环面是一种常见曲面．各种轮胎的表面是环面；圆周绕着与它共面但相离的轴



线旋转得到环面（图3-5），称此圆周上的点旋出的圆为纬圆，以轴线为界的半平面
与环面的交线称为经圆；S1 ×S1 是环面（§2习题6）．一般地记Tn ＝S1 ×…×S1 ，
称为n维环面．这里讨论的是2维环面T2 ．

图　3-5

和平环一样，环面和其他曲面都是一个拓扑等价类中空间的统称．

1.3　射影平面

射影平面记作P2 ，它是射影几何学中的概念．拓扑学中，有几种描述它的方
法，其中之一是把圆盘D2 （它同胚于矩形面块）的边界S1 上每一对对径点（同一直
径的两个端点）粘合，得到射影平面（图3-6）．这种粘接直观上就不好理解了，在
3维欧氏空间中是做不到的，在4维空间中能实现，但也不好想象．我们将在后面说
清楚它．



图　3-6

用“粘合”方法制造新拓扑空间是拓扑学中常用的一种方法．还有许多更复杂
的“粘合”，凭直观是不好接受的．例如，把圆盘D2 与I的乘积空间D2 ×I的一端
（子集D2 ×｛1｝）捏为一点，得到的空间的直观形象是一个圆锥体（图3-7）．如
果用一般拓扑空间X代替D2 ，得到的空间是什么？又如把环面上的一个经圆和一个
纬圆捏在一起成一个点，又会得到什么空间？这些问题都不能靠直观来回答．

图　3-7

从拓扑学的观点来说，需要有一种描述粘合所得到的新空间（不论它在直观上
能否接受）的拓扑的方法．这就是下一节要解决的问题．

习　　题

1．如果把矩形带先扭转360°，然后把两侧边粘接，得什么空间（图3-8）

图　3-8



2．证明：沿Möbius带的中腰线割开，所得空间是平环．

3．如果先将圆柱面拧180°，再弯曲粘接两截口，得什么空间？（图3-9）

图　3-9

§2　商空间与商映射

2.1　商空间

设拓扑空间X上作某种粘合得到新空间．如果把要粘在一起的点称为互相等价的
点，X上就有了一个等价关系，每个等价类被粘合为新空间上的一个点．因此新空间
的集合就是等价类的集合．一般地，一个集合X上如果有等价关系～，相应的等价类
的集合记作X/～，称为X关于～的商集．把X上的点对应到它所在等价类，得到映射
p：X→X/～，称为粘合映射．设X已有了拓扑，现在我们来规定X/～上的一个拓
扑．

定义3.1　设（X，τ）是拓扑空间，～是集合X上的一个等价关系．规定商集X/
～上的子集族

则  是X/～上的一个拓扑（请读者自己验证），称为τ在～下的商拓扑，称

 是（X，τ）关于～的商空间．



以后，我们在不致产生误解的情况下，把  简单记作X/～．

按照定义，X/～的开集也就是在p之下原像是X中开集的那些子集．显然p：
X→X/～是连续的；并且，如果集合X/～上另有拓扑τ′使得p连续，则  因此
是X/～上使得粘合映射p连续的最大的拓扑．

定理3.1　设X，Y是两个拓扑空间，～是X上的一个等价关系．g：X/～→Y是一
映射，则g连续  g  p连续．

证明　  ．由于p连续，当g连续时，复合映射g  p也连续（见右图所示的
交换图表）．

 ．须要对Y的任一开集V，验证g-1 （V）是X/～的开集．这是因为p-1 （g-1

（V））＝（g  p）-1 （V）是X的开集（根据g  p连续），按商拓扑的定义，g-1

（V）确是开集．　▎

现在用商空间的观点来看§1中的“粘合”方法．以环面T2 为例．记X是用来粘
制T2 的圆柱面．粘合过程规定了从X到T2 的连续映射f．记～是粘合决定的等价关
系，g：X/～→T2 是相应的一一对应关系，于是f＝g  p．因为f连续，所以g连续
（定理3.1）．由于X紧致和p连续，X/～是紧致的，而T2 是Hausdorff空间．根据
定理2.6，连续的一一对应g是同胚．这就是说，在拓扑意义上看，T2 就是商空间X/
～．这样，我们就可以完全摆脱直观，直接用商空间概念来理解§1中所说的粘合方
法了．像射影平面那样不好理解的粘合制作法也就有了明确的意义．反过来粘合法
就是商空间这个抽象概念的直观背景．

下面用商空间概念规定一种常用的空间．

设A是拓扑空间X的一个子集（通常是闭子集），把A捏为一点（也就是将A看作
一个等价类，别的点各自成一等价类），得到的商空间记作X/A．



对任一拓扑空间X，记CX：＝X×I/X×｛1｝，称为X上的拓扑锥．

如果X⊂En ，取a∈En＋1 En ，规定En＋1 的子集

aX：＝｛ta＋（1－t）x｜t∈I，x∈X｝，

称为X上以a为顶点的几何锥．

如果X是En 的紧致子集，则  （习题10）．

2.2　商映射

商映射和商空间是密切相关的概念．可以说它们是从不同的角度看同一事物．
商映射是从映射的角度观察，更有利于加深认识．

定义3.2　设X和Y是拓扑空间，映射f：X→Y称为商映射，如果

（1）f连续；

（2）f是满的；

（3）设B⊂Y，如果f-1 （B）是X的开集，则B是Y的开集．

注意到f-1 （Bc ）＝（f-1 （B））c ，于是，f-1 （B）是X的开集  f-1

（Bc ）是X的闭集．由此容易推出（3）等价于：设F⊂Y，如果f-1 （F）是X的闭
集，则F是Y的闭集．

（1）与（3）合在一起也就是：B是Y的开集  f-1 （B）是X的开集．当X/
～是X的一个商空间时，粘合映射p：X→X/～满足此条件，并且是满映射，因此是商
映射．

分析定理3.1的证明，用到的正好就是p是商映射这个性质．因此定理3.1可以
改写为

定理3.1a　若f：X→X′是商映射，g：X′→Y是一映射．则g连续  g  f连
续．　▎



任给映射f：X→Y，规定X中等价关系  如下：∀x，x′∈X，若f（x）＝f（x
′），则说x与  等价，记作

命题3.1　如果f：X→Y是商映射，则

证明　记  是粘合映射．由  的意义显然有一一对应
 使得g  p＝f，等价地g-1  f＝p．分别用定理3.1和3.1a，得到g

和g-1 的连续性．因此g是同胚．　▎

命题说明，当f：X→Y是商映射时，Y可看作X的一个商空间，而f也就是相应的
粘合映射．

命题3.2　连续的满映射f：X→Y如果还是开映射或闭映射，则它是商映射．

证明　f已满足（1）和（2）．当f是开映射时，如果f-1 （B）是X的开集，则B
＝f（f-1 （B））（由（2））是Y的开集，因此（3）成立．当f是闭映射时，可类
似地证明（3）的等价条件．　▎

例如，乘积空间X×Y到X的投射j是满的连续开映射，从而它是商映射．（一般
来说它不是闭映射．）

下面是一个实用价值很大的判定商映射的充分条件．

定理3.2　如果X紧致，Y是Hausdorff空间，则连续满映射f：X→Y一定是商映
射．

证明　设A是X的闭集，则A紧致，从而f（A）紧致．由于Y是Hausdorff空间，
f（A）是Y的闭集．于是f是闭映射．再用命题3.2，f是商映射．　▎

从定义容易看出，单一的商映射就是同胚．于是定理3.2就是定理2.6的推广．
它们的证明方法是类似的．

命题3.3　商映射的复合也是商映射．

证明　设f：X→Y和g：Y→Z都是商映射．g  f显然是满的连续映射．设
C⊂Z，使得（g  f）-1 （C）是开集．由f是商映射和f-1 （g-1 （C））＝（g



f）-1 （C），得出g-1 （C）是开集，再从g是商映射推出C是开集．因此g  f满足
条件（3）．　▎

2.3　应用举例

例1　如图3.10（a）所示粘接矩形的两双对边，得到环面T2 ．分两步实现粘
合．先粘接上下边对a，成一圆柱面，边对b成为它的两个截口．再粘接这两个截口
得到T2 ．两次粘合映射的复合是从矩形到T2 的商映射，它恰好实现所要求的粘合．

类似地，图3.10（b）所示的粘合把矩形变为Klein瓶．

图　3-10

例2　记S1 为D2 的边界圆周，则  也就是说把D2 的边界捏为一点得
到球面S2 ．

作f：D2 →S2 为

 则f满、连

续，并且D2 紧致，S2 是Hausdorff空间，从而f是商映射．不难看出，  就是实现
捏合S1 为一点的等价关系．于是，  



图　3-11

例3　把平环X的一条边界上的对径点都粘合，得到Möbius带．

如图3-11所示，记所得空间为Y，相应的粘合映射为p．X是两个矩形Ⅰ和Ⅱ沿a
和b粘接所得商空间．于是Y是Ⅰ和Ⅱ粘接a，b和c三对边所得商空间．如果先沿c把
Ⅰ和Ⅱ粘接为一个矩形，再粘接ab（它们已连接起来）边对，得到的是Möbius带，
它也是Ⅰ和Ⅱ粘接边对a，b，c所得的商空间．因此Y是Möbius带．

例4　将三角形两边“同向”地粘接（图3-12）得什么空间？

图　3-12

类似于例3，先将三角形分割为两个小三角形，沿a将它们粘接为一个矩形，再
把分割线b粘接，得到Möbius带．因此所得空间为Möbius带．

下面讨论射影平面．按射影几何中的定义，E3 中的中心直线把就是射影平面．
设把的中心为原点O．规定度量ρ（l1 ，l2 ）＝l1 与l2 的夹角．于是射影平面成



为度量空间，记作P2 ．

我们来说明P2 的其他几种形式（包括§1中给出的形式）．

设S2 为单位球面．作映射f：S2 →P2 为：∀x∈S2 ，f（x）是由x与原点O决定
的直线，则f是商映射．  就是把S2 上的每对对径点看成一个等价类．因此S2 上粘
合每一对对径点，所得商空间就是P2 ．

作g：  则f  g：D2 →P2 也是商
映射，因此D2 上粘合S1 的各对对径点得到P2 （图3-13）．

图　3-13

因为矩形同胚于D2 ，因此如图3-14那样粘接矩形两双对边也得到P2 ．

例5　沿边界，将Möbius带与D2 粘合在一起，商空间就是P2 ．

图　3-14

例3说明Möbius带是平环粘合外边界上对径点所得商空间．因此X是平环的外边



界粘合对径点，内边界粘接一圆盘所得空间（图3-15）．如先粘接圆盘，则可看出X
是P2 ．

图　3-15

* 2.4　关于商映射的一个定理

设fi ：Xi →Yi （i＝1，2）是映射．规定映射

f1 ×f2 ∶X1 ×X2 →Y1 ×Y2

为（f1 ×f2 ）（x1 ，x2 ）＝（f1 （x1 ），f2 （x2 ））．显然，当f1 和

f2 都满时f1 ×f2 也满，当f1 和f2 都连续时f1 ×f2 也连续．如果f1 和f2 都是

商映射时，f1 ×f2 是否也是商映射？一般地，这是不成立的．只有在一定的条件下

才成立．

定理3.3　设f：X→Y是商映射，Z是局部紧致的Hausdorff空间，id：Z→Z表
示恒同映射，则

f×id∶X×Z→Y×Z

也是商映射．

证明　记F＝f×id．它显然是连续满映射．只须验证商映射的条件（3），即当
W⊂Y×Z使得F-1 （W）是开集时，验证W是开集．任取（y0 ，z0 ）∈W，要证明它是



W的内点．

取x0 ∈F-1 （y0 ），则（x0 ，z0 ）∈F-1 （W）．因为F-1 （W）是开集，所以

有z0 的邻域B，使得｛x0 ｝×B⊂F-1 （W），即｛y0 ｝×B⊂W．由于Z是局部紧致

Hausdorff空间，可不妨设B是紧致的（命题2.20中（2））．

规定Y的子集V：＝｛y∈Y｜｛y｝×B⊂W｝，则y0 ∈V，并且V×B⊂W．如果

f（x）＝y，则F（｛x｝×B）＝｛y｝×B，从而y∈V  ｛x｝×B⊂F-1 （W）．
规定U＝f-1 （V），则U＝｛x∈X｜｛x｝×B⊂F-1 （W）｝．

由于B紧致，F-1 （W）是开集，根据第二章§3中3.5的引理，∀x∈U，则｛x｝
×B⊂F-1 （W），有x的邻域Ux ，使得Ux ×B⊂F-1 （W），即Ux ⊂U．这样U是开

集．由于f是商映射，V也是开集．于是（y0 ，z0 ）是V×B的内点，从而也是W的内

点．　▎

E1 和I都是局部紧致的Hausdorff空间．以后我们常在Z＝E1 或I的情况下应用
此定理．

习　　题

1．设f：X→Y和g∶Y→Z都是连续映射，使得g  f是商映射，证明g也是商映
射．

2．设f：X→Y是商映射，B是Y的开集（或闭集），A＝f-1 （B），则fA ：A→B

也是商映射．

3．设X是Hausdorff空间，证明CX也是Hausdorff空间．

4．设A是Hausdorff空间X的紧致子集，证明X/A也是Hausdorff空间．

5．规定f：（－1，2）→［0，1］为



证明：

（1）f是商映射；

（2）f不是开映射，也不是闭映射．

6．证明

7．证明

8．设A是环面T2 上一经圆与一纬圆的并集．证明  

9．设M是Möbius带，∂M是它的边界．证明

10．设X是En 中的紧致子集，a∈En＋1 En ．证明

11．记p：E1 →E1 /（0，1］是粘合映射．

（1）证明p既不是开映射，又不是闭映射．

（2）记A＝E1 （0，1］．证明pA ：A→p（A）不是商映射．

12．设f：S2 →E4 规定为

　　f（x，y，z）＝（x2 －y2 ，xy，xz，yz）．

证明

13．证明由

f（x，y）＝（cos2xπ，cos2yπ，sin2yπ，sin2xπcosπy，sin2xπsinπy）

规定的映射f：I×I→E5 的像  瓶．

设X，Y是两个集合，记X⊔Y为它们的无交并，即由X中元素和Y中元素构成的新集合．注意：即便X与Y是有公
共点的，即有x∈X，y∈Y，使得x＝y，在X⊔Y中也要把x与y看作不同的元素．因此作为X⊔Y的子集，X与Y之交
X∩Y＝∅．

设（X1 ，τ1 ）与（X2 ，τ2 ）是两个拓扑空间，在X1 ⊔X2 中规定拓扑τ＝｛U⊂X1 ⊔X2 ｜U∩Xi ∈τi



，i＝1，2｝．称｛X1 ⊔X2 ，τ）为（X1 ，τ1 ）与（X2 ，τ2 ）的拓扑和．两个拓扑空间X与Y的拓扑和记作

X＋Y．

设X与Y是两个拓扑空间，A⊂X，f：A→Y连续．在X＋Y中规定等价关系～，使得等价类为下面两种形式：

（1）XA中的单个点；

（2）｛y｝∪f-1 （y），∀y∈Y．

称商空间（X＋Y）/～为映射f的贴空间，记作Y∪f X．

14．设i：S1 →D2 是包含映射，证明

15．记  规定为f（x）＝（x，0），
∀x∈E1 ．证明：

§3　拓扑流形与闭曲面

3.1　流形

球面、环面以及我们熟悉的其他曲面从整体上看比平面复杂多了，但是在局部
上，它们每一点的近旁都有一块区域同胚于平面．这种特性使得我们可以在局部的
范围内应用分析学工具对它进行研究．粗略地讲，具有局部欧氏特性的拓扑空间称
之为流形．它是近代数学最重要的基础概念之一．它不仅在几何学科中占有重要地
位，在分析学科和应用数学中也是重要研究对象．流形是比较复杂的概念，在不同
的研究领域还要求它带有各种特殊的结构．下面定义的拓扑流形是最一般的流形．

定义3.3　一个Hausdorff空间X称为n维（拓扑）流形，如果X的任一点都有一
个同胚于En 或  开邻域．

这里  是半个n维欧氏空间，规定为

　　　　  ∶＝｛（x1 ，x2 ，…，xn ）∈En ｜xn ≥0｝．

按照这个定义，En 本身就是一个n维流形，Sn ，Dn 和Tn 等也都是n维流形．而
二次锥面并不是流形，除非把锥顶去掉，因为锥顶的任一邻域不同胚于E2 或
（请读者证明）．



设M是n维流形．点x∈M如果有同胚于En 的开邻域，就称x是M的内点（注意此概
念区别于第一章给出的子集内点的概念），否则称为边界点．全体内点的集合称为M
的内部，它是M的一个开集．

要让以上概念明确，我们还必须承认一些事实．譬如，n≠m时  （否则
流形的维数就失去意义了）；还有，  （否则就没有内点与边界点的区分
了）．这些事实现在还不能证明，以后将用基本群或同调群工具予以证明．

从定义不难看出，流形满足C1 公理（习题1），它还是局部道路连通和局部紧

致的（习题6）．

如果n维流形有边界点，则记∂M是它的边界点的集合．可以证明∂M是一个没有
边界点的（n－1）维流形．

3.2　闭曲面

二维流形称为曲面．如E2 ，S2 ，T2 ，平环和Möbius带都是曲面．前三个没有
边界点．

定义3.4　没有边界点的紧致连通曲面称为闭曲面．

S2 和T2 都是闭曲面．E2 不是闭曲面．D2 ，平环和Möbius带不是闭曲面，因为
它们有边界点（下章证明，现在只能从直观上接受）．

射影平面P2 是闭曲面，它的紧致性与连通性明显．只须验证每一点有开邻域同
胚于E2 ．将它看作D2 粘合S1 上对径点的商空间．记p∶D2 →P2 是粘合映射．如果
点y∈P2 在p下的原像是D2 的一个内点x，则  是y的开邻域．如果p-1

（y）是S1 上一对对径点x与x′，取U＝B（x，ε）∪B（x′，ε），ε＜1（图3-16），
则  （读者自己证明），是y的开邻域．



图　3-16

图　3-17

Klein瓶也是闭曲面．如果把它看作矩形的商空间，可用与P2 相同的办法证明
它的每一点有开邻域同胚于E2 ，不过多了一种情况：p-1 （y）是矩形的四个顶点x1

，x2 ，x2 ，x4 （图3-17）．令  （ε足够小），则p（U）就是y

的开邻域，它同胚于E2 ．

一般地，假设Г是一个偶数边的多边形，如果成对地粘接Г的边，那么所得的商
空间是闭曲面．

3.3　两类闭曲面

球面是最简单的闭曲面．对球面施用手术，可得到许多新的闭曲面．

1．安环柄的球面

环面上挖去一个开圆盘，就说是在环面上挖一个洞，把所得空间称为环柄（图



3-18）．

图　　3-18

图　　3-19

图　　3-20

在球面上挖一洞，在洞口粘接上一个环柄（图3-19）．把这样的“手术”称为



在球面上安一个环柄．不难看出，得到的闭曲面是T2 ．如果在球面上安n个环柄，
把得到的闭曲面记作nT2 ，称作亏格为n的可定向闭曲面．不难想象，安环柄时洞口
的位置和大小（只要不相重叠）对所得闭曲面的拓扑类并不会影响，因此nT2 表示
一个拓扑等价类．nT2 的另一种常用的形式就是n-环面（不同于n维环面）．图3-20
左边画的是一个三环面．它同胚于安三个环柄的球面．

2．安交叉帽的球面

在球面上挖一洞，并在洞口粘接一条Möbius带，把这种手术称为在球面上安交
叉帽．安了m个交叉帽的球面称为亏格为m的不可定向闭曲面，记作mP2 ．

图　3-21

图　3-22

安交叉帽的一种等效手术是将球面上洞口的对径点粘合（图3-21）．因此1P2

就是P2 ．2P2 可看作两条Möbius带沿边界粘接（图3-22）．矩形的两对邻边“顺
向”地粘接得到的就是2P2 ，如图3-23中所示，沿c将矩形分割为两个三角形，对它



们分别粘接a边对和b边对，得到两个以c为边界的Möbius带．图3-24又表明，矩形
的这种粘合的结果是Klein瓶，因此2P2 是Klein瓶．

图　3-23

图　3-24

习　题

1．证明流形满足C1 公理．

2．证明紧致流形满足C2 公理．

3．证明紧致流形是可度量化的．

4．在E1 中规定等价关系～，使得等价类为两种情形：



（1）｛x｝，x∈［－1，1］；

（2）｛x，－x｝，x＞1．

证明E1 /～的每一点都有同胚于E1 的开邻域，但它不是Hausdorff空间．

5．证明流形满足T3 公理．

6．证明流形局部道路连通和局部紧致．

7．证明流形的内部是它的开子集．

§4　闭曲面分类定理

空间的拓扑分类（按同胚关系分类）自然是拓扑学中的一个重要问题．但是拓
扑空间如此多样，不能奢望对此问题有完全的解答．即使是解决某些特定空间的分
类问题的结果也是很少的．然而，闭曲面的拓扑分类问题却已得到完美的解决．闭
曲面是流形中最有用的部分，它的分类定理的重要意义就更加明显了．

完成闭曲面分类定理的全部证明必须应用代数拓扑的结果．本章中我们用商空
间方法给出它的部分证明，剩下部分放在下一章完成．

4.1　闭曲面分类定理的叙述

上节我们已介绍了两大类闭曲面：可定向闭曲面｛nT2 ｜n为非负整数｝（n＝0
时为球面）和不可定向闭曲面｛mP2 ｜m∈N｝．

定理3.4（闭曲面分类定理）　｛nT2 ｝和｛mP2 ｝不重复地列出了闭曲面的所
有拓扑类型．

定理的结论有两部分：

（1）任一闭曲面或属nT2 型（对某个非负整数n），或属mP2 型（对某个正整
数m）．

（2）∀n，m，nT2 ≠mP2 ；当n≠n′时，nT2 ≠n′T2 ；当m≠m′时，mP2 ≠m′P2 ．



（2）的证明要用到基本群或同调群，现在不能进行．下面只对（1）证明．

4.2　闭曲面分类定理结论（1）的证明

1．闭曲面的多边形表示

§3中已说到，一个偶数边的多边形Γ如果把边成对的粘接，则得到的商空间为闭
曲面．记φ是所说的粘合关系．如果Γ在φ之下的商空间同胚于闭曲面S，就说Γ和φ
一起构成S的一个多边形表示，记作（Γ，φ）．粘合关系φ可以按下面约定在Γ上表
出：要粘接的边对标以同一字母，并用箭头表示粘接方式．图3-25中列举了四边形
上所有可能的粘合关系．其中（a）是环面的表示，（c）是P2 ，（b）和（d）都是
Klein瓶．（e）和（f）请读者自己判断．

图　3-25

描述一个表示的另一方法是选定Γ的一个顶点和一个转向（逆时针或顺时针），
然后依次写出标在各边上的字母，并在右上角加或不加－1来表明其方向与转向相逆
或一致．例如若取左下角顶点和逆时针方向，则图3-25中的（b），（c），（e）
分别写出为

aba-1 b，abab，aabb-1 ．



引理1　任一闭曲面都有多边形表示．

这个引理的断言将是我们的论证的出发点．引理的证明要用到1925年T. Rado
的一个经典结果：闭曲面是可三角剖分的，涉及到本书第六章中的概念．证明本身
是初等的，但比较冗长，这里略去了．

显然，有相同形式的多边形表示的闭曲面是相互同胚的．这给出了判定闭曲面
同胚的一个途径．但是，每个闭曲面有许多不相同的多边形表示，这给上述判定方
法的使用造成了困难．为此，我们提出“标准多边形表示”这个概念，在这种表示
中，要求粘合法则有一定的规律．标准多边形表示有两类，它们用文字形式写出为

　　　　　　a1 a1 a2 a2 …am am ．　　　　　（Ⅱm ）

我们下面将证明，除球面外，任一闭曲面都有标准表示；并说明有（Ⅰn ）这

种表示的是nT2 型曲面，有（Ⅱm ）这种表示的是mP2 型曲面．

2．多边形表示的标准化

设S是一闭曲面，它有多边形表示（Γ，φ）．我们要改造这个表示使之标准
化．不妨设S不是球面、环面、射影平面和Klein瓶（已知道后三种闭曲面有标准表
示），因此Γ的边数不会小于6（因为当边数为4时，只可能是上述几种曲面）．

下面给出从（Γ，φ）出发，构造S的标准表示的程序．每一步都是用§2中已经
使用多次的“剪接”技术．

先约定几个术语．

在（Γ，φ）中，Γ的在φ下要粘接的边对称为同向对，如果两边标有相同的方
向，否则称反向对．例如在（Ⅰn ）中，只出现反向对，（Ⅱm ）中只有同向对．

Γ的所有顶点在粘合关系φ下分成若干等价类，称它们为顶点类．例如图3.25中
的（a）、（b）和（d）都只有一个顶点类；（c）和（e）有两个顶点类；（f）有
三个顶点类．



将使用两类剪接手术：

手术A　粘接相邻反向对．

图　3-26

例如对图3-26中的多边形Γ粘接反向对a（其他边对暂不粘接），得新多边形Γ
′，φ导出Γ′的粘合关系φ′．得到S的另一个表示（Γ′，φ′），它的边数比Γ少2，顶点
类个数减少1（Γ的顶点A单独成一顶点类，在Γ′中它成为内点）．

手术B　选定Γ上一个边对a，沿一条对角线a′剪开Γ成两块，使得每一块都有一
条a，然后沿a将两块粘接得Γ′．

图3-27（a）是沿一个反向对施用手术B，（b）是沿同向对作手术B．



图　3-27

手术B不改变多边形的边数和顶点类数．

以后将会看到，多边形表示有无同向对是一个要紧的性质．显然手术A不改变此
性质．手术B也不改变这个性质．事实上，如对反向对施用手术B，Ⅰ和Ⅱ只须作平
移即可粘接，因此原有边对不改变方向，而增加的a′对是反向的；如果对同向对作
手术B，则必须翻转Ⅰ和Ⅱ中的一块才能粘接，因此新增边对a′是同向的．

标准化的过程分为两个阶段．

（一）减少多边形边数．

因为减少边数和减少顶点类数同时发生，所以如果（Γ，φ）的顶点类只有一个
了，边数就不能再减少．

设（Γ，φ）的顶点类数大于1．记其中一类为P．如果P中只有一个顶点，则这
顶点是一反向对的公共端点，对这反向对作手术A，就可消去P类．如果P中含不只一
个顶点，取其中一点，使得它的一个相邻顶点不属P，就像图3-28（a）的上方的顶



点，它和一Q类顶点相邻，从而与它连接的两边不粘接．如图3-28中所示方式，对边
对a作手术B，则P类顶点减少一个（Q类增加一个）．重复上述做法，直到P类只含一
个顶点，再用一次手术A使P类消去．同时边数减少2．

图　3-28

如果（Γ，φ）有ι条边，k个顶点类，则用上面的办法可得到一个新表示（Γ′，φ
′），它只有一个顶点类，边数为ι－2（k－1）．

（二）改变粘合方式．

设（一）已完成，（Γ′，φ′）是所得改造了的表示．它只有一个顶点类，因此不
再用手术A了．

引理2　（Γ′，φ′）中反向边对不相邻，且至少与另一边对相间排列（图3-
29（a）中的a边对与b边对）．

证明　设a是它的一个反向对．如果它是相邻的，则它们的公共顶点不与其他顶
点等价，顶点类数大于1，与假设矛盾．因此a边对不相邻．



图　3-29

设Γ′中其余边构成折线段K与L．如果K中边不和L中的边粘接，则K中顶点不与L
中顶点等价，顶点类个数大于1．因此有第二个结论．　▎

下面就两种情况分别讨论：（Γ′，φ′）没有同向对；（Γ′，φ′）上至少有一同向
对．前面已指出，这两种情况不会因施用手术A，B而互相转换．

（i）没有同向对．

取a是一反向对，取b是与a相间排列的反向对．则以适当方式（如图3-29所
示）对a和b施用两次手术B，可使边对a和b消去，增加相间并连接排列的边对a1 和

b1 ．

多次施行这种做法，最后可得到（Ⅰn ）形式的表示

这里自然数n等于Γ′的边数的四分之一．

（ii）有同向对．



图　3-30

取a是一同向对，图3-30表示用一次手术B可消去边对a，增加一个相邻同向
对．重复这做法，使得不再有不相邻的同向对．如果此时没有反向对了，则得到
（Ⅱm ）形式的表示，2m等于Γ′的边数；如果有反向对，设a是一反向对，b是与a相

间排列的边对，因为b不是相邻边对，所以b是反向对．利用一个同向对c，作数次手
术B，可消去边对a，b和c，并增加三个相邻同向对（图3-31）．这样，在有同向对
的情形最后都可改造成（Ⅱm ）形式的表示．

图　3-31



至此标准化工作完成．

3．（Ⅰn ）和（Ⅱm ）分别是nT2 和mP2 的表示

先考虑（Ⅱm ）．图3-32（a）是m＝3的情形．Γ的三条对角线将Γ分割成四个

三角形，其中Δ1 ，Δ2 和Δ3 分别粘合成Möbius带，Δ粘成挖了三个洞的球面（图

3-32（b）），将三条Möbius带分别粘接在三个洞口上得到S．因此S是安了三个交
叉帽的球面，属于3P2 ．一般地（Ⅱm ）是mP2 的多边形表示．

图　3-32

对（Ⅰn ）用类似方法论证，它是nT2 的多边形表示．要注意现在用对角线割

下的是图3-33（a）中的五边形，粘接ai 和bi ，得到一个环柄，见图3-33（b）．

图　3-33

至此我们已完成了闭曲面分类定理证明的（1）部分．



一般来说，对一个任意给定的多边形表示进行标准化的工作量是很大的．但
是，不需要完成整个过程就可决定最后得出的是什么样的标准化表示．决定结果的
两个因素：

（i）有无同向对？在标准化的过程中，这性质一直不改变．因此，当原表示有
同向对时，结果一定是mP2 型的，否则是nT2 型的．

（ii）标准化表示的边数．它可以从原表示的边数ι和顶点类个数k求出：

边数＝l－2k＋2．

这样，从原表示可以直接知道曲面的类型．

例如图3-34中的多边形表示边数为8，顶点类有2个，因此相应曲面的标准化表
示的边数为6，原表示有同向对，因此曲面为3P2 型的．

图　3-34

习　题

1．具有下列用文字形式写出的多边形表示的闭曲面是什么类型？

（1）abcda-1 bc-1 d；

（2）abacb-1 dcd；



（3）abcb-1 dc-1 a-1 d-1 ；

（4）abca-1 cdeb-1 fedf．

2．两个闭曲面各挖去一个圆盘的内部，然后把洞口对接，所得闭曲面称为原来
两个闭曲面的连通和．如果原来闭曲面为M和N，则它们的连通和记作M＃N．试判
别：

（1）若M为mT2 型，N为nT2 型，M＃N是什么型？

（2）若M为mP2 型，N为nP2 型，M＃N是什么型？

（3）若M为mT2 型，N为nP2 型，M＃N是什么型？

3．如果在环面上挖去一个圆盘的内部，然后把洞口的对径点粘合，所得曲面是
什么类型的？



第四章　同伦与基本群

本章和以后各章所讲的都属于代数拓扑学的范畴．代数拓扑学的基本思想是对
拓扑空间建立以代数概念（如群、交换群、环等）为形式的拓扑不变量，从而把代
数方法引进拓扑学的研究中来．我们已说过，要判定空间不同胚，需要用拓扑性质
（不变量）．第二章中，我们已看到分离性、可数性、紧致性和连通性这些拓扑性
质在这方面的应用．然而用这些概念能解决的问题毕竟太少了，本书至此已积累了
不少尚未解决的重要问题，如En 与Em （当n≠m时）是不是不同胚？  与E2 的不同
胚问题，S2 与T2 以及S2 与D2 等等不同胚的判定．在这许多问题上，代数拓扑学将
表现出它的威力．

同伦论和同调论是代数拓扑学的两大支柱．本书中只能涉及到它们的一些初步
知识．同伦是同伦论的最基础的概念之一；基本群是1维同伦群，它是代数拓扑学中
最简单，用途最广的部分．

闭曲面分类定理尚未完成的那一半证明涉及到判定两个空间不同胚的问题．例
如怎么证明  直观上看，T2 有洞，可以用线拴住，球面拴不住．但这里并
不是指拴它们的线圈能否移走（在4维空间中，栓环面的线圈也能移走），正确的解
释为：球面上弹性极好的闭合线圈可以在球面上滑缩为一点，而在环面上有些闭曲
线（如经圆或纬圆）不能在环面上滑缩为一点．类似的差别也出现在平环与圆盘的
比较中．显然圆盘上的闭曲线可容易地在圆盘上收缩为一点，而平环上环绕着它的
洞的闭曲线被洞阻挡而缩不成一点（图4-1）．

基本群就是在闭曲线的可收缩性这种直观背景的基础上发展起来的一种结构．
拓扑学中用道路概念替代曲线．道路本身是一种连续映射．为了理解道路的收缩和
变形的意义，先一般地介绍连续映射的变形，也就是同伦概念．



图　4-1

§1　映射的同伦

同伦就是映射间的连续变形．设X和Y都是拓扑空间，记C（X，Y）是X到Y的所
有连续映射的集合．设f，g∈C（X，Y），所谓f与g同伦，就是指f可以“连续
地”变为g．这意味着在每一时刻t∈I，有一连续映射ht ∈C（X，Y），h0 ＝f，

h1 ＝g，并且ht 对t有连续的依赖关系．确切的定义为

定义4.1　设f，g∈C（X，Y）．如果有连续映射H∶X×I→Y，使得∀x∈X，
H（x，0）＝f（x），H（x，1）＝g（x），则称f与g同伦，记作
或简记为  称H是连接f和g的一个同伦（或称伦移），记作  （或

 （图4-2）．

对每个t∈I，同伦H决定ht ∈C（X，Y）为：ht （x）＝H（x，t），于是得到

单参数连续映射族｛ht ｜t∈I｝，称ht 为H的t-切片．根据定义h0 ＝f，h1 ＝g ①

．



图　4-2

例1　设f，g∈C（X，En ）．规定H∶X×I→En 为

H（x，t）＝（1－t）f（x）＋tg（x）．

容易验证H是f到g的同伦（习题1）．H的直观意义为：当t从0变到1时，ht
（x）从f（x）到g（x）作匀速直线运动．因此称这种同伦为直线同伦．直线同伦构
作的基础是线段  因此，把En 换成En 的凸子集，同样可构造直线同

伦．

例2　若f，g∈C（X，Sn ），使得∀x∈X，f（x）≠－g（x），则可规定f到g

的同伦H为  （图4-3）．H有意义是因为原点

  从而对任何t∈I，‖（1－t）f（x）＋tg（x）‖≠0．



图　4-3

例3　设f，g∈C（X，S1 ），使得∀x∈X，f（x）＝－g（x），则  连结
f和g的一个同伦可构作如下：把S1 看作复平面上的单位圆周，其上点用单位复数eit

（t∈R）表示，令

H（x，t）＝eitπ ·f（x）．

直观上看，ht （x）是把f（x）绕原点转tπ角．

命题4.1　同伦关系是C（X，Y）中的一种等价关系．

证明　自反性　设f∈C（X，Y），令H（x，t）≡f（x），∀x∈X，t∈I．则
 （这样的同伦称为常同伦．）

对称性　设  规定  ∀x∈X，t∈I．则
 （称  为H的逆．）

传递性　设  规定H1 与H2 的乘积H1 H2 ∶X×I→Y为（图4-4）



图　4-4

当  时，H1 （x，2t）＝H1 （x，1）＝g（x）＝H2 （x，2t－1），因

此H1 H2 的定义合理．根据粘合引理，它是连续的．容易验证   　▎

把C（X，Y）在同伦关系下分成的等价类称为映射类．所有映射类的集合记作
［X，Y］．

例1说明，当Y是En 的凸集时，［X，Y］中只有一个映射类．

例4　设X是单点空间｛x｝．则C（｛x｝，Y）与Y之间有一个自然的一一对
应：f→f（x）．∀y∈Y，记fy 为像点是y的映射．则fy1 到fy2 的一个同伦就是Y中

从y1 到y2 的一条道路，  y1 和y2 在Y的同一道路分支中．因此

［｛x｝，Y］与Y的道路分支的集合有一个一一对应关系．特别当Y道路连通时，
［｛x｝，Y］只有一个映射类．

命题4.2　若  则  

证明　设  规定连续映射F：X×I→Y×I为

F（x，t）＝（F（x，t），t）

（称为F的柱化）．则  （请读者自己验证．）　▎



如果f同伦于一个常值映射，则称f是零伦的．

例5　设X是En 的凸集，则idX ∶X→X零伦（例1）．设e是X到X的一个常值映

射，则  对任何拓扑空间Y和连续映射f∶X→Y，  （用命
题4.2），f  e是常值映射，因此f是零伦的．特别对道路连通空间Y，［X，Y］只
有一个映射类（见本节习题2）．

I＝［0，1］是凸集，因此拓扑空间X上每条道路（注意它是映射）都同伦于点
道路．道路连通空间的任何两条道路都同伦．这样，道路的一般同伦并不能反映出
空间的很多信息．对道路，下面所用的是一种有附加要求的同伦．

定义4.2　设A⊂X，f，g∈C（X，Y）．如果存在f到g的同伦H，使得当a∈A
时，H（a，t）＝f（a）＝g（a），∀t∈I，则称f和g相对于A同伦，记作

 称H是f到g的相对于A的同伦，记作  （或

．

例6　设Y是En 的凸集，f，g∈C（X，Y）．如果x使得f（x）＝g（x），则f到
g的直线同伦H满足H（x，t）＝f（x）＝g（x），∀t∈I．记A＝｛x∈X｜f（x）＝
g（x）｝，则

下面是命题4.1和4.2的平行结果，证明从略．

命题4.3　取定A⊂X，则C（X，Y）中相对于A的同伦也是等价关系．

命题4.4　设  并且f0 （A）⊂B，

则

定义4.3　设a，b是X上的两条道路，如果  则称a与b定端同
伦，记作

显然  的一个必要条件是a与b有相同的起终点．a到的一个定端同伦是从矩
形I×I到X的一个连续映射．它把左右侧边分别映为a（0）点和a（1）点，在下底和
上底上的限制分别是道路a和b（图4-5）．



图　4-5

X的所有道路在  关系下分成的等价类称为X的道路类．X的所有道路类的集合
记作［X］．一条道路a所属的道路类记作〈a〉，称a的起、终点为〈a〉的起、终
点．起终点重合的道路类称为闭路类．称起（终）点为它的基点．

习　题

1．验证直线同伦的连续性．

2．设y1 ，y2 ∈Y，  是将X映为｛yi ｝的常值映射．证明：

 与y2 在Y的同一道路分支中．

3．证明：如果连续映射f：X→Sn 不满，则f零伦．

4．证明：连续映射f：X→Y零伦  f可扩张到CX上．

5．设f：X→Y连续，X中道路  证明

6．记p：I→S1 规定为p（t）＝ei2πt ．f，g∈C（S1 ，X）．证明

7．设X是En 中的凸集，则X上有相同起、终点的两条道路必定端同伦．

8．证明：如果连续映射f：S1 →S1 与恒同映射不同伦，则f有不动点．

§2　基本群的定义



基本群是在道路及其运算（逆和乘积）的基础上建立的．但道路不能直接当作
元素来建立群．有两个问题：一是道路的乘法没有结合律；二是并非任何两条道路
都可相乘．我们用道路类替代道路，解决了第一个问题；用取定基点的办法解决第
二个问题．

2.1　道路类的逆和乘积

命题4.5　（1）如果  则

（2）如果  并且ac有意义，则

证明　（1）设  作H′：I×I→X为

H′（s，t）＝H（1－s，t），

容易验证

（2）设  作H：I×I→X为（图4.6）

由于a（1）＝c（0），  时H1 （1，t）＝a（1）＝c（0）＝H2 （0，

t），H的定义合理．根据粘接引理，H连续．容易验证  　▎



图　4-6

定义4.4　（1）规定道路类α的逆  其中a∈α；

（2）若道路类α的终点与β的起点重合，规定α与β的乘积αβ＝〈ab〉，其中
a∈α，b∈β．

命题4.5说明定义是合理的（与a，b的选择无关）．

α-1 的起点和终点分别是α的终点和起点；αβ的起点和终点分别是α的起点和β
的终点．

由道路逆和乘积的性质：   马上得到（α-1 ）-1 ＝α；（αβ）-1 ＝
β-1 α-1 ．

2.2　道路类运算的性质

命题4.6　设f：X→Y是连续映射，a，b是X上两条道路．

（1）如果  则



（2）如果a与b可乘，则f  a与f  b也可乘，并且

（f  a）（f  b）＝f  （ab）；

（3）

证明　（1）见上节习题5．请读者自己验证（2）与（3）．　▎

根据（1），f导出一个对应fπ ：［X］→［Y］为fπ 〈a〉＝〈f  a〉；

（2）和（3）分别说明fπ 保持乘积运算和逆运算：

fπ （αβ）＝fπ （α）fπ （β），（fπ （α））-1 ＝fπ （α-1 ）．

道路乘法没有结合律，即一般来说（ab）c≠a（bc）．（ab）c在I的第一个四
分之一段按a走，第二个四分之一是b，剩下二分之一是c；但是a（bc）中a占了前
二分之一，b和c各占后面的两个四分之一．

命题4.7　道路类乘法有结合律．

证明　就是要证明当a（1）＝b（0），b（1）＝c（0）时，  

图　4-7

规定f：［0，3］→X为

记  是［0，3］上的道路（图4-7）：



 则

 和  是凸集［0，3］上从0到3的两条道路，因此  
（上节习题7）．再用命题4.6的（1）和（2），得到

 　▎

命题4.8　设道路类α的起终点分别是x0 和x1 ．记  分别是x0 ，x1 处

的点道路，则

（1）

（2）

证明　记idI 是I的恒同映射，e0 ，e1 分别是I上在0，1处的点道路．取

a∈α．则  i＝0，1．利用I的凸性，有

用a分别与上述各式的两边复合，得到

因此  　▎

命题4.8说明点道路所在道路类有单位性．

2.3　空间的基本群和连续映射诱导的基本群的同态

设X是一个拓扑空间，取定x0 ∈X．把X的以x0 为基点的所有闭路类的集合记作

π1 （X，x0 ）．于是π1 （X，x0 ）中任何两个元素都是可乘的，乘积仍在π1



（X，x0 ）中．

定义4.5　称π1 （X，x0 ）在道路类乘法运算下构成的群为X的以x0 为基点的

基本群．

命题4.7保证了乘法有结合律，命题4.8说明  是单位元，α的逆就是α-1 ．

例　设X是En 的凸集，x0 ∈X是任一点．因为x0 处的任意两条闭路都定端同

伦，所以π1 （X，x0 ）只有一个元素，它是平凡群．

设f：X→Y是连续映射，我们已建立保持乘法运算的对应fπ ：［X］→［Y］．

如果x0 ∈X，记y0 ＝f（x0 ），则当α∈π1 （X，x0 ）时，fπ （α）∈π1 （Y，

y0 ）．因此fπ 在π1 （X，x0 ）上的限制fπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （Y，y0 ）

是一个同态．

定义4.6　如果f：X→Y连续，x0 ∈X，y0 ＝f（x0 ），称同态fπ ：π1 （X，

x0 ）→π1 （Y，y0 ）为f诱导出的基本群同态．

注意这里基点x0 是可以任意取的．因此f诱导出许多基本群同态（对每个点

x∈X有一个同态），它们都记作fπ ．

命题4.9　设f：X→Y，g：Y→Z都是连续映射，x0 ∈X，y0 ＝f（x0 ），z0
＝g（y0 ）．则

　　（g  f）π ＝gπ  fπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （Z，z0 ）．

证明　设α∈π1 （X，x0 ）．取a∈α，则

（g  f）π （α）＝〈g  f  a〉＝gπ （〈f  a〉）＝gπ  fπ
（α）．　▎

显然，若id：X→Y是恒同映射，则

idπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （X，x0 ）



是恒同自同构，即idπ （α）＝α，∀α∈π1 （X，x0 ）．

定理4.1　若f：X→Y是同胚映射，x0 ∈X，y0 ＝f（x0 ），则fπ ：π1 （X，

x0 ）→π1 （Y，y0 ）是同构．

证明　设g是f的逆映射，g导出同态gπ ：π1 （Y，y0 ）→π1 （X，x0 ）．由

命题4.9．

gπ  fπ ＝（g  f）π ＝idπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （X，x0 ）

是恒同同构，同理fπ  gπ ：π1 （Y，y0 ）→π1 （Y，y0 ）也是恒同同构．

因此fπ 与gπ 是一对互逆的同构．　▎

定理说明基本群是拓扑不变量．

2.4　基本群与基点的关系

基本群是由空间和基点共同决定的．那么同一空间在不同基点处的基本群有什
么关系？下面回答这个问题．

先设x0 与x1 是在X的同一道路分支中的两点．设ω是从x0 到x1 的一个道路

类．∀α∈π1 （X，x0 ），ω-1 αω∈π1 （X，x1 ）．于是，由ω＃ （α）＝ω-1

αω规定了对应ω＃ ：π1 （X，x0 ）→π1 （X，x1 ）（图4-8）．

图　4-8

定理4.2　若ω是从x0 到x1 的道路类，则

（1）如果ω′是从x1 到x2 的道路类，则



（2）ω＃ ：π1 （X，x0 ）→π1 （X，x1 ）是同构．

证明　（1）假设α∈π1 （X，x0 ），

　　（ωω′）＃ （α）＝（ωω′）-1 αωω′＝ω′-1 （ω-1 αω）ω′

　　　　　　　　

（1）得到证明．

（2）任取α，β∈π1 （X，x0 ），则

　　　　ω＃ （α）ω＃ （β）＝ω-1 αωω-1 βω

　　　　　　　　　　　　＝ω-1 αβω（用命题4.8）

　　　　　　　　　　　　＝ω＃ （αβ）

因此ω＃ 是同态．

根据（1），  显然是恒同同构；同理

也是恒同同构．因此ω＃ 是同构，  是它的逆．　▎

从定义容易看出，当ω∈π1 （X，x0 ），ω＃ 是π1 （X，x0 ）上的一个内自

同构．

至此，我们已证明，当x0 与x1 属于X的同一道路分支时，

 并且从x0 到x1 的每个道路类都决定从π1 （X，x0 ）到

π1 （X，x1 ）的一个同构．一般地这个同构与道路类的选择有关．

如果X是道路连通的，则它的基本群的同构型与基点的选择无关．这个同构型就
叫作X的基本群，记作π1 （X）．



定义4.7　道路连通并有平凡基本群的拓扑空间称为单连通空间．

例如D2 ，I以及欧氏空间的任何凸集都是单连通的．

命题4.10　设A是X的一个道路分支，x0 ∈A，i：A→X是包含映射．则

iπ ：π1 （A，x0 ）→π1 （X，x0 ）

是同构．

证明　设a是X上在x0 处的闭路．a（I）是道路连通的，并且包含x0 ，因此

a（I）⊂A．这样a也可看作A中的道路，由此得出iπ 是满的．

如果在X中，  则H的像也是包含x0 的道路连通子集，从而在A中．这说

明在A中也有  由此得到iπ 是单的．　▎

设x0 ，x1 在X的不同的道路分支中．记Ai 是包含xi 的道路分支，命题说明

一般来说，π1 （A0 ）与π1 （A1 ）是没有什么联系的．因此当x0 ，x1 不在

同一道路分支中时，π1 （X，x0 ）与π1 （X，x1 ）没有关系．

习　题

1．设X是平凡拓扑空间．证明对任何x0 ∈X，π1 （X，x0 ）是平凡群．

2．设X是离散拓扑空间，x0 ∈X．证明π1 （X，x0 ）是平凡群．

3．设x0 是（R，τ2 ）（见第二章§6）的一点，证明（R，τ2 ）在x0 的基本群

是平凡群．

4．设f：X→Y连续，xi ∈X，yi ＝f（xi ），i＝0，1．记ω是从x0 到x1 的

道路类．证明下面的同态图表可交换：



5．设A是X的收缩核，i：A→X是包含映射，r：x→A是收缩映射．证明∀x0
∈A，iπ ：π1 （A，x0 ）→π1 （X，x0 ）是单同态，rπ ：π1 （X，x0 ）→π1

（A，x0 ）是满同态．

6．设X单连通，a，b是X中有相同起、终点的道路，证明  

7．设ω＃ ，  是x0 到x1 的两个道路类．证明

 在π1 （X，x0 ）的中心里（即

ωω′-1 与任一α∈π1 （X，x0 ）都可交换：ωω′-1 α＝αωω′-1 ）．

8．证明若x0 ，x1 在X的同一道路分支中，则从x0 到x1 的任一道路类决定相

同的同构  π1 （X，x0 ）是交换群．

9．试直接构造从（ab）c到a（bc）的定端同伦．

§3　Sn 的基本群

基本群的定义不是构造性的，不能用来计算基本群．事实上也不存在对任何空
间都有效的一般计算方法．因此基本群的计算就成为我们所面临的问题．许多有效
的方法都是利用基本群的性质以及一些技巧，把所作计算转化为求较简单空间的基
本群．当然，这些较简单空间的基本群必须会算．本节所讲的Sn 的基本群就经常作
为求其他空间基本群的基础．

3.1　S1 的基本群

S1 的基本群可以作为下章中的复叠空间理论的一个应用而得到．它在基本群的
计算和应用中的地位是非常重要的，因此我们还是要先介绍一个比较初等的计算方



法．

把S1 看作复平面上的单位圆，S1 ＝｛z∈C｜‖z‖＝1｝．取z0 ＝1∈S1 作基

点．

设a是基点为z0 的闭路，当t从0变到1时，a（t）从z0 出发在S1 上运动，并回

到z0 ，就像一个赛跑运动员从跑道上的一点出发，最后跑回起点．首先，我们将规

定a的“圈数”概念；然后再说明圈数就是判别闭路定端同伦的数量标志，由此得出
π1 （S1 ，z0 ）的结构．

规定连续映射p：E′→S1 为p（t）＝ei2πt ，它在计算中起了关键性作用．p在局
部上是同胚的：记Jt ＝（t，t＋1），则p｜Jt ：Jt →S1 是嵌入映射．记pt ＝p

｜Jt ：Jt →S1 ｛ei2πt ｝，pt 是同胚映射．并且  （图

4-9）．

设X是一个拓扑空间，f：X→S1 连续．X到E1 的连续映射  如果满足
 即左面的映射图表可交换，则称  是f的一个提升．



图　4-9

引理1　如果f不满，x1 ∈X，t1 ∈E1 使得p（t1 ）＝f（x1 ），则存在f的提

升  使得

图　4-10

证明　由于f不满，可取  则f（X）⊂S1 ｛z｝．由于

p（t1 ）＝f（x1 ）≠z，存在整数n，使得t1 ∈Jt＋n （图4-10）．规定

这里it＋n ：Jt＋n →E1 是包含映射．于是

并且不难看出  　▎

引理2　设a是S1 上的道路，t0 ∈E1 使得p（t0 ）＝a（0），则存在a的唯一

提升  使得



证明　存在性　取自然数m，将I等分成m个小区间：

 使得a｜Ii （i＝1，2，…，m）不满．利用引理1，顺

次规定a｜Ii 的提升  使得  ∀i＝1，2，…，m-

1．根据粘接引理，由各个  并合成的映射   是连续的，它是a的提升，并
且

唯一性　设  都是a的提升．作  ∀t∈I，
 因此f（t）是

整数．但f是连续的，I连通，因此它一定是常值函数．如果  则
f（0）＝0，从而f（t）＝0，∀t∈I，即   ∀t∈I．于是
　▎

在唯一性部分的证明中我们已说明，同一道路a的两个提升  与  相差一个常
数，因此  或   即

 是与提升  的选择无关，完全由a决定的常数．如果a是基点为z0 的

闭路，就称这个常数为a的圈数，记作q（a），即

这里  是a的任一提升．q（a）是整数（因为  和  都是整数）．

引理3　设a，b是S1 上基点为z0 的两条闭路，使得∀t∈I，a（t）≠－

b（t），则q（a）＝q（b）．

证明　取a和b的提升  和  ，使得  规定   则f是
I上的连续函数，f（0）＝0．如果q（a）≠q（b），不妨设q（a）＞q（b），则

f（1）＝q（a）－q（b）是自然数，从而有t∈I，使得  即

 于是   与条件矛盾．　▎

引理4　设a，b是S1 上基点为z0 的闭路，则  

证明　  ．设  记ht 是H的t-切片，∀t∈I．由于H是一致连续



的，存在δ＞0，使得｜t1 －t2 ｜＜δ时，   由引理3，

 于是q（ht ）不依赖于t，q（a）＝q（h0 ）＝q（h1 ）＝

q（b）．

 ．作  是a，b的提升，使得  则
 因此  是E1 上有相同起终点的道路，从而

 　▎

定理4.3　π1 （S1 ，z0 ）是自由循环群．

证明　设α∈π1 （S1 ，z0 ），规定q（α）＝q（a），a∈α，得到映射q：π1

（S1 ，z0 ）→Z．

设α＝〈a〉，β＝〈b〉．作a，b的提升  和  ，使得  则
是ab的提升．它的起、终点为  和  于是

　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

这说明q保持运算，是同态．引理4说明q是单同态．

记a0 ：I→S1 为a0 （t）＝ei2πt ，显然q（a0 ）＝1，q（〈a0 〉）＝1．对任

何正整数  因此q又是满同态，从而是同构．于是，
π1 （S1 ，z0 ）是由〈a0 〉生成的自由循环群．　▎

3.2　n≥2时，Sn 单连通

Sn （n≥2）是道路连通的，下面证明π1 （Sn ）平凡．

命题4.11　设X1 ，X2 都是X的开集，其中X2 是单连通的，并且X1 ∪X2 ＝

X，X1 ∩X2 非空，道路连通．则有iπ ：π1 （X1 ，x0 ）→π1 （X，x0 ）是满同

态，这里i：X1 →X是包含映射，x0 ∈X1 ．



证明　只须证明X上以x0 为基点的任一闭路a定端同伦于X1 上的闭路．记X0 ＝

X1 ∩X2 ．

记Ui ＝a-1 （Xi ），i＝1，2．则｛U1 ，U2 ｝是I的开覆盖．记δ是它的

Lebesgue数．取正整数  等分I为小段．则每个小段包含在U1 或U2 中．

如果分割点不在U1 ∩U2 中，则它所在Ui 必定包含与它连接的那两个小段．把这样

的分割点去掉，得到I的一个新的分割，它的每个分割点都在U1 ∩U2 中，每个小区

间都包含在U1 或U2 中．

图　4-11

设  是所有不在U1 中的区间．于是就有∀i，a（Ii
）⊂X2 ，且a（ti ），  作bi ：Ii →X0 ，使得b（ti ）＝a（ti
），  由于X2 单连通，有   （§2习题6）

（图4-11）．作道路b：I→X为

作H：I×I→X为



则  　▎

推论　若X是它的两个单连通开集X1 ，X2 的并集，并且X1 ∩X2 非空，道路连

通，则X也单连通．

证明　因为X1 ，X2 单连通，所以它们都道路连通．又因为它们相交非空，所

以它们的并集X也道路连通．

根据命题4.11，∀x0 ∈X1 ∩X2 ，π1 （X，x0 ）＝iπ （π1 （X1 ，x0 ））

是平凡群．　▎

当n≥2时，取Sn 上两点x1 ，x2 ．记Xi ＝Sn ｛xi ｝（i＝1，2），则

是单连通的，  是道路连通的．用推论，得出Sn 是单连通的．

3.3　T2 的基本群

T2 ＝S1 ×S1 ．我们先证明关于乘积空间基本群的一个定理，用它求出T2 的基
本群．

定理4.4　设x0 ∈X，y0 ∈Y，则

（右边记号“×”表示群的直积．）

证明　规定φ：π1 （X×Y，（x0 ，y0 ））→π1 （X，x0 ）×π1 （Y，y0 ）

为φ（γ）＝（（jx ）π （γ），（jy ）π （γ）），　∀γ∈π1 （X×Y，（x0 ，

y0 ）），其中jx 和jy 分别是X×Y到X和Y的投射．φ显然是同态．

φ是满同态　∀α＝〈a〉∈π1 （X，x0 ），β＝〈b〉∈π1 （Y，y0 ），作

X×Y中的闭路c为c（t）＝（a（t），b（t）），则（jx ）π （〈c〉）＝〈jx 

c〉＝〈a〉＝α；同样地（jy ）π （〈c〉）＝〈b〉＝β．于是φ（〈c〉）＝

（α，β）．

φ是单同态　设φ（γ）＝1，c∈γ．于是  记



 规定F：I×I→X×Y为F（s，t）＝（H（s，t），
G（s，t））．容易验证  （e为（x0 ，y0 ）处的点道路），因此γ＝〈c〉

＝1．　▎

应用此定理到T2 上，得到

对任何正整数n，有

推论

证明　基本群是拓扑不变量，而  因此   　▎

习　题

1．设映射f：S1 →S1 规定为f（z）＝－z．试描述同态fπ ：π1 （S1 ，1）

→π1 （S1 ，－1）．

2．设f：S1 →S1 规定为f（z）＝zn ，n∈Z．试描述同态fπ ：π1 （S1 ，1）

→π1 （S1 ，1）．

3．设f，g：（S1 ，1）→（Y，y0 ）都连续，且fπ ＝gπ ：π1 （S1 ，1）

→π1 （Y，y0 ），证明

4．设X由两个相切的圆周构成（图4-12），切点记作x0 ．Y是一拓扑空间．连

续映射f，g：X→Y满足f（x0 ）＝g（x0 ）＝y0 ．证明如果fπ ＝gπ ：π1 （X，

x0 ）→π1 （Y，y0 ），则  

图　4-12



5．证明平环的基本群是自由循环群．由此说明平环与D2 不同胚．

6．举例说明，命题4.11中X1 ∩X2 道路连通的条件不可缺少．

7．证明若x∈E2 ，U是x的邻域，则U｛x｝不单连通．

§4　基本群的同伦不变性

本节穿插着讲两方面的内容：拓扑空间的同伦等价和基本群的同伦不变性．前
者介绍拓扑空间集合中的一种新的等价关系，并讨论各种常用情况，它们都是代数
拓扑学的重要的基本概念；后者包括同伦的映射导出的基本群同态间的关系以及基
本群的伦型不变性，它们在基本群的计算和应用中起了十分重要的作用．

4.1　同伦的映射导出的基本群同态间的关系

设  于是f可以逐渐地变为g，那么基本群同态fπ 也应该“逐渐

地”变为gπ ．也就是说fπ 与gπ 应该有着密切的联系．下面来探讨这种联系．

取定x0 ∈X．记y0 ＝f（x0 ），y1 ＝g（x0 ）．一般来说y0 ≠y1 ，因此fπ
和gπ 是从π1 （X，x0 ）分别到不同群π1 （Y，y0 ）和π1 （Y，y1 ）的两个同

态．设  由w（t）＝H（x0 ，t），t∈I，规定了Y中从y0 到y1 的道路

w，称为H在x0 处的踪．记ω＝〈w〉．由定理4.2知，有同构ω＃ ：π1 （Y，y0 ）

→π1 （Y，y1 ）．

定理4.5　gπ ＝ω＃  fπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （Y，y1 ），即图表可交

换．



证明　∀〈a〉∈π1 （X，x0 ），要验证gπ （〈a〉）＝ω＃ （fπ
（〈a〉）），即ω〈g  a〉＝〈f  a〉ω，或

规定F：I×I→Y为F（s，t）＝H（a（s），t）（图4-13）．记b0 ，b1 ，c0
和c1 是I×I上的道路，规定为：bi （t）＝（t，i），ci （t）＝（i，t），i＝

0，1．于是F  ci ＝w，i＝0，1；F  b0 ＝f  a，F  b1 ＝g  a．在凸集

I×I上，道路c0 b1 与b0 c1 有相同的起、终点，从而  此式两边都与F

复合，得到  　▎

图　4-13

定理4.5说明，当  时，fπ 与gπ 相差一个同构．因此它们会具有许多共

同的性质．例如当其中一个是单同态（或满同态，或同构）时，另一个也是．如果f
零伦，则fπ 是平凡同态．

4.2　拓扑空间的同伦等价

定义4.8　设X与Y为两个拓扑空间．如果存在连续映射f：X→Y和g：Y→X，使
得

则说X与Y是同伦等价的（或有相同的伦型），记作  称f和g为同伦等价
（映射）．称g是f的一个同伦逆，反之f也是g的同伦逆．

不难验证（验证过程略），同伦等价是拓扑空间集合中的等价关系．并且，每



个同胚映射f：X→Y都是同伦等价，因此   但  推不出
 也就是同伦等价是比同胚更广泛的等价关系．每个同伦等价类都由若干个同

胚等价类所构成．

同胚映射的逆是唯一的，而同伦等价（映射）的同伦逆却不是唯一的，它们构
成一个映射类（本节习题3）．

例1　

记r：E2 →E1 为r（x，y）＝x，i：E1 →E2 为i（x）＝（x，0），则
 规定H：E2 ×I→E2 为H（x，y，

t）＝（x，ty），则H是i  r到id  的一个同伦．

显然  因为E1 去掉一点就不连通，E2 则不然．

例2　对任何拓扑空间X，

记j：X×I→X是投射，i0 ：X→X×I为i0 （x）＝（x，0），则

 （请自己构造同伦．）

因为平环是S1 ×I，所以它与S1 同伦等价．

命题4.12　若f：X→Y是同伦等价，x0 ∈X，y0 ＝f（x0 ），则fπ ：π1

（X，x0 ）→π2 （Y，y0 ）是同构．

图　4-14



证明　设g是f的一个同伦逆．g（y0 ）＝x1 （图4-14）．因为

 所以gπ  fπ ＝（g  f）π ：π1 （X，x0 ）→π1 （X，x1 ）

与idπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （X，x0 ）相差一个同构（定理4.5），而idπ 是恒

同同构，因此gπ  fπ 是同构．从而fπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （Y，y0 ）是单同

态，gπ ：π1 （Y，y0 ）→π1 （X，x1 ）是满同态．再利用  用同样

方法推出gπ ：π1 （Y，y0 ）→π1 （X，x1 ）是单同态．于是gπ 是同构，从而fπ
：π1 （X，x0 ）→π1 （Y，y0 ）也是同构．　▎

作为直接的推论，有

定理4.6　若  且它们道路连通，则

利用这定理，可把计算一个空间的基本群问题转化为求伦型相同而比较简单的
空间的基本群．例如从平环  和  得到平环的基本群也是自由循环
群．

根据这个定理，基本群还可用来判定空间不同伦等价．例如平环与D2 不同伦等
价，因为平环的基本群是自由循环群，而π1 （D2 ）平凡；  因为

4.3　形变收缩核

许多常见的空间同伦等价的例子直接或间接地和形变收缩核概念有关．

定义4.9　设A是X的子空间，i：A→X是包含映射．如果存在收缩映射r：
X→A（即r  i＝idA ：A→A），使得   ，就称A是X的一个形

变收缩核．

显然，r与i是一对互为同伦逆的同伦等价．因此

设H是从idX 到i  r的一个同伦，则

　　　　H（x，0）＝x，　∀x∈X，　　　　（1）

　　　　H（x，1）∈A，　∀x∈X，　　　　（2）



　　　　H（a，1）＝a，　∀a∈A．　　　　（3）

定义4.9a　设A是X的子空间，连续映射H：X×I→X如果满足上述三个条件
（1），（2），（3），就称H是X到A的一个形变收缩．

于是，当A是X的形变收缩核时，就存在从X到A的形变收缩．反之，当H是从X到
A的形变收缩时，可规定收缩映射r：X→A，使得i  r（x）＝H（x，1），则

 从而A是X的形变收缩核．因此，形变收缩核与形变收缩只是同一
件事的两种不同定义方式，它们分别从空间和映射这两个不同角度作描述．

例3　把乘积空间X×I的子集Xs ＝X×｛s｝称为它的s-切片．则每个s-切片都

是X×I的形容收缩核．

取定s0 ，则X×I到  的一个形变收缩可规定为

H（x，s，t）＝（x，（1－t）s＋ts0 ）．

例4　Sn-1 是En ｛O｝的形变收缩核．形变收缩H可规定为

相应的收缩映射是由  所规定的映射（图4-15）．

如果X⊂En ，A是X的子集，且有收缩映射r：X→A，使得  ∀x∈X，
则i  r与idX 间可建立直线同伦，因而A是X的形变收缩核．特别地，当X是凸集

时，它的每个收缩核都是形变收缩核．

例5　Dn ×｛O｝∪Sn-1 ×I是Dn ×I的形变收缩核（图4-16）．

若Dn ×I看作En+1 的子集

则它是一个凸集．为了说明结论只须作一个收缩映射．以点P（0，…，0，2）
为中心作中心投射r，将Dn ×I上各点映射到Dn ×｛0｝∪Sn-1 ×I上（即∀x∈Dn



×I，r（x）是连结P与x的直线与Dn ×｛0｝∪Sn-1 ×I的交点），则r是收缩映射．

图　4-15

图　4-16

图　4-17

例6　图4-17中的三个图形（a），（b）和（c）互相同伦等价，因为它们都是



挖去了两点的平面的形变收缩核．图4-18是E2 ｛O1 ，O2 ｝到图4-17（a）图形的

一个收缩映射r的图示（两个圆内的点分别用从圆心作的中心投射映到圆周上，左
（右）侧部分映到x1 （x2 ），两圆的上（下）方部分作垂直向下（上）投影）．

  因此图4-17中（a）图形是E2 ｛O1 ，

O2 ｝的形变收缩核．

图4-17中（a），（b），（c）这三个图形互相不同胚，并且，任何一个不能
嵌入到另一个图形中，因此它们之间没有形变收缩核现象．

图　4-18

X到A的一个形变收缩H如果保持A中的点不动，即形变收缩定义中的条件（3）改
成

　　　　　　H（a，t）＝a，　∀a∈A，t∈I，　　　　（3′）

则称H是一个强形变收缩，称A是X的强形变收缩核．这时有
 于是，强形变收缩就是保持形变收缩核中的每一点不动的

形变收缩．

上面几个例子中出现的都是强形变收缩（核）．下面例中的形变收缩核不是强
形变收缩核．



例7　设X是E2 的篦形子集（见第二章§5例3），A⊂X是Y轴（图4-19）．规定X
到A的形变收缩H为

因此A是X的形变收缩核．但是不存在X到A的强形变收缩（请读者自己证明）．

下面我们给出构造一个商空间的形变收缩的有用方法．

图　4-19

命题4.13　设f：X→Y是商映射，A⊂X，B＝f（A）．如果H是X到A的（强）形
变收缩，并且满足条件：当  时，∀t∈I，  则存在Y到B
的（强）形变收缩．

证明　规定G：Y×I→Y为G（y，t）＝f（H（x，t）），其中x∈f-1 （y）．H
满足的条件保证了G是确定的，并且G  （f×idI ）＝f  H．（见右面图表）根

据定理3.3，f×idI 是商映射．f  H是连续的，根据定理3.la，G连续．



∀y∈Y，取x∈f-1 （y），则G（y，0）＝f（H（x，0））＝f（x）＝y；
G（y，1）＝f（H（x，1））∈f（A）＝B．∀b∈B，取A中点a∈f-1 （b），则
G（b，1）＝f（H（a，1））＝f（a）＝b．于是G是Y到B的形变收缩．如果H是强形
变收缩，则G（b，t）＝f（H（a，t））＝f（a）＝b，因此G也是强形变收缩．　▎

例8　拓扑锥CX以锥顶为强形变收缩核．

CX＝X×I/X×｛1｝，记f：X×I→CX是粘合映射．作X×I到X×｛1｝的强形变收
缩H：（X×I）×I→X×I为

H（x，t，s）＝（x，（1－s）t＋s），

则H满足命题4.13的条件，从而H导出CX到锥顶f（X×｛1｝）的强形变收缩．

例9　Möbius带以腰圆为强形变收缩核．

图　4-20

记X是Möbius带，它是矩形M粘合两侧边所得商空间．记f：M→X是商映射．设A
是连结M的两侧边中点的线段，则f（A）是X的腰圆．记r：M→A是沿竖直方向把M压
向A（图4-20）．则从idM 到i  r的直线同伦是X到A的一个强形变收缩，并且满足

命题4.13的条件，从而导出X到腰圆的强形变收缩．

记x0 是腰圆上一点，a是以x0 为基点，并沿腰圆走一圈的闭路，则π1 （X，x0



）是由〈a〉生成的自由循环群．

例10　环面T2 去掉一点后，以一个经圆和一个纬圆的并集为强形变收缩核（图
4-21）．

图　4-21

设M为一矩形，O为M的一个内点，则M｛O｝粘接a和b后得到T2 挖去一点．M的边
界Γ是M｛O｝的强形变收缩核，任一强形变收缩导出T2 去掉一点到Γ粘合而得的经圆
和纬圆的强形变收缩．

用同样方法可以说明，任何闭曲面去掉一点后，可强形变收缩为曲面上的一个

圆束（即两两相交于同一点的一组圆周的并集）  其中

图4-22是双环面的情形．



图　4-22

4.4　可缩空间

可缩空间是伦型最简单的一类空间．

定义4.10　与单点空间同伦等价的拓扑空间称为可缩空间．

所有可缩空间构成一个空间的同伦等价类，它是最简单的一个等价类．可缩空
间是道路连通的（见习题4），并且是单连通的．

命题4.14　如果X是可缩空间，则∀x∈X都是X的形变收缩核．

证明　从X到｛x｝只有一个映射，记作r．因为X可缩，r是同伦等价．由于X道
路连通，｛x｝到X的映射类只有一个，从而哪一个都是r的同伦逆（习题3）．于是
包含映射i：｛x｝→X也是r的同伦逆，即  这说明｛x｝是X的形变收缩
核．　▎

欧氏空间En 及En 中的凸集都是可缩空间．CX也是可缩的，例7中的空间也是可
缩的．下面给出两个直观上难以想象的可缩空间的例子．

例11　图4-23中的空间X是这样构造的：一个带上下底面的圆筒用一截面隔成
上下两室，每一室再在另一室中开一出口（用与筒壁相切的小圆柱面做成）．很难
直接看出X可形变收缩到它的某一点．但X确实是可缩的，因为它是实心圆柱体的形
变收缩核．请读者构造一个从圆柱体到X的形变收缩．



图　4-23

例12　把三角形的三边如图4-24（a）中所示粘合，得到所谓“蜷帽”，记作
Q．难以想象Q的可缩性．但它也确实是可缩的．下面给出此断言的论证概要．

图　4-24

Q可看成一个圆锥体的侧面粘合底边与一条母线而得商空间（图4-24（b））．
作圆锥体的商空间S，它是把圆锥体的底边与一条母线粘合，而得到的（图4-



24（c））．因为圆锥体的侧面是圆锥体的强形变收缩核，所以Q是S的强形变收缩
核．而S可强形变收缩为图4-24（d）中的图形，而后者是一圆盘．这样S可缩．从
而Q也可缩．请读者自己补出以上论证的细节．

习　题

1．设Y道路连通，且π1 （Y）是交换群．如果  并且对x0 ∈X，

f（x0 ）＝g（x0 ）＝y0 ．则

fπ ＝gπ ：π1 （X，x0 ）→π1 （Y，y0 ）

2．设f，g都是S1 到S1 的连续映射，并且都保持1∈S1 不动．则

3．设f：X→Y是一个同伦等价，则f的所有同伦逆构成Y到X的一个映射类．

4．与道路连通空间同伦等价的拓扑空间也道路连通．

5．π0 （X）表示空间X的道路分支的集合．证明若  则π0 （X）与π0

（Y）之间可建立一一对应．

6．若B是A的形变收缩核，A是X的形变收缩核，则B也是X的形变收缩核．

7．若B⊂A⊂X，A是X的收缩核，B是X的形变收缩核，则B也是A的形变收缩核．

8．若X1 ，X2 是X的两个闭子集，X1 ∪X2 ＝X，又X0 ＝X1 ∩X2 非空，且是X

的形变收缩核．则X0 也是X1 和X2 的形变收缩核．

9．设Y是可缩空间．证明任何拓扑空间到Y只有一个映射类．

10．设X是Möbius带，A是它的边界，x0 ∈A．证明包含映射i：A→X诱导的同

态iπ ：π1 （A，x0 ）→π1 （X，x0 ）不是同构．

11．证明Möbius带的边界不是它的收缩核．

12．设x0 是Dn 的边界Sn-1 上一点．证明Sn-1 ｛x0 ｝是Dn ｛x0 ｝的形变收缩



核．

13．证明下列各空间互相同伦等价：

（1）球面S2 加一条直径（图4-25（a））；

（2）在环面的一个纬圆上粘接一个圆盘（图4-25（b））；

（3）球面S2 加一圆周S1 （它们相切，图4-25（c））．

图　4-25

14．证明

15．证明

16．设ι是E3 中一条直线．证明π1 （E3 ι）是自由循环群．

§5　基本群的计算与应用

同伦不变性是计算基本群的有效工具．本节介绍计算基本群的另一个常用工
具：Van-Kampen定理，它也能把复杂空间基本群的计算转化为较简单空间基本群的
计算．本节还将介绍基本群的几个有代表性的应用．

5.1　Van-Kampen定理

Van-Kampen定理的叙述和证明都比较复杂，并涉及到较多的代数概念．许多文
献中用母元与关系这种表示群的语言来叙述这个定理．本书中采用一种较容易接受
的形式来表述．将要用到两个群的自由乘积的概念，读者可以在附录A中找到它的定



义．定理的证明也不放在正文中，列为本书的附录B．附录B中还写出了用母元与关
系这种语言来叙述Van-Kampen定理的方式．

k个自由循环群的自由乘积 ② 称作秩为k的有限生成自由群．在每个自由循环群
中取定生成元，得元素组｛a1 ，a2 ，…，ak ｝，则该有限生成自由群的每个元素

都可唯一地用这组元素表出，因此把它称为由｛a1 ，…，ak ｝自由生成的自由

群，并记作F（a1 ，a2 ，…，ak ）．

易证F（a1 ，…，ak ）*F（b1 ，…，bι ）＝F（a1 ，…，ak ，b1 ，…，bι
）．

设A是群G的子集，把G中包含A的最小的子群称为由A生成的子群，记作〈A〉；
把G中包含A的最小正规子群称为由A生成的正规子群，记作［A］．

现在叙述定理．

定理4.7（Van-Kampen定理）　如果拓扑空间X可分解为两个开集X1 与X2 之

并，并且X0 ＝X1 ∩X2 非空，道路连通．则∀x0 ∈X0 ，有

其中iι ：X0 →Xι （ι＝1，2）是包含映射．

如果记  也是包含映射，则同态
 和  决定唯一的同态φ：π1

（X1 ，x0 ）*π1 （X2 ，x0 ）→π1 （X，x0 ）（习题1）．定理的结论可以明确

地表述成：φ是满同态，并且Kerφ＝［｛（i1 ）π （α）（i2 ）π （α-1 ）｜

α∈π1 （X0 ，x0 ）｝］．这就给出了定理要证明的两个方面，其中φ是满同态的

证明还不算太困难（习题2），麻烦的是另一部分．有兴趣的读者可以参看附录B，
也可在参考书目［4］和［5］中找到证明．

定理要求X1 ，X2 都是开集，在许多情况下显得不方便．下面给出它的替代形



式．

定理4.7a　如果定理4.7中X1 ，X2 都改为闭集，并且X0 是它的一个开邻域的

强形变收缩核，其他条件不变，则结论仍成立．

对于不大熟悉代数的人，Van-Kampen定理的结论不大好理解，也不好应用．好
在在本书中只在下列两种特殊的情形应用定理，对代数知识的依赖要少得多．

（1）X0 是单连通的，这时结论简化为

（2）X2 是单连通的，则

特别当π1 （X0 ，x0 ）有生成元组A时，［Im（i1 ）π ］＝［（i1 ）π

（A）］．

5.2　Van-Kampen定理应用举例

例1　圆束  的基本群．

图　4-26

设n＝2，  则  是X的闭子集，  是某个开邻域U的
强形变收缩核（图4-26）．用特殊情形（1），得到



记ai 是x0 处沿  走一圈的闭路，则

一般地，在  中，记ai 是在各圆交点x0 处沿  走一圈的闭路，则

是秩为n的有限生成自由群．

例2　计算闭曲面的基本群．

图　4-27

以Klein瓶为例．矩形M按图4-27所示方式粘接两对邻边，得到的商空间X是
Klein瓶．设A⊂X是由M的边界粘合成的子集，它是两个圆的圆束，记交点为x1 ．

取XA中的一个圆盘，记作X2 ．记  则对X，X1 ，X2 可用定理的特殊情

形（2），得到

其中x0 ∈X0 ＝X1 ∩X2 （是一圆周），d是x0 处沿X0 走一圈的闭路．A是X1
的形变收缩核，从而包含映射i：A→X1 导出同构iπ ：π1 （A，x1 ）→π1 （X1



，x1 ）．利用例1的结果，推出

π1 （X1 ，x1 ）＝F（〈a〉，〈b〉），

〈a〉，〈b〉分别是图4-27中所示闭路a，b在X1 中的闭路类．取ω是X1 中从

x0 到x1 的道路类，则同构ω＃ 把〈d〉映为ω-1 〈d〉ω＝〈a〉2 〈b〉2 ．于是

用同样办法计算任何闭曲面的基本群，得到

下面介绍基本群的几个应用．

5.3　完成闭曲面分类定理3.4的证明

闭曲面分类定理3.4证明的剩下部分是要说明不同类型闭曲面不同胚，为此只须
说明它们的基本群不同构．两个群的不同构并不很容易从它们的结构判定，但交换
群的不同构比较容易判定．为此我们求闭曲面基本群的交换化．关于群的交换化的
有关概念和性质可在附录A中找到．群G的交换化记作  利用命题A.11和A.12可以
算出 ③

于是不同类型的闭曲面的基本群交换化以后不同构，因此基本群也不同构．分
类定理证明完成．

事实上，我们也证明了不同类型的闭曲面的伦型不相同．因此闭曲面的同伦分
类与拓扑分类是一致的．

5.4　Brouwer不动点定理2维情形的证明



我们叙述这个著名定理，并用基本群为工具，完成2维情形的证明．高维的证明
在第八章中完成．

定理4.8（Brouwer不动点定理）　设f是n维实心球Dn 到自身的连续映射，则
存在x∈Dn ，使得f（x）＝x．

证明　用反证法．设f没有不动点，即f（x）≠x，∀x∈Dn ．于是可以规定g：
Dn →Sn-1 为

（图4-28）．则g连续，并且g0 ＝g｜Sn-1 ：Sn-1 →Sn-1 满足g0 （x）≠－x，

∀x∈Sn-1 （请自己验证）．因此  （§1例2）．因为g0 ＝

g  i，其中i：Sn-1 →Dn 是零伦的，所以g0 是零伦的．于是推出  ：Sn-1 →Sn-1

是零伦的．（以上论证对维数n没有加特殊要求．）

当n＝2时，  从而  导出的基本群的自同构不是平凡的；而常值
映射导出平凡的基本群同态，因此  不是零伦的．这个矛盾说明f一定有不动
点．　▎

图　4-28

5.5　代数基本定理的证明



定理4.9（代数基本定理）　复数域上次数大于零的一元多项式有根．

证明　用反证法．设n次复系数多项式  在复平面上无根．于是

a0 ≠0，否则0是根．不妨设an ＝1．∀r＞0，规定fr ：S1 →S1 为

fr （z）＝P（rz）/‖P（rz）‖．

则∀r，  而f0 （z）＝a0 /‖a0 ‖，即f0 是常值映射．于是fr 零伦．

但是不难证明当r→＋∞时，fr （z）→zn ，从而当r充分大时，   这里hn
：S1 →S1 规定为hn （z）＝zn ，它不是零伦的，因为（hn ）π 不是平凡同态．导

出矛盾．　▎

5.6　曲面上的边界点

第三章已对曲面的边界点作了规定：曲面上的点称为边界点，如果它没有同胚
于E2 的开邻域．当然，它就有开邻域同胚于  但是还有不明确的问题．

首先，还没有证明  现在来证明此论断．E2 中去掉任意一点就不再单
连通（同伦等价于S1 ），而  上去掉有些点（确切地说：（x，0）（∀x∈E1 ）
后仍是单连通的（实际上是可缩的），因此

其次，直观上的边界点是不是就是现在意义的边界点？例如对于圆盘D2 ，S1 上
的点是边界点吗？这种点已有同胚于  的开邻域，还会有同胚于E2 的开邻域吗？

命题4.15　设x是拓扑空间X的一点，V是x的一个开邻域，并有同胚映射
 使得f（x）＝0（原点），则x没有同胚于E2 的开邻域．

证明　用反证法．设x有开邻域  g：U→E2 是同胚映射．则  中O的开
邻域f（U∩V）同胚于E2 中的开集g（U∩V）（图4-29）．



图　4-29

取ε＞0，使得  中的球形邻域B（O，ε）⊂f（U∩V）．则B（O，ε）与E2 中某
个开集W同胚，于是B（O，ε）｛O｝同胚于W去掉一点．后者不可缩（§3习题7），
而B（O，ε）｛O｝是可缩的，矛盾．　▎

习　题

1．设G1 ，G2 ，H是三个群．fi ：Gi →H是同态（i＝1，2）．证明存一唯一

同态φ：G1 *G2 →H，使得φ｜Gi ＝fi （i＝1，2）．

2．设X1 ，X2 是X的开集，X1 ∪X2 ＝X，X0 ＝X1 ∩X2 非空，并且道路连

通，x0 ∈X0 ．证明由（i1 ）π ：π1 （X1 ，x0 ）→π2 （X，x0 ）和（i2 ）π

：π1 （X2 ，x0 ）→π1 （X，x0 ）决定的同态φ：π1 （X1 ，x0 ）*π1 （X2 ，

x0 ）→π1 （X，x0 ）是满同态．

3．证明n＞2时，En 去掉有限个点后仍是单连通的．

4．求下列空间的基本群：

（1）E2 中去掉3个点；

（2）S2 中去掉3个点；

（3）T2 上去掉3个点．



5．求下列空间的基本群：

（1）E3 中去掉2条不相交直线；

（2）E3 中去掉3条坐标轴；

（3）“田”字形．

6．把三角形的三条边按图4-30所示方式粘接在一起．求所得商空间的基本群．

7．证明：如果曲面M与N同胚，则它们的边界也同胚．并由此说明Möbius带与
平环不同胚．

图　4-30

8．设f：D2 →E2 连续．证明在下列条件之一成立时，f有不动点：

（1）f（S1 ）⊂D2 ；

（2）∀x∈S1 ，f（x），x与原点不共线；

（3）∀x∈S1 ，线段  过原点．

9．设f：D2 →D2 连续，并且S1 上每一点都不动，证明f是映满的．

10．记  是E3 中以（i，0，0）为球心，  为半径的球面，   （图

4-31）．证明X单连通．



图　4-31

*§6　Jordan曲线定理

平面或球面上同胚于圆周S1 的子集称为Jordan曲线，或称为简单闭曲线．

定理4.10（Jordan曲线定理）　若J是E2 上的一条Jordan曲线，则E2 \J有两
个连通分支，它们都以J为边界．

这是一个应用十分广泛的著名定理．它看起来很直观，而证明起来很困难，但
迄今已有不少证法．下面用基本群为工具给出一个证明．

先指出几个明显事实．

（1）E2 \J是E2 的开集，因此是曲面，并且没有边界点．它局部道路连通，从
而连通分支就是道路分支，并且都是E2 中的开集．

（2）E2 \J有唯一无界连通分支．

图　4-32



（3）如果把定理中E2 换成S2 ，与原定理等价．

引理　D2 上连结边界S1 上两个不同点，并且不经过S1 的其他点的道路a分割D2

（即D2 a（I）不道路连通）．

证明　由于  只须对I×I证明相应的命题．不妨设a是从I×I的顶点
（1，0）到（0，1）的道路，它不经过其他边界点（见图4-32）．我们证明，I×I
中从（0，0）到（1，1）的任一道路b都与a相交，即存在s，t，使得a（s）＝
b（t）．从而（0，0）和（1，1）属于I×Ia（I）的不同道路分支．

用反证法，设∀s，t，a（s）≠b（t）．则可构造连续映射f：I×I→S1 为

则f（0，0）＝1，  记m1 ，m2
，m3 和m4 分别是S1 上在四个象限中的弧（图4-33）．记I×I四条边决定的道路为

 和  如图中所标，则不难发现，  的像在mi 上．由此可看出

 是S1 以1为基点的闭路，圈数为1．但是  是I×I中的闭
路，因此   是π1 （S1 ）的单位元，矛盾．　▎

图　4-33

定理4.10的证明　证明分三步进行．

第一步　证明E2 \J不道路连通．

取J上距离最大的两点A，B（即d（A，B）＝diamJ）．作矩形M，使得A，B恰好



是它一双对边的中点，并且J包含在M中，只有A，B两点在M的边界上（图4-34）．
把J被A，B分割成的两段分别记作J1 和J2 ，它们都同胚于I，从而可看作M上从A到

B的两条道路的像．根据引理，若C和D是M的上、下边的中点，则线段  与J1 和

J2 都相交．记P1 是  与J的最高交点，P2 是最低交点．不妨设P1 ∈J1 ，则P2
∈J2 （否则可设计从C到D的M中一条道路如下：从C直下到P1 ，沿J1 从P1 到P2 ，

再从P2 直下到D，这条道路与J2 无交点）．记P4 是  与J2 的最高交点，P3 是

 与J1 的最低交点，则  的内部无J上的点．取Q为  的一内点．下面

用反证法证明在E2 \J中，Q与M外的部分不在同一分支中．如果有道路a与J不相交，
且a（0）＝Q，a（1）在M外，则a与M的边界必相交．设第一个交点是E点，则E不是
A，B，设E在边界上半部分．构造M中从D到C的道路如下：从D直上P2 ，沿J2 从P2
到P4 ，直上到Q，沿a到E，再沿M的边界的上半部分从E到C．这是一条与J1 不相交

的道路，与引理的结论相矛盾．

图　4-34

第二步　证明E2 \J的每个连通分支都以J为边界．

对于E2 \J的一个有界连通分支U，记  就是U的边界．因为E2 \J的
每个连通分支都是开集，它们都与  不相交，从而与∂U不相交，于是∂U⊂J．下面
用反证法证∂U＝J．如果∂U≠J，则由于  ∂U是J的闭子集，一定存在J的一闭
弧  使得∂U⊂L．利用Tietze扩张定理，对于E2 的闭集L，id：L→L可扩张
为收缩映射r：E2 →L．构造连续映射f：E2 →E2 如下：



其中i：L→E2 是包含映射（注意到当  时，i  r（x）＝x，
这说明f的合理性）．  是有界的，不妨设它在D2 的内部．于是由f在D2 上的
限制得到D2 的自映射f0 ：D2 →D2 ，它在S1 上不动，并且f0 不满（因为U⊂D2 ，

而且∀x，  这与§5习题9的结果矛盾．

对于无界分支U，证法相同，只须把f的定义修改为：

第三步　证明只有两个分支．

否则，存在E2 \J的分支V，使得  作M中从C到D的道路b为：从C直下
到P1 ，沿J1 从P1 到P3 ，直下到P4 ，再沿J2 到P2 ，直下D．则b不经过V，即

V⊂Mb（I）．由引理，A，B在Mb（I）的不同分支中，而A，B都在J上，  于
是A，B和应在Mb（I）的同一分支中．这个矛盾否定了V的存在．　▎

注释

① 　由t→ht 决定了映射h∶I→C（X，Y）．在C（X，Y）上的一种特殊拓扑（所谓紧开拓扑）下，h是连

续的．于是，一个同伦决定了C（X，Y）中的一条道路；反过来C（X，Y）中一条道路决定了一个同伦．

② 　这里出现的代数术语的定义都可参见附录A．

③ 　参看附录A最后的例1，例2．



第五章　复叠空间

复叠空间（有的文献中称作复迭空间或覆盖空间）的理论，是代数拓扑学中的
一个很小的分支．但是它的应用相当广泛，在代数拓扑学和低维流形中它都是很常
用的工具，在分析学（如复变函数）中也很有用．它与基本群关系很密切，可用来
计算某些空间的基本群．用复叠空间还能得到有关群的一些有趣的结果．

§1　复叠空间及其基本性质

1.1　复叠映射与复叠空间

复叠映射的一个典型例子是映射p：E1 →S1 ，x  ei2πx ．这个映射在π1 （S1

）的计算中起了关键性作用．它的重要特性是：∀z∈S1 ，p-1 （S1 ｛z｝）是E1 上
一族互不相交的开区间的并集，并且p把其中每个开区间同胚地映成S1 ｛z｝．粗略
地说，复叠映射就是具有类似特性的映射．



图　5-1

定义5.1　设E和B都是道路连通、局部道路连通的拓扑空间，p：E→B是连续映
射．如果∀b∈B有开邻域U，使得p-1 （U）是E的一族两两不相交的开集｛Vα ｝的

并集，并且p把每个Vα 同胚地映成U，则称p：E→B是复叠映射，E和p一起称为B上

的复叠空间，记作（E，p），把B称为它的底空间（图5-1）．

具有上面所说性质的开集U称为基本邻域．不难看出，包含在一个基本邻域中的
任何开集也是基本邻域．由于B局部道路连通，∀b∈B都有道路连通的基本邻域，此
时每个Vα 也就是p-1 （U）的道路分支．我们以后总是取道路连通的基本邻域，并且

称每个Vα 为p-1 （U）的分支．

∀b∈B，称p-1 （b）是b点上的纤维．利用B的道路连通性可以证明，纤维
的“势”（基数）与b的选择无关，称它为复叠空间（映射）的叶数（也叫层数）
（习题2）．

B的自同胚映射f：B→B是叶数等于1的复叠映射．p：E1 →S1 ，x  ei2πx 的叶
数不是有限数．



例1　S1 到自身的整幂映射hn ：S1 →S1 ，z  zn 是复叠映射，叶数为n（图

5-2）．

图　5-2

例2　设p：Sn →Pn 是粘合映射（粘合每一对对径点），则它也是复叠映射，叶
数为2（图5-3）．

图　5-3

以上两例请读者自己验证．也可用后面的命题5.1来说明．

例3　把环面看成S1 ×S1 ．映射p：E2 →T2 ，（x，y）  （ei2πx ，ei2πy ）是
复叠映射（参看习题5）（图5-4）．
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例4　图5-5是四个依次相切的圆周到两个相切圆周（  字形空间）的一个复
叠映射．它把两边的圆周分别映为  字形的两个圆周，中间两个圆周各2幂地映到

 的两个圆周上（标有a，b的弧段分别映到a，b圆上）．叶数为3．

图　5-5

设X是道路连通、局部道路连通的空间．设f：X→X是同胚映射，并且fn ＝id，
当0＜m＜n时，fm 没有不动点．规定X上等价关系为：x与x′等价，如果存在ι，使fι

（x）＝x′．记商空间为X/f，p：X→X/f是粘合映射．



命题5.1　如果X是道路连通、局部道路连通的Hausdorff空间，则p：X→X/f
是叶数等于n的复叠映射．

证明　∀y∈X/f，设p-1 （y）＝｛x，f（x），…，fn-1 （x）｝．因为X是
Hausdorff空间，所以可取x的开邻域V，使得V，f（V），…，fn-1 （V）两两不相

交．记U＝p（V），则  从而U是开集，并且p把fι （V）同胚

地映为U（习题4），于是U是y的基本邻域．　▎

例5　X的构造如图5-6．它由一个大圆周与n个与它外切的等半径小圆周构成，

切点等分大圆周．记f：X→X是绕大圆心旋转  角，则fn ＝id．0＜m＜n时，fm

无不动点．用命题5.1，得到  /f和复叠映射p：X→X/f，叶数为n．X/f是
字形．

图　5-6

例6　图5-7是一个中心对称地放置在E3 中的双环面F．设f：F→F为中心对称映
射．则F/f是一个3P2 型曲面（请自己证明，见习题7）．从而得到2T2 曲面到3P2 曲
面的一个叶数为2的复叠映射．



图　5-7

类似地对任意正整数n，可以构造nT2 到（n＋1）P2 的2叶复叠映射．

1.2　映射提升问题

在复叠空间理论中，映射的提升问题是一个核心问题．设p：E→B是复叠映射，
X是一个拓扑空间．两个连续映射f：X→B和  如果满足  就称

 是f的一个提升．本节和下节将讨论各种情况下映射提升的存在性问题．先证明
一个关于提升的唯一性的命题．

定理5.1（提升唯一性定理）　设X连通．  都是f：X→B的提升
（关于复叠映射p：E→B的），并且在某一点  则

证明　记  要证A＝X．因为X是连通的，
A≠∅（x0 ∈A），所以只用证A是开集，也是闭集．

（1）A是开集．设x1 ∈A，要证x1 是A的内点．设   由于

p是局部同胚（习题6），存在e的开邻域V，使得p｜V是嵌入映射．记
 它是x1 的开邻域．∀x∈W，  且

 由于p｜V是嵌入，得  从而W⊂A，x1 是

A的内点．

（2）A是闭集，即Ac 是开集．设x1 ∈Ac ，要证x1 是Ac 的内点．记

 则e1 ≠e2 ．又p（ei ）＝f（x1 ），i＝1，2．由复叠映射的定义

知，存在e1 ，e2 的不相交的开邻域V1 ，V2 ，记   则W



是x1 的开邻域．∀x∈W，  分别在V1 ，V2 中，因此不相同．于是

W⊂Ac ．x1 是Ac 的内点．　▎

命题5.2　设a是B中的道路，a（0）＝b，e∈p-1 （b），则存在a的唯一提升
使得

证明  可用第四章§3引理2的方法构造．唯一性由定理5.1推出．　▎

命题5.3　a，b是B上的两条道路，  和  分别是a和b的提升，且
 则

这个命题是下节中的同伦提升定理的推论．证明在下节中补，先用它来讨论复
叠空间的基本群．

1.3　复叠空间的基本群

取定e∈E，记b＝p（e）．命题5.2说明，E上以e为起点的所有道路的集合与B
上以b为起点的所有道路的集合间有一一对应关系：  命题5.3说明，上述
对应保持定端同伦关系，因此它导出E上以e为起点的道路类的集合与B上以b为起点
的道路类的集合间的一一对应pπ ．记L（e）是E上以e为起点，终点在p-1 （b）中

的道路类的集合，则pπ （L（e））＝π1 （B，b）．限制pπ 在π1 （E，e）上，

得到

命题5.4　pπ ：（π1 （E，e））→π1 （B，b）是单同态．　▎

规定He ：＝pπ （π1 （E，e）），它是π1 （B，b）的子群．

命题5.5　He 在π1 （B，b）中的指数［π1 （B，b）：He ］等于复叠映射p的

叶数．

证明　［π1 （B，b）：He ］就是π1 （B，b）中He 的右陪集的“个数”．而

p的叶数是p-1 （b）中的“点数”．下面构造从p-1 （b）到He 的全部右陪集的集合

π1 （B，b）/He 的一个一一对应η，从而完成证明．
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pπ ：L（e）→π1 （B，b）是一一对应．如果  有相同的终点，则

 即  与  在He 的同一个右陪集

中．这样，可规定对应η：p-1 （b）→π1 （B，b）/He 如下：∀e′∈p-1 （b），取

 以e′为终点，令η（e′）＝  所在右陪集）．易见η是满
的．设e′，e″∈p-1 （b），η（e′）＝η（e″），取  终点分别为e′和
e″（图5-8），则  即存在r∈He ，使得  取

  使得  则  由于pπ 是单的，有  

从而e′＝e″．这说明η还是单一的．　▎

一般地，He 与e在p-1 （b）中的选择有关．

命题5.6　｛He ｜e∈p-1 （b）｝构成π1 （B，b）的一个子群共轭类．

证明　设e，e′∈p-1 （b），取  是从e到e′的一个道路类，
 则有交换同态图表（第四章§2习题4）



其中a＃ 是π1 （B，b）上的一个内自同构．因此

与He 共轭．反之，若π1 （B，e）的子群G与He 共轭，设G＝α＃ He ．取

 使得  记e′是  的终点，则由上面讨论知，   　▎

在本节的最后，我们举出两个应用的例子．

（1）

例2给出了从Sn 到Pn 的一个2叶复叠映射．当n≥2时，Sn 单连通，因此He 是平

凡子群．利用命题5.5，推出π1 （Pn ）有两个元素，从而

（2）秩为2的自由群有秩为4的自由子群．

例4构造的复叠映射的底空间的基本群是秩为2的自由群，而复叠空间的基本群
是秩为4的自由群．

事实上用构造  字形的复叠空间的方法可以说明，秩为2的自由群有秩为任意
正整数的自由子群，也有秩为无穷可数的自由子群．

习　题

1．设p：E→B是复叠映射，证明p是开映射（从而是商映射）．

2．设p：E→B是复叠映射，证明纤维的势（基数）＃p-1 （b）与b∈B的选择无
关．



3．设p：E→B是复叠映射，U⊂B是开集，设h：U→E是U上的一个截面（即h是
包含映射i：U→B的提升），证明h（U）是E的开集．

4．验证命题5.1中的p是开映射．

5．设pi ：Ei →Bi 是复叠映射，i＝1，2．证明p1 ×p2 ：E1 ×E2 →B1 ×B2
也是复叠映射．

6．设p：E→B是复叠映射，证明p是局部同胚的（即∀e∈E，有e的开邻域V，
使得p｜V：V→p（V）是同胚）．

7．证明例6中的F/f是3P2 型曲面．

8．对于实数a＜b，作p：（a，b）→S1 为p（x）＝ei2πx ．p是不是复叠映射？

9．p：［a，b］→S1 ，x  ei2πx 是不是复叠映射？

10．试构造T2 到T2 的一个2叶复叠映射，并构造从T2 到Klein瓶的一个2叶复
叠映射．

11．试构造  字形上的两个不同形式的4叶复叠映射．

12．设p：E→B是复叠映射，X连通．证明从X到B的常值映射的提升也一定是常
值映射．

13．设p：E→B是复叠映射，U是B的道路连通子集，V是p-1 （U）的一个道路分
支．证明p（V）＝U．

14．设p：E→B是复叠映射，V是E的道路连通开子集，U＝p（V）．如果包含映
射i：U→B诱导的基本群同态iπ ：π1 （U）→π1 （B）是平凡的，则p｜V：V→U

是同胚映射．

15．拓扑空间X的子集A称为半单连通子集，如果A道路连通，并且包含映射诱导
的基本群同态iπ ：π1 （A）→π1 （X）是平凡的．证明复叠空间的底空间的半单

连通的开子集一定是基本邻域．



16．如果拓扑空间X的每一点都有半单连通的邻域，就说X是局部半单连通的．
证明当底空间B是局部半单连通时，复叠空间E也是局部半单连通的．

17．设  都是复叠映射，并且B是局部半单连通的，则

 也是复叠映射．

18．设  都是复叠映射，并且p是有限叶的，证明  也是复

叠映射．

19．设p：E→B是复叠映射，b∈B，e∈p-1 （b）．a和a′都是B中从b到b1 的道

路，  和  分别是a和a′的以e为起点的提升．证明

§2　两个提升定理

本节讲两个重要的提升定理：同伦提升定理和映射提升定理，并介绍它们的一
些应用．前一定理的一个应用是命题5.3，现在将补充其证明．本节中假定p：E→B
是复叠映射．

2.1　同伦提升定理

定理5.2（同伦提升定理）　设  和F：X×I→B都连续，并且满足
 则存在F的提升  使得

证明　∀x∈X，记zx 是F在x处的踪（见第四章§4），它是B上由zx ＝F（x，

t）决定的道路．由命题5.2，zx 有唯一以  为起点的提升，记作  规定

为  则
 只须再验证  的连续性．为此

先证一个引理．

引理　若F（｛x｝×［t0 ，t1 ］）在某个基本邻域中，并且  的t0 -切片

 在x连续，则存在x的邻域W，使得  连续．



证明　设F（｛x｝×［t0 ，t1 ］⊂基本邻域U，则   因此

有  的开邻域V，使得p｜V：V→U是同胚．根据第二章§3中的引理和  在x

连续的假定，存在x的邻域W，使得  并且F（W×［t0 ，t1 ］）

⊂U（图5-9）．于是∀x′∈W，

并且连通，因此一定包含在V中．这样  从而
 是连续的．引理证毕．

回到定理的证明．｛F-1 （U）｜U⊂B是基本邻域｝是X×I的开覆盖．于是，
∀x∈X，存在正整数n，将I等分为n个小区间I1 ，I2 ，…，In ，则∀l，F（｛x｝

×Il ）包含于某个基本邻域．依次对｛x｝×I1 ，…，｛x｝×In 用引理（注意

 在x连续，由  连续得到  在x连续），得到  在｛x｝×I的一

个邻域上连续．由x的任意性，得到  连续．　▎

图　5-9

命题5.3的证明

设H：I×I→B是a到b的定端同伦．根据同伦提升定理，存在H的提升  使得
 因为H｜｛i｝×I（i＝0，1）是常值映射，所以  也是

常值映射（§1习题12）．记  是由  规定的道路，则  也是b的提
升，并且   由提升唯一性得到  于是  　▎



2.2　映射提升定理

定理5.3（映射提升定理）　设X是道路连通、局部道路连通的空间，f：X→B
连续，x0 ∈X，b0 ＝f（x0 ），e0 ∈p-1 （b0 ）．则存在f的提升  使得

证明  ．如果  存在，则

 ．构造  如下：∀x∈X，取X中从x0 到x的道路w，记  是f  w的以

e0 为起点的提升．规定

首先证明  与w的选择无关．如果w′是另一条从x0 到x的道路．因为

所以  的以e0 为起点的提升  是一条闭路．于是  是

 的提升，并且

根据命题5.3，  与  有相同的终点，即

其次证明  的连续性．∀x∈X，设V是  的邻域，不妨设p（V）是基本邻
域，并且p｜V∶V→U是同胚．因为f-1 （U）是x的开邻域，且X是局部道路连通的，
所以可找到x的道路连通的邻域W，使得f（W）⊂U．∀x′∈W，取v是W中从x到x′的道
路，记  它是f  v的以  为起点的提升．记w是从x0 到

x的道路，  是f  w的以e0 为起点的提升，则wv从x0 到x′，  是f  wv的提

升．由  的定义，  这就证明了  在x连续．　▎

例1　设p∶Sn →Pn 是上节例2规定的复叠映射（n≥2），f∶Pn →Pn 是连续映
射，则存在连续映射   使得  即右边的映射图表交换．

理由如下：



考察映射f  p∶Sn →Pn ，因为Sn 是单连通的，所以f  p满足定理5.3的充
要条件，从而存在它的提升  即有连续映射  Sn →Sn ，使得

由于p∶Sn →Pn 是两叶的，这样的  有两个．

例2　设n≥2，则Sn 到S1 只有一个映射类．

设f和g都是从Sn 到S1 的连续映射，设p∶E1 →S1 为p（t）＝ei2πt ．因为Sn 是
单连通的，根据定理5.3，存在f和g关于p的提升  和  由于E1

是凸集，  从而

例3　证明P2 到S1 的每个连续映射都零伦．

设f∶P2 →S1 连续，导出fπ ∶π1 （P2 ）→π1 （S1 ）．因为

 没有2阶元素，所以Imfπ 是π1 （S1 ）的平凡子群．因而f满足定

理5.3的条件，有提升  是零伦的，因此f也零伦．

2.3　复叠空间的分类

现在考察底空间相同的诸复叠空间之间的关系．设（E1 ，p1 ）和（E2 ，p2
）都是B上的复叠空间．如果一个连续映射h∶E1 →E2 满足p2  h＝p1 （即h是p1
关于p2 ∶E2 →B的一个提升），则称h是（E1 ，p1 ）到（E2 ，p2 ）的同态．如

果同态h是一个同胚映射，则称为同构．当从（E1 ，p1 ）到（E2 ，p2 ）有同构

时，就称它们是等价的．

取b∈B．§1中已说明，当p∶E→B是复叠映射时，｛He ＝pπ （π1 （E，e））

｜e∈p-1 （b）｝是π1 （B，b）的一个子群共轭类．



命题5.7　设（Ei ，pi ）是B上的复叠空间（i＝1，2），b∈B．则（E1 ，p1
）与（E2 ，p2 ）等价  它们决定π1 （B，b）的同一个子群共轭类．

证明　  ．设h∶E1 →E2 是同构．取  e2 ＝h（e1 ），则

（p1 ）π （π1 （E1 ，e1 ））＝（p2 ）π  hπ （π1 （E1 ，e1 ））＝

（p2 ）π （π1 （E2 ，e2 ））．于是（E1 ，p1 ）和（E2 ，p2 ）所决定的子群

共轭类都是（p1 ）π （π1 （E1 ，e1 ））所在的那个共轭类．

 ．取  使得（p1 ）π （π1 （E1 ，e1 ））＝

（p2 ）π （π1 （E2 ，p2 ））．则由定理5.3，得到同态h∶E1 →E2 和k∶E2
→E1 ，使得h（e1 ）＝e2 ，k（e2 ）＝e1 ．于是，k  h∶E1 →E1 是E1 的自同

态，满足k  h（e1 ）＝e1 ．而id∶E1 →E1 也是满足id（e1 ）＝e1 的自同

态．根据提升唯一性定理，k  h＝id．同理h  k也是恒同映射．因此h是同胚，
（E1 ，p1 ）与（E2 ，p2 ）等价．　▎

习　题

1．设p∶E→B是复叠映射，X连通．设f∶X→B是零伦的连续映射，证明f有提
升，并且每个提升都是零伦的．

2．设p∶E→B是复叠映射，U是B的道路连通开集，并且包含映射i∶U→B导出的
基本群同态iπ ∶π1 （U）→π1 （B）是平凡的，则U是基本邻域．

3．设f∶S2 →T2 连续，证明f零伦．

4．证明P2 到T2 只有一个映射类．

5．设pi ∶Ei →B是复叠映射（i＝1，2），并且有（E1 ，p1 ）到（E2 ，p2
）的同态h∶E1 →E2 ，证明h是复叠映射．

§3　复叠变换与正则复叠空间



本节介绍一类常见的复叠空间——正则复叠空间，及其特殊情形泛复叠空间．
复叠变换虽然并不是正则复叠空间的特有概念，但只对正则复叠空间才显出它的用
处．

3.1　复叠变换

定义5.2　设p∶E→B是一个复叠映射，E的一个自同胚h∶E→E如果满足p  h
＝p，就称为（E，p）的一个复叠变换（或称升腾）．

按上节的术语，复叠变换也就是（E，p）的自同构．条件p  h＝p就是说h是p
的提升．

显然，id∶E→E是复叠变换；复叠变换的逆也是复叠变换，复叠变换的乘积
（复合）也是复叠变换．于是，全体复叠变换在乘积运算下构成群，称为（E，p）
的复叠变换群，记作  （E，p）．

 （E，p）中有多少元素？为了考察此问题，取定e∈E，记b＝p（e）．则每
个复叠变换h把e变为p-1 （b）中的点．根据提升唯一性，当h≠h′时，h（e）≠h′
（e）．

命题5.8　设e′∈p-1 （b），则存在h∈  （E，p）使得h（e）＝e′的充要条件
是

证明　必要性　设有h使h（e）＝e′，则

　　　　

　　　　　　

充分性　若  根据定理5.3，存在p∶E→B的提升h∶E→E和h′∶E→E，
使得h（e）＝e′，h′（e′）＝e．于是h′  h也是p∶E→B的提升，并且h′  h（e）
＝e．由提升唯一性，h′  h＝id．同理h  h′＝id．于是h是同胚，h∈
（E，p）．　▎

然而，在一般的复叠空间中，命题5.8的条件并不是总能成立的．



例1　考察§1例4中的复叠空间．记  字形的切点为b0 ，则p-1 （b0 ）是复

叠空间中的三个切点e1 ，e2 ，e3 （图5-10）．不难证明复叠空间的每个自同胚必

须保持e2 不动，从而它只有恒同这一个复叠变换．

图　5-10

3.2　正则复叠空间

定义5.3　复叠映射p∶E→B如果对某个e∈E，He 是π1 （B，p（e））的正规

子群，则称p是正则复叠映射，称（E，p）是B上的正则复叠空间．

事实上，当（E，p）是B上的正则复叠空间时，∀e′∈E，  都是π1 （B，

p（e′））的正规子群．这是因为从e到e′的道路类  导出的同构  和  导出
的同构  使图表交换，于是  是π（B，p（e′））的正
规子群．

因为正规子群只和自己共轭，所以对于正则复叠空间，当e，e′在同一纤维中
时，  即∀b∈B，∀e∈p-1 （b）决定π1 （B，b）的同一正规子群He ，

以后将它记作Hb ．

从命题5.8容易推出，（E，p）是B上的正则复叠空间的充要条件是：∀e，e
′∈E，如果p（e）＝p（e′），则存在复叠变换把e映为e′．



例2　把S3 看作2维复空间C2 中的单位球面

S3 ＝｛（z1 ，z2 ）｜‖z1 ‖2 ＋‖z2 ‖2 ＝1｝．

作f∶S3 →S3 为  其中p，q为自然数，（p，q）

＝1（p，q互素）．则f是周期同胚，fp ＝id，并且当1≤r＜p时，fr 没有不动点

（因为  和  都不是整数，并且z1 ，z2 不能都为0）．记商空间S3 /f为L（p，

q），称为透镜空间．根据命题5.1，粘合映射π∶S3 →L（p，q）是复叠映射，并且
f是复叠变换．每个纤维都是S3 在f作用下的轨道（即点集｛x，f（x），…，fp－1

（x）｝），于是同一纤维中任何两点e和e′都有复叠变换（f的幂）把e映为e′．因
此π是正则复叠映射．

不难看出，L（2，1）＝P3 ．

一般地，命题5.1中所给出的复叠映射p∶X→X/f都是正则的．因此，§1中例
1，例2，例5和例6给出的都是正则复叠映射．

p：E1 →S1 ，x  ei2πx 和§1例3给出的也都是正则复叠映射．

定理5.4　若p：E→B是正则复叠映射，b∈B，则  

证明　因为Hb 是π1 （B，b）的正规子群，所以π1 （B，b）/Hb 是商群．把

α∈π1 （B，b）所代表的π1 （B，b）/Hb 中的元素记作［α］．由于p是正则的，

 （E，p）与p-1 （b）之间可建立一一对应关系ξ如下：取定e∈p-1 （b），∀h∈
 （E，p），令ξ（h）＝h（e）∈p-1 （b）．命题5.5的证明中，我们已建立从p-1

（b）到π1 （B，b）/Hb 的一一对应η．作θ＝η  ξ：  （E，p）→π1 （B，

b）/Hb ，它是一一对应．只用再验证θ是同态．

按照定义，∀h∈  （E，p），取E中从e到h（e）的道路类α，则θ（h）＝
［pπ （α）］（图5-11（a））．



图　5-11

设h，h′∈  （E，p）．分别取α和α′是E中从e到h（e）和h′（e）的道路类，
则就得  是从h′（e）到h′  h（e）的道路类．于是  从e到h′
h（e）（图5-11（b）），从而

 这就证明了

θ保持运算，是同态．　▎

3.3　泛复叠空间

定义5.4　如果复叠空间（E，p）的E是单连通的，就称为泛复叠空间（也叫万
有复叠空间），相应的复叠映射称为泛复叠映射．

泛复叠空间是一种特殊的正则复叠空间，因为  e∈E，He 是平凡群．§1中的

例2和例3都是泛复叠空间．本节中例2给出的也是泛复叠空间．

根据定理5.4，当（E，p）是B上的泛复叠空间时，   这给出
了计算基本群的一种途径．

例如，p：E1 →S1 ，x1  ei2πx 是泛复叠映射，不难看出，复叠变换是平移，
移动距离是整数．记φ：E1 →E1 为φ（x）＝x＋1，则  （E1 ，p）是φ生成的自



由循环群．于是

§1例3中的p：E2 →T2 也是泛复叠映射．∀h∈  （E2 ，p），h（x，y）＝
（x＋n，y＋m），n，m∈Z．记φ，  ∈  （E2 ，p）为φ（x，y）＝（x＋1，
y），  （x，y）＝（x，y＋1），则  （E2 ，p）是以φ和  为基的自由交换
群，因此

π：S3 →L（p，q）（见例2）也是泛复叠映射，  （S3 ，π）是f生成的p阶循
环群，因此

下面的命题说明，B上的泛复叠空间是B上所有其他复叠空间的复叠空间．这正
是它名称的来源．

命题5.9　设p0 ：E0 →B是泛复叠映射，p：E→B是复叠映射，则有复叠映射

 使得

证明　因为p0 是泛复叠映射．在定理5.3中，让X＝E0 ，则对于复叠映射p，映

射p0 有提升  即  使右边的映射图表交换．只用再验证  是复叠映

射．

∀e∈E，记b＝p（e）．取U是b的一个道路连通的开邻域，使它关于p和p0 都

是基本邻域．设V是p-1 （U）中e所在的道路分支，则p｜V：V→U是同胚．记｛Wα
｝是  （U）的连通分支的集合．  因此

  并且是道路连通的，于是

它在p-1 （U）的某个道路分支中．这样  如果  则

因为  其中p0 ｜Wα ，p｜V都是同胚，所以  

也是同胚．这样，V是基本邻域，  是复叠映射．　▎



习　题

1．设p：E→B是泛复叠映射，则B是局部半单连通的，并且B的道路连通开集U
是基本邻域  U半单连通．

2．如果q－q′能被p整除，则L（p，q）＝L（p，q′）．

3．若p：E→B是正则复叠映射，U⊂B是道路连通的基本邻域，Vα 是p-1 （U）

的一个分支．证明p-1 （U）的所有分支的集合为｛h（Vα ）｜h∈  （E，p）｝．

4．设p：E→B是泛复叠映射，G是  （E，p）的子群．记  
为投射，p1 ：E1 →B是p导出的映射．证明  与p1 都是复叠映射．

5．设p：E→B是泛复叠映射．a和a′是B的两条有相同起、终点的道路，  和
是a和a′的提升，且  证明  

6．设p：E→B是泛复叠映射，e∈E，b＝p（e）．记B的以b为起点的道路类的
集合为Ωb ，规定对应

ρ：Ωb →E

为：∀〈a〉∈Ωb ，ρ（〈a〉）：＝  （1），这里  是a的以e为起点的提

升．证明ρ是一一对应．

*§4　复叠空间存在定理

在复叠空间的应用中，还必须解决复叠空间的存在与否的问题，即要知道满足
什么条件的空间有复叠空间．本节就要讨论这个问题．我们将给出泛复叠空间存在
的一个充分必要条件，并指出它也是别的类型的复叠空间存在的充分条件，对于实
际应用中遇到的大多数空间，这个条件总是满足的，因此它不会成为应用复叠空间
的障碍．

如果空间B上有泛复叠空间，则B是局部半单连通的（§3习题1）．本节的主要定
理说明局部半单连通还是存在泛复叠空间的充分条件．



定理5.5（复叠空间存在定理）　如果拓扑空间B道路连通和局部道路连通，并
且还局部半单连通，则B有泛复叠空间．

证明　下面是一个构造性的证明，分几步进行．

（一）构造空间E和映射p：E→B

§3的习题6说明，如果p：E→B是泛复叠映射，则对∀b∈B，B中以b为起点的道
路类的集合与E可建立一一对应关系．这个事实启示我们迈出构造泛复叠空间的第一
步：取点b0 ∈B，令E是B中以b0 为起点的道路类的集合．同时规定映射p：E→B

为：∀α∈E，p（α）＝α（1），即令p（α）是道路类α的终点．从B是道路连通的
条件立即推出p是满映射．

现在通过规定E的一个拓扑基来给出E的拓扑．设α∈E，U是B的道路连通开集，
使得α（1）∈U．规定

　　（α，U）＝｛α〈w〉｜w是U中起点为α（1）的道路｝，

并记

 ＝｛（α，U）｜α∈E，U是α（1）的道路连通开邻域｝．

容易验证  是集合E的一个拓扑基．规定E上的拓扑为  所得拓扑空间仍记作
E．

（二）p是连续开映射

容易看出，对于  中的任一成员（α，U），p（α，U）＝U是B的开集．由此可
推出p是开映射．

要证p连续，只须对于B的每个道路连通开集U，验证p-1 （U）是开集（因为由B
局部道路连通推出，所有道路连通开集构成B的拓扑基）．为此要说明∀α∈p-1

（U）都是p-1 （U）的内点．

由α∈p-1 （U）得到α（1）＝p（α）∈U，从而（α，U）∈  ，并且p（a，
U）＝U．于是α∈（α，U）⊂p-1 （U），因此α是p-1 （U）的内点．



在进行下一步论证之前，先证明一个引理．

引理　（1）如果（α，U）∈  ，β∈（α，U），则（α，U）＝（β，U）．

（2）如果（α，U）∈  ，并且U半单连通，则p：（α，U）→U是同胚映射．

证明　（1）设β＝α〈w〉，w是U中的道路，则β（1）＝w（1）∈U，从而
（β，U）有意义．并且∀γ∈（β，U）可写成γ＝β〈w′〉．于是γ＝α〈ww′〉
∈（α，U）．这样（β，U）⊂（α，U）．又因为   同样可证得
（α，U）⊂（β，U）．于是（α，U）＝（β，U）．

（2）p：（α，U）→U是连续的，并且因为（α，U）是E的开集，p：E→B是开
映射，所以p：（α，U）→U也是开映射．为证明它是同胚映射，只用验证p是一一
对应．设β1 ，β2 ∈（α，U）且p（β1 ）＝p（β2 ）＝b，设β1 ＝α〈w1 〉，β2
＝α〈w2 〉，则w1 ，w2 都是U中从α（1）到b的道路．由于U半单连通，〈w1 〉＝

〈w2 〉，从而β1 ＝β2 ．这证明了p：（α，U）→U是单一的．上面早已指出它是

满的，从而确为一一对应．引理证毕．

现在继续证明定理5.5．

（三）求B的基本邻域．

∀b∈B，取U是b的半单连通的开邻域，则

下面证明反向的包含关系．∀β∈p-1 （U），则p（β，U）＝U，因此存在α∈p-1

（b）∩（β，U）．由引理的（1），（β，U）＝（α，U）．从而

 我们已得到p-1 （U）的分解式

对于p-1 （b）中不同的元素α，α′，（α，U）与（α′，U）不相交．（否则，设
β∈（α，U）∩（α′，U），则（α，U）＝（β，U）＝（α′，U），于是p：（α，U）



→U把α，α′都映到b，与引理的（2）矛盾．）因此每个开集（α，U）确是p-1 （U）
的道路分支．引理的（2）已说明p：（α，U）→U是同胚，∀α∈p-1 （b）．这样U
符合基本邻域的条件．

（四）为说明p：E→B是复叠映射，只须再验证E是道路连通的．记α0 是b0 处

的点道路所在的道路类．我们来证明，∀α∈E，存在E中道路连结α0 和α．设α＝

〈a〉．我们用  表示B中如下规定的道路：

　　　　  ∀t∈I．

作映射  为  于是

验证  的连续性，为此要对∀（β，U）∈B，证明  是I的开集．
 由于  则   由a的连续

性，可取δ＞0，使得当｜r－s｜＜δ时，道路  在U中．于是
 从而   这样，s是

 的内点．由s的任意性，得出  确是开集．这样，  确是连结
α0 和α的道路．

（五）最后来证明E单连通．由于已证明p：E→B是复叠映射，只用验证：当B中
b0 处的闭路a在α0 处的提升若是闭路，则〈a〉＝α0 ．事实上，按（四）的方式

构造的  就是a的提升（它是唯一的！）．  是闭路，就是
　▎

对于一般复叠空间的存在性，B的局部半单连通也是充分条件．一般的复叠空间
存在定理叙述如下：

定理5.5a　如果B道路连通、局部道路连通和局部半单连通，则对∀b∈B和π1

（B，b）的任一子群G，存在复叠映射p：E→B以及p-1 （b）的一点e，使得He ＝

G．

读者可以仿照定理5.5的证明方法，写出这个一般定理的证明，这里省略了．它
也可作为定理5.5的推论，不过要用到下面的命题．



命题5.10　若B有泛复叠空间，则对∀b∈B和π1 （B，b）的任一子群G，存在

复叠映射p：E→B以及p-1 （b）的一点e，使得He ＝G．

证明　论证的一部分已在§3的习题中出现．

设  是泛复叠映射．取定  记   是
定理5.4证明中规定的同构，  记   是  诱导的映
射，则p是复叠映射（见§3习题3）．设e是  所在的  等价类，则

 剩下只须证明He ＝G了．

∀〈a〉∈π1 （B，b），记  设  是  中以  为起点的道路，

且  则  记  为投射，则  是a（关于p）在e
处的提升．于是

 是e处的闭路  

　　　　　　  　▎



第六章　单纯同调群（上）

同调理论是代数拓扑学的最基本的组成部分．在同调论中，拓扑空间对应着一
系列交换群，称为它的同调群；连续映射对应着空间的同调群之间的同态．它们有
拓扑不变性和同伦不变性，从而深刻地反映了空间的拓扑特征．并且因为我们同时
建立各种维数的同调群，所以它们不仅能像基本群那样解决低维几何问题，也能解
决高维问题．

有多种同调论系统，单纯同调论是其中最简单、出现最早的一种．它只适用于
一类特殊的空间，这种空间是欧氏空间中具有组合结构的紧致子集，能用一些最简
单的几何体（所谓“单纯形”）有规则地拼接成．单纯同调论正是利用这种组合结
构，用组合方法构造同调群的，因此也称作组合拓扑学．

单纯同调论几何直观强，易于计算．尽管它对空间的要求似乎过于苛刻，但许
多常用空间都符合其要求，再加上同伦不变性，它仍不失去广泛的应用．它还是学
习其他同调论的基础．

单纯同调论内容十分丰富，理论的建立也比基本群困难得多．本书只能介绍它
的最基础的部分．本章讲单纯同调群的定义及有关的基本概念；第七章讲连续映射
导出的同调群的同态，第八章介绍单纯同调群的一些应用．

我们涉及的群都是交换群（或称Abel群），按照代数学的习惯，以后群的运算
称作加法，单位元记作0；平凡群称为零群，也记作0；平凡同态称为零同态；两个
群的直积称作直和，并用  作运算符号，例如Z  Z就是Z×Z．本书将用到的有关
交换群的一些知识（主要是有限生成交换群的直和分解定理）放在附录A中．

§1　单纯复合形

本节介绍单纯同调论所适用的空间．关于欧氏空间，我们作如下约定：当n＜m
时，En 将自然看作Em 的子空间，它由Em 中后面m－n个坐标为0的那些点所构成．因



此低维欧氏空间中的图形也自然是高维欧氏空间中的图形．一般地我们将不指出欧
氏空间的维数，读者可认为一切讨论都是在足够高维的欧氏空间中进行的．

1.1　单纯形

单纯同调论所适用的空间是用各种维数的单纯形所构造的．低维的单纯形是我
们十分熟悉的几何图形：0维单纯形是点，1维单纯形是直线段，2维单纯形是三角
形，3维单纯形是四面体．高维单纯形则是它们的高维类似物，为了给出它的明确定
义，先来分析低维单形的几何特征．

首先，低维单纯形都是各自顶点集的凸包，即包含它的各顶点的最小凸集，从
而它们由顶点完全确定．其次，这些低维单纯形的顶点是要满足一定的几何条件
的，如三角形的三个顶点不共线，四面体的顶点不共面等．这些条件推广为下面的
概念：欧氏空间中的有限点集A＝｛a0 ，a1 ，…，an ｝称为处于一般位置（或称

几何无关），如果对于它们，满足下列两个条件：

（1）

（2）

的实数组λ0 ，λ1 ，…，λn 一定都为0．

显然当A只有一点时，它是处于一般位置的，两个不同点也处于一般位置．从解
析几何知道，当n＝2或3时，A处于一般位置相当于它不共线或不共面．下面的命题
给出点组处于一般位置与向量组线性无关这两个概念的联系．

命题6.1　设n＞0，则A＝｛a0 ，…，an ｝处于一般位置  向量组｛a1
－a0 ，…，an －a0 ｝线性无关．

证明　  ．设实数组λ1 ，…，λn 使得  记

 则  并且



由A处于一般位置得到λ1 ＝λ2 ＝…＝λn ＝0，因此｛a1 －a0 ，…，an －a0
｝线性无关．

 ．设实数组λ0 ，λ1 ，…，λn 符合（1）和（2），从（1）得出

 代入（2）得到  由于｛a1 －a0 ，…，an －

a0 ｝线性无关，得到λ1 ＝…＝λn ＝0，再从（1）得出λ0 ＝0，这说明A处于一般

位置．　▎

如果a0 用任何别的ai 代替，命题仍然成立．

定义6.1　欧氏空间中处于一般位置的n＋1个点｛a0 ，…，an ｝（n≥0）的凸

包称为一个n维单纯形，简称n维单形，记作（a0 ，a1 ，…，an ）．称ai 为它的

顶点，i＝0，…，n．

本书中为了简便，常用小写英文字母或希腊字母来命名一个单形，并在下面加
一横线，如单形  单形  >等．0维单形只有一个点，即它唯一的顶点a，通常就记
作a．

不难验证，对于欧氏空间的任一子集A，A的凸包为

 只有有限个不为0，并且

因此作为点集，

也就是说，∀x∈（a0 ，a1 ，…，an ），存在非负实数组｛λ0 ，λ1 ，…，λn

｝，使得  并且  这样的实数组是被x唯一决定的，因为如

果  也适合要求，则有



（1）

（2）

从而由｛a0 ，a1 ，…，an ｝处于一般位置推出  称

｛λ0 ，λ1 ，…，λn ｝为x关于顶点集｛a0 ，a1 ，…，an ｝的重心坐标．

把向量组｛a1 －a0 ，…，an －a0 ｝所张的n维子空间记作L，将L作平移向量

为a0 的平移，得到超平面L＋  ① ．不难得出

于是L＋a0 ＝L＋ai （i＝0，1，…，n）．称它为｛a0 ，a1 ，…，an ｝所张

的超平面．由｛a0 ，a1 ，…，an ｝处于一般位置，推出：L＋a0 上的每一点x决

定一数组｛λ0 ，λ1 ，…，λn ｝，使得   称它为x关于｛a0

，a1 ，…，an ｝的重心坐标．于是，（a0 ，a1 ，…，an ）是L＋a0 上具有非负

重心坐标的点所构成的子集．

图　6-1

设欧氏空间的点   则｛e1 ，e2 ，…，en+1 ｝处于一



般位置，称（e1 ，e2 ，…，en+1 ）为n维自然单形，简单记作  图6-1中画出了

 和  自然单形上点的重心坐标就是它原来的直角坐标．

单形的顶点在几何上区别于单形上的其他点．对于单形  上的非顶点x，有
上的线段以x为中点（图6-2），对于顶点这种线段不存在（习题4）．因此单形的顶
点被单形所决定，从而单形上点的重心坐标也是确定的（在不计次序的意义下）．

图　6-2

重心坐标全为正数的点称为单形的内点，其余的点，即至少有一个重心坐标为0
的点称为单形的边缘点；单形  的全部内点的集合记作  称为  的内部，全部边

缘点的集合记作  称为  的边缘．

维数相同的单形互相同胚，n维单形同胚于Dn ，其边缘同胚于Sn-1 ．这些都留作
习题．

如果单形  的顶点都是单形  的顶点，则说  是  的面，记作   例如总
有  的每个顶点都是  的面．当  并且  的维数小于  的维数时，就说
 是  的真面．

例如单形  则它的真面有：0维面a0 ，a1 和a2 ；1维面（a0
，a1 ），（a0 ，a2 ），（a1 ，a2 ）．

当  时，作为点集，有包含关系  如果  是  的真面，则  反
之  的每个边缘点必在  的某个真面上，例如若x∈（a0 ，a1 ，…，an ），它的



重心坐标λn ＝0，则它在真面（a0 ，…，an-1 ）上．于是，单形的边缘就是它的所

有真面的并集．

1.2　单纯复合形

单形就像建筑中的预制件，可用来拼接成复杂一些的空间．但拼接是要有规则
的，主要的规则就是规则相处．

两个单形称为规则相处的，如果它们不相交，或者相交部分是它们的公共面．
图6-3的（a），（b），（c）是一个2维单形与一个1维单形规则相处的情形，而
（d），（e），（f）都不是规则相处的．

图　6-3

如果  都是单形  的面，则  就是它们的公共顶点所张的单形，是
 的公共面（或是空集），因此  与  规则相处．

定义6.2　设K是以单形为元素的有限集合．如果K满足

（1）K中任何两个单形规则相处；

（2）如果  则



就称K是一个单纯复合形（本书中简称为复形），称K中单形维数的最大值为K的
维数，记作dimK．

复形K中的0维单形称为K的顶点．

例如，设  是n维单形，记  为  的所有面的集合，则  显然是一个单纯
复合形，维数为n，称为  的闭包复形；当n＞0时，记  是  的所有真面的集
合，则它是一个n－1维复形，称为  的边缘复形，它只比  少  这一个单形．

复形K的一个子集L如果也是复形，就称L是K的一个子复形．例如  是  的
子复形．复形K的任一子集L显然都满足定义6.2中的条件（1），因此它是不是K的
子复形只须检验条件（2）．

复形K中所有维数不超过自然数r的单形构成K的一个子复形，称为K的r维骨架，
记作Kr ．例如  是  的n－1维骨架（n是单形  的维数）．K的0维骨架K0 就
是它的顶点集．

复形K如果不能分解为两个非空不相交子复形的并，就说K是连通的，否则称K不
连通．K的一个连通子复形L称为K的一个连通分支，如果KL也是子复形．不难证明K
的连通分支就是它的极大连通子复形．显然每个复形总可分解为有限个连通分支的
并集．

应该注意，复形不是拓扑空间，而是一个有组合结构的集合．因此，这里所说
的连通和连通分支与拓扑空间的连通和连通分支是不同的概念．

复形K如果有一个顶点a，使得K中的单形或者本身以a为一个顶点，或者是K中某
个以a为一个顶点的单形的面，则称K为一个单纯锥，称a为它的锥顶．图6-4中的两
个复形都是单纯锥，左边的复形（它由3个2维单形及它们的面构成）的锥顶是a1 ；

右面的复形（它由2个3维单形及它们的面构成）的顶点a1 ，a2 ，a3 都可作为锥

顶．任一单形的闭包复形是单纯锥，每个顶点都是锥顶．



图　6-4

1.3　多面体与可剖分空间

单纯复合形不是拓扑空间，但单形是欧氏空间的子集．设K是一个复形，记

定义6.3　设X是欧氏空间的一个子集，如果存在单纯复合形K，使得X＝｜K
｜，就称X是一个多面体，称K是X的一个单纯剖分（也称三角剖分），称X是K的多面
体．

例如  因此每个单形和它的边缘都是多面体．不难看
出，平面上的多边形和E3 中的“多面体”（按立体几何的意义）都是现在意义的多
面体．因此定义拓广了立体几何中多面体概念的含义．

一个多面体可以有许多不同的单纯剖分，如设  是一线段．则K1 ＝｛（a，

b），a，b｝是  的一个单纯剖分，任取一个内点c，则K2 ＝｛（a，c），（c，

b），a，b，c｝也是  的一个单纯剖分．

命题6.2　设K是复形，｜K｜＝X，则对X的任意点x，存在K中唯一单形  使得
 称它为x的承载单形，记作CarK x．

证明　由于  x必定包含在K的某些单形中，记  是其中维数



最低的，则  （否则  从而x属于  的某个真面  它的维数小于
）．

如果  并且  则由于  与  规则相处，  （它含x，因此
非空）是  与  的公共面．它的维数不低于  因此   x不是  的内
点．这样，K中只有  以x为内点．　▎

多面体并不是拓扑概念，它是分片“平直”的，因此，尽管n维单形  的边缘
 是多面体，与它同胚的n－1维单位球面并不是多面体．与多面体相关的拓扑概

念是可剖分空间．

定义6.4　与某个多面体同胚的拓扑空间称为可剖分空间．如果K是复形，φ：
｜K｜→X是同胚映射，则把K和φ一起称作可剖分空间X的一个单纯剖分（或称三角
剖分），记作（K，φ）．（常常简单地称K为X的剖分．）

于是，对任何n，Sn 是可剖分空间．平环是可剖分的，图6-5的（a）和（b）中
的复形的多面体都是平环．把它们在（a1 ，a4 ）处剪开，就能把它们展开成（c）

的形式，注意它的两侧是同一个1维单形（a1 ，a4 ）



图　6-5

Möbius带也是可剖分的，图6-6（a）是它的一个剖分，（b）是此剖分的展开
图．

图　6-6



第三章证明闭曲面分类定理时，我们已用到闭曲面是可剖分空间的结果，它是
1925年被T. Rado所证明的．下面给出几个常见闭曲面的典型剖分．

图6-7是环面T2 的一个剖分和它的展开图．它由9个四边形粘接成，每个四边形
分割成两个2维单形，因此共有18个2维单形，27个1维单形，9个顶点．

图　6-7

图　6-8

图6-8（a）和（b）分别是Klein瓶和射影平面P2 的剖分的展开图．相应的复
形不能在E3 中实现，因此画不出来．怎么说明这两个展开图确实表示复形？回答此



问题只须在欧氏空间中构造出复形，它具有展开图中所示的结构．以P2 为例，设K
是  的子复形，它由所有顶点，所有1维单形和以下10个2维单形所构成：（e0
，e2 ，e5 ），（e0 ，e3 ，e5 ），（e0 ，e1 ，e3 ），（e1 ，e2 ，e3 ），

（e2 ，e3 ，e4 ），（e0 ，e2 ，e4 ），（e0 ，e1 ，e4 ），（e1 ，e4 ，e5
），（e1 ，e2 ，e5 ），（e3 ，e4 ，e5 ）．则K具有图6-8（b）中展开图所示

的结构，从而｜K｜是P2 ．

习　题

1．设｛a0 ，a1 ，…，an ｝是欧氏空间中处于一般位置的点组，b是欧氏空间

的一点，则｛b，a0 ，a1 ，…，an ｝处于一般位置  b不在｛a0 ，a1 ，…，

an ｝所张成的超平面上．

2．设  是n维单形，b是欧氏空间中一点，使得对  的任何两
个不同点x，x′，线段  和  只交一点b，则｛b，a0 ，a1 ，…，an ｝处于一般

位置．

3．设b是单形  的内点，证明对  上的两个不同点  

4．设x，x′是单形  的两个不同点，c是线段  的中点．证明c不是  的顶
点．

5．证明若  是n维单形，则

6．设K是单形的有限集合．证明K是复形的充分必要条件是：

（1）若  则  的面也在K中；

（2）K中任何两个单形的内部不相交．

7．如果K1 ，K2 都是复形K的子复形，则K1 ∪K2 和K1 ∩K2 也都是K的子复

形．

8．设L是复形，a是欧氏空间中一点，满足：对｜L｜上任何两个不同点
 记  是a与  的顶点一起张成的单形（参见习题



2）．规定

证明K是复形，并且是以a为锥顶的单纯锥．

9．设K是复形，证明下列条件互相等价：

（1）K连通；　（2）｜K｜连通；　（3）K1 连通．

10．设K是连通复形，证明

11．证明复形的连通分支是极大连通子复形．

12．设L是复形K的连通子复形，则L是K的极大连通子复形  KL中任一单
形的顶点都不在K中．

13．设K是复形，则

§2　单纯复合形的同调群

本节从单纯复合形的组合结构出发，构造它的同调群．复形的组合结构包括两
个要素：它所包含的各维单形的个数和这些单形的连接关系．链群和边缘同态分别
反映了这两个要素，它们是建立同调群的关键概念．单形的定向概念有助于更好地
刻画单形间的连接关系，它是建立边缘同态的基础．

2.1　单形的定向

单形的定向是从向量空间的定向概念引伸来的．向量空间的定向是用基向量组
确定的．n维向量空间的有序的n个线性无关向量称为一个基向量组，它确定一个定
向．两个基向量组的过渡矩阵的行列式如果是正数，则它们确定同一定向，是负数
则确定相反的定向，因此n＞0时，n维向量空间有两个定向．



设  是一个n维单形，n＞0．记L是与  所在的超平面平行的n维向量空间．如
果取定  顶点的一个排列a0 ，a1 ，…，an ，则由

a1 －a0 ，a2 －a0 ，…，an －a0

确定L的一个基向量组，从而得到L的一个定向．这个定向依赖于  顶点的排
列．不难看出，当原排列作一次对换时，则新排列得到的定向与原定向相反．于
是，当两个排列相差偶置换时，它们确定L的同一定向，相差奇置换时确定相反的定
向．把  顶点的全部排列（共（n＋1）！个）分为两大类：相差偶置换的排列属同
一类，相差奇置换的排列属不同类．于是，每一类确定L的一个定向．基于以上几何
背景，我们直接称这两个排列类为n维单形  的两个定向．称取定了定向的单形为定
向单形．于是  顶点的任一排列a0 ，a1 ，…，an 确定  的一个定向，把相应的定

向单形记作

a0 a1 …an ．

图　6-9

图6-9表出1维和2维定向单形的情形．左图是1维单形（a0 ，a1 ），它的两个

定向单形为a0 a1 和a1 a0 ，分别是两条有向线段．右图是2维单形（a0 ，a1 ，a2
），它的两个定向单形分别是a0 a1 a2 ＝a1 a2 a0 ＝a2 a0 a1 和a0 a2 a1 ＝a2
a1 a0 ＝a1 a0 a2 ，两个定向分别是所在平面的逆时针转向和顺时针转向．

以上讨论对0维单形不适合，因为0维单形只有一个顶点，也就只有一个排列．
为了叙述上的统一，也把0维单形称为0维定向单形．

本书中常用小写英文字母或希腊字母（下面不加横线）命名定向单形，如定向



单形s，定向单形σ等．对定向单形也讨论面的关系，也用记号“≺”．事实上对定向
单形，面的关系内涵更丰富了，以后将详细论述．

2.2　链群

设K是一个复形，0≤q≤dimK．设K有αq 个q维单形，并记Tq （K）是K的所有q

维定向单形的集合．于是，当q＞0时，

＃Tq （K）＝2αq ，　＃T0 （K）＝α0 ．

这里＃号表示集合含元素的个数或势．

定义6.5　定义在Tq （K）上的一个整值函数，如果在相反定向单形上取值为相

反数，则称为K上的一个q维链．K的所有q维链的集合在函数加法运算下构成的交换
群称为K的q维链群，记作Cq （K）．

设s为K的一个q维定向单形，则s决定K上的一个q维链如下：它在s上取值为1，
在s的相反定向单形上取值为－1，其他定向单形上取值0．这个链仍记作s．于是若s
′是s的相反定向单形，则看作链，s′＝－s．以后我们经常把定向单形s的相反定向单
形记作－s．

q＝0时，K的每个顶点决定一个定向单形，因此按定义，C0 （K）是由K的顶点

（看作0维链）集合生成的自由交换群，秩为α0 ．

在q＞0时，对K的每个q维单形取定一个定向，得αq 个q维定向单形，记作

 从定义容易看出，两个q维链c和c′相同  c（si ）＝c′（si

），i＝1，…，αq ．并且如果记ni ＝c（si ），则  （这里si 看作

链）．于是，∀c∈Cq （K）有唯一的方式写成链  的线性组合，也就是

说  自由生成Cq （K），Cq （K）是秩为αq 的自由交换群．习惯上，常

把链看作定向单形的线性组合，当  时，把ni 称为链c的系数．

为了叙述上的方便，我们扩大链群的定义范围，规定当q＜0或q＞dimK时，Cq



（K）＝0．

2.3　边缘同态

复形中单形的连接关系就是“面”的关系，而相邻维数的单形间的“面”关系
又是关键．有了单形定向的概念，就能更好地来刻画这种关系．

设s是q维定向单形，t是q－1维定向单形，并且是s的面．设a是s比t多的那个
顶点．取t的顶点的一个代表其定向的排列a0 a1 …aq-1 则定向单形aa0 …aq-1 与

该排列的选择无关，记at＝aa0 …aq-1 ．如果s＝at，就称t是s的顺向面，如果s＝

－at，就称t是s的逆向面．

例如，a1 是a0 a1 的顺向面，而a0 是a0 a1 的逆向面；对于2维定向单形a0
a1 a2 来说，a1 a2 ，a0 a1 和a2 a0 是它的顺向面，a2 a1 ，a1 a0 和a0 a2 是

逆向面．

对于任给s∈Tq （K），t∈Tq-1 （K），规定s与t的关联系数［s；t］为

显然，［－s；t］＝－［s；t］＝［s；－t］．

例如设s＝a0 a1 …aq ，  （  表示去掉ai ），则s＝（－1）i

ai t，因此  是s的顺向面．

关联系数是建立边缘同态的基础，下面的引理是建立边缘同态以及别的许多链
群间的同态的工具，它完全是代数的，证明留作习题．

引理　设G是交换群，φ0 ：Tq （K）→G是一个对应，使得φ0 （－s）＝－φ0

（s），∀s∈Tq （K），则φ0 能唯一地扩张为同态φ：Cq （K）→G．　▎

设0＜q≤dimK，s∈Tq （K）．规定∂q s：Tq-1 →Z为



∂q s（t）＝［s；t］，∀t∈Tq-1 （K）．

于是∂q s（－t）＝［s；－t］＝－［s；t］＝－∂q s（t），按定义，∂q s是

K上的q－1维链，即  称为s的边缘链．

不难看出，∂q s就是s的顺向面（作为链）之和：

如果s＝a0 a1 …aq ，则

图6-10是1维单形和2维单形的边缘链．∂1 a0 a1 ＝a1 －a0 ，即1维定向单形

的边缘链是它的终点减起点；∂2 a0 a1 a2 ＝a1 a2 －a0 a2 ＋a0 a1 ＝a0 a1 ＋

a1 a2 ＋a2 a0 ，这3个1维定向单形（看作有向线段）可连接成一条有向闭折线，

其方向就是2维定向单形的转向．

图　6-10

现在已规定了对应∂q ：Tq （K）→Cq-1 （K），并且它满足引理的条件，即∂q
（－s）＝－∂q s（因为∂q （－s）（t）＝［－s；t］＝－［s；t］＝－∂q
s（t），∀t∈Tq-1 （K））．于是它可以唯一地扩张为Cq （K）到Cq-1 （K）的同

态，仍记作∂q ，称为Cq （K）到Cq-1 （K）的边缘同态．



取定K的αq 个定向单形  它们构成Cq （K）的基．设链

则因为∂q 是同态，所以有

当q≤0或q＞dimK时，规定∂q 是零同态．

定理6.1　∀q∈Z，∂q-1  ∂q ＝0．

证明　只须对1＜q≤dimK的情形证明，并且只用验证∀s∈Tq （K），∂q-1 

∂q s＝0．

记s＝a0 a1 …aq ，则

图6-11的复形K中，设2维链c＝a0 a1 a4 ＋a1 a3 a4 ＋a1 a2 a3 ．a1 a4 是

a0 a1 a4 的顺向面，是a1 a3 a4 的逆向面，因此它在∂2 c中不出现（即∂2 c（a1
a4 ）＝0）．同理∂2 c中也没有a1 a3 ．可算得∂2 c＝a0 a1 ＋a1 a2 ＋a2 a3 ＋

a3 a4 ＋a4 a0 ，直观上看是围这3个三角形的有向闭折线，方向由三角形的转向决



定，∂1 （∂2 c）＝0．

图　6-11

2.4　同调群

设K为复形．我们已对每个整数q建立了q维链群Cq （K），并定义了边缘同态∂q
：Cq （K）→Cq-1 （K）．所有这些链群和边缘同态合在一起，称为K的链复形，记

作C（K），即

C（K）：＝｛Cq （K）；∂q ｜q∈Z｝．

C（K）也可看作交换群与同态的一个序列

从链复形C（K）出发建立同调群，只是代数问题了．

定义6.6　称边缘同态∂q ：Cq （K）→Cq-1 （K）的核为K的q维闭链群，记作

Zq （K），它的元素称为K的q维闭链；称边缘同态∂q+1 ：Cq+1 （K）→Cq （K）的

像为K的q维边缘链群，记作Bq （K），其元素称为K的q维边缘链．

Zq （K）与Bq （K）都是Cq （K）的子群，因此都是自由交换群．∀bq ∈Bq
（K），存在cq+1 ∈Cq+1 （K），使得bq ＝∂q+1 cq+1 ，于是



∂q bq ＝∂q （∂q+1 cq+1 ）＝（∂q  ∂q+1 ）cq+1 ＝0

（根据定理6.1，∂q  ∂q+1 是零同态）．因此Bq （K）是Zq （K）的子群．

定义6.7　设K是单纯复合形，称商群Zq （K）/Bq （K）为K的q维同调群，记

作Hq （K）．

如果K中两个q维链c与c′之差是边缘链，即c－c′∈Bq （K），则说c与c′是同调

的，记作c～c′．同调关系是Cq （K）中的一个等价关系，Cq （K）在此关系下分成

的等价类（也就是商群Cq （K）/Bq （K）的元素）称为同调类．链c所在的同调类

记作〈c〉．与闭链同调的链也是闭链，Hq （K）中的元素也就是闭链的同调类．

同调群是有着深刻的几何内涵的，只是建立同调群的曲折复杂的过程和抽象的
代数化的形式掩盖了它的几何背景．下面我们来剖析1维同调群的几何意义．

复形K的一个1维链c如果能写成下面的形式：

c＝a0 a1 ＋a1 a2 ＋…＋ar-1 ar ＋ar ar+1

其中a1 ，…，ar 各不相同，且和a0 ，ar+1 不同，就称c是一条1维简单链，称

a0 ，ar+1 分别是它的起点和终点；如果a0 ＝ar+1 ，就称为1维简单闭链（图6-

12）．显然，1维简单闭链确是闭链，并且任何1维闭链可分解为若干1维简单闭链之
和（习题2）．



图　6-12

一个1维复形L称为树，如果L连通，并且去掉它的任何一个1维单形就要破坏连
通性．

如果L是树，a，b是L的不同顶点，则K中有唯一1维简单链分别以a，b为起、终
点（习题7）．L不存在1维简单闭链，从而Z1 （L）＝0．

设K是连通复形．K的子复形L如果是树，并且K0 ⊂L，则称L是K的一个极大树．
图6-13中，用黑线勾划的部分就是复形K的一个极大树．

图　6-13

如果s＝b1 b2 是KL中的1维定向单形，则L中有从b2 到b1 的1维简单链，它加

上s就得到K的一个1维简单闭链．对KL中每个1维单形取好定向，得到1维定向单形
集合｛s1 ，s2 ，…，sm ｝，由si 按上述方法决定的1维简单闭链记作zi ．

命题6.3　｛z1 ，z2 ，…，zm ｝是Z1 （K）的基．

证明　∀z∈Z1 （K），记z（si ）＝ni ．则  在每个si 上取值



为0，于是  从而  即

这说明｛z1 ，z2 ，…，zm ｝生成Z1 （K）．

不难看出，  于是  因此当

 时，ki ＝0（i＝1，2，…，m）．于是｛z1 ，…，zm ｝是Z1 （K）

的基．　▎

如果K是1维连通复形，那么H1 （K）＝Z1 （K），它的秩m就是｜K｜上

的“洞”的个数，因为KL中每个1维单形连结树L的两顶点，造成一个洞．对于一般
连通复形K，则m是｜K1 ｜的洞数，也就是说，Z1 （K）的秩就是｜K1 ｜上洞的数

目．例如图6-13中的复形K的Z1 （K）秩为6，｜K1 ｜的洞数就是6．K的2维单形把

其中3个洞封闭了，即｜K｜只有3个洞，这情形正好由将Z1 （K）对B1 （K）作商群

所反映：z3 ，z4 以及z1 －z2 都是边缘链，因此H1 （K）的秩为3．一般来说，任

何复形K的1维同调群的秩就是｜K｜上的洞数，但情况可能会很复杂．洞的含义也须
推广．

笼统地讲，高维同调群反映了“高维洞”的情况．

习　题

1．设G是交换群，对应φ0 ：Tq （K）→G满足φ0 （－s）＝－φ0 （s），

∀s∈Tq （K）．证明φ0 可唯一地扩张为Cq （K）到G的同态．

2．证明复形的每条1维闭链都是若干简单闭链的和．

3．设K是n维复形，并且它的n维单形数不超过n＋1，证明Zn （K）＝0．

4．设K是E2 中的2维复形，证明Z2 （K）＝0．



5．设K是树，证明K的顶点数比1维单形数大1．

6．设K是连通复形，αq 是K的q维单形个数，q∈Z．证明Z1 （K）的秩等于α1

－α0 ＋1．

7．设K是连通复形，a和b是K的两个顶点．证明K有1维简单链分别以a和b为
起、终点．

§3　同调群的性质和意义

本节从同调群的定义出发，讨论它的一些简单性质；并讨论0维同调群的几何意
义，1维同调群与基本群的关系；我们还将建立著名的Euler-Poincaré公式．

3.1　同调群的简单性质

复形K的q维闭链群Zq （K）由同态∂q ：Cq （K）→Cq-1 （K）决定，q维边缘

链群由∂q+1 ：Cq+1 （K）→Cq （K）决定，因此，Hq （K）只与K的链复形中

 段有关．

命题6.4　当r＞q时，

证明　显然  就是

 由此得到  　▎

当q＜0或q＞dimK时，因为Cq （K）＝0，所以Zq （K）＝0，Hq （K）＝0．

当q＝dimK时，因为Cq+1 （K）＝0，所以Bq （K）＝0．于是Hq （K）＝Zq
（K），它是自由交换群．

当q＝0时，Z0 （K）＝C0 （K）．

设K不连通，K＝K1 ∪K2 ，其中K1 和K2 是不相交子复形．显然Cq （K）＝Cq
（K1 ）  Cq （K2 ），∀q ∈Z，并且∂q 把Cq （Ki ）映到Cq-1 （Ki ）中，i＝

1，2．于是Zq （K）＝Zq （K1 ）  Zq （K2 ）．类似地有Bq （K）＝Bq （K1



）  Bq （K2 ）．由此立即得出

Hq （K）＝Hq （K1 ）  Hq （K2 ）．

以上结果可推广到K分解成多个不相交子复形的并集的情形，于是有

定理6.2（直和分解定理）　设复形K的连通分支为K1 ，K2 ，…，Kr ，则

∀q∈Z，

3.2　0维同调群的几何意义

命题6.5　复形K的0维同调群是自由交换群，它的秩等于K的连通分支数．

证明　根据直和分解定理，只须证明连通复形的0维同调群是自由循环群．

设  是K的全部顶点，则Z0 （K）＝C0 （K）由  

生成．∀ai ，aj ，由于K连通，存在1维简单链c1 分别以ai 和aj 为起、终点（§2

习题7），于是aj －ai ＝∂c1 ，aj ～ai ．设c∈C0 （K），  则

 记  称为c的指数，则〈c〉＝d〈c〉〈a1 〉．因

此H0 （K）是由〈a1 〉生成的循环群．下面计算〈a1 〉的阶．

不难看出d（c＋c′）＝d（c）＋d（c′），∀s∈T1 （K），d（∂1 s）＝0．设

n〈a1 〉＝0，则na1 ∈B0 （K），因而有c1 ＝∑ιi si ∈C1 （K），使得na1 ＝

∂c1 ．于是n＝d（∂c1 ）＝d（∑ιi ∂si ）＝∑ιi d（∂si ）＝0．得出〈a1 〉的阶

为0，因此它自由生成H0 （K），H0 （K）是自由循环群．　▎

* 3.3　1维同调群与基本群的关系

当K是连通复形时，H1 （K）和π1 （｜K｜）都反映了｜K｜上“洞”的个数，

而一般地它们是不相同的，H1 （K）是交换群，π1 （｜K｜）可能不是交换群，事



实上，这两个群之间有着密切的关系．

定理6.3　当复形K连通时，H1 （K）同构于π1 （｜K｜）的交换化．

证明　因为  （见§1习题10），   （命
题6.4），所以不妨假定K是2维复形．

取定K的一个极大树L和一个顶点a．则∀ai ∈K0 ，存在L中从a到ai 的唯一1维

简单链ci ，它又决定｜L｜中从a到ai 的道路wi （在图6-14中，ci ＝aaj ＋aj
ak ＋ak ai ）．

图　6-14

∀s∈T1 （K），设s＝ai aj ．记zs ＝ci ＋ai aj －cj ，

 是从ai 到aj 的线性道路），则zs 是闭链，bs 是a处的闭路．

对KL中每个1维单形取定定向，并排列为｛s1 ，s2 ，…，sm ｝，它们决定m个1维

闭链  和a处的m条闭路  类似于命题6.3可以证

明：  是Z1 （K）的基．

下面归纳地（对K中2维单形的个数作归纳）证明存在同态Φ∶π1 （｜K｜，a）

→H1 （K），使得

（1）Φ（〈bs 〉）＝〈zs 〉，∀s∈T1 （K）；

（2）KerΦ是π1 （｜K｜，a）的换位子群．



若K没有2维单形，则用Van-Kampen定理可以证明，π1 （｜K｜，a）由

 自由生成，H1 （K）＝Z1 （K）由   自由生成．规定

Φ（〈bs 〉）＝〈zs 〉，∀s∈T1 （K），则Φ决定一个同态Φ∶π1 （｜K｜，a）

→H1 （K）．显然（1）满足，并根据命题A.12，KerΦ是π1 （｜K｜，a）的换位

子群．

假设对于2维单形不多于k个的情形上述断言成立．设K有k＋1个2维单形．取
 记  则L仍是K1 的极大树，且bs ，zs 等概念都不

改变．由归纳假设，存在同态Φ1 ∶π1 （｜K1 ｜，a）→H1 （K1 ），满足条件

（1）和（2）．

记

s＝a1 a2 ，　sˈ＝a2 a3 ，　s″＝a3 a1 ；

则Φ1 （〈b〉）＝〈z〉，并且  （这里α是从a1 出发绕  一周又

回到a1 的道路）（图6-15），

图　6-15

z＝a1 a2 ＋a2 a3 ＋a3 a1 ＝∂a1 a2 a3 ．

根据Van-Kampen定理，



π1 （｜K｜，a）＝π1 （｜K1 ｜，a）/［〈b〉］，

按照同调群的定义，若记≪z≫是〈z〉生成的H1 （K1 ）的子群，则

H1 （K）＝H1 （K1 ）/≪z≫．

由φ1 （〈b〉）＝〈z〉得到φ1 （［〈b〉］）＝≪z≫．于是（用命题

A.11），存在同态φ∶π1 （｜K｜，a）→H1 （K）使得下面图表可交换：

（上下同态是投射），并且Kerφ是π1 （｜K｜，a）的换位子群．由图表的交

换性及φ1 满足（1），推得φ满足（1）．

归纳证明完成，从而完成了命题的证明．　▎

3.4　Euler-Poincaré公式

设复形K有αq 个q维单形，q＝0，1，…，dimK．

定义6.8　称整数

为复形K的Euler示性数．

Euler示性数与立体几何中凸多面体的Euler数有密切关系．设凸多面体有e0
个顶点，e1 条棱，e2 个面．对它的每个面可用一些互不交叉的对角线分割为三角

形，从而使凸多面体的表面有一个三角剖分K．设K的q维单形数为αq ，q＝0，1，

2（dimK＝2），则α0 ＝e0 （上述分割不增加新顶点），α1 －e1 ＝α2 －e2 （因



为每加一条对角线就增加一个面）．于是x（K）＝α0 －α1 ＋α2 ＝e0 －e1 ＋e2
，即就是凸多面体的Euler数．因此Euler示性数可看成凸多面体Euler数的推广．

Hq （K）是有限生成交换群，记它的秩为βq ，即

βq ∶＝rank（Hq （K）），

称为复形K的q维Betti数．

定理6.4（Euler-Poincaré定理）　设K是n维复形，βq 是K的q维Betti数，q

＝0，1，…，n．则有Euler-Poincaré公式

证明　分别记λq ＝rank（Zq （K）），μq ＝rank（Bq （K））．利用附录A

中的定理A.2，从Hq （K）＝Zq （K）/Bq （K）可得到

βq ＝λq －μq ，　0≤q≤n．

又因为Bq－1 （K）和Zq （K）分别是∂q ∶Cq （K）→Cq－1 （K）的像与核，

所以有  于是

μq－1 ＝αq －λq ，　0≤q≤n

（令μ-1 ＝0），两式相加，得到

αq －βq ＝μq ＋μq－1 ，　0≤q≤n．

于是



μn ＝μ-1 ＝0，因此  　▎

下章我们将说明Hq （K）是由｜K｜的拓扑所决定的，因此  是｜K

｜的拓扑不变量．αq 由K决定，因此从表面上看，x（K）似乎由K的组合结构决

定．定理说明了x（K）与剖分K的选择无关，它反映了｜K｜的拓扑性质．

3.5　以交换群G为系数群的同调群

在建立同调群的过程中，Z可以用任何交换群G代替，得到系数群为G的同调群．
下面简要地回顾一下过程．

复形K的以G为系数群的q维链群为

Cq （K；G）∶＝｛对应c∶Tq （K）→G｜c（－s）＝－c（s），

∀s∈Tq （K）｝，

加法由（c＋c′）（s）＝c（s）＋c′（s）规定．一般地，q维定向单形s∈Tq
（K）不再能看成一个q维链，但∀g∈G，gs是一个q维链，∀t∈Tq （K），

这种形式的q维链生成了Cq （K；G）．规定gs的边缘链∂q （gs）∈Cq－1

（K；G）为

∂q （gs）（t）＝［s；t］g，　∀t∈Tq－1 （K）．

用线性扩张得到边缘同态∂q ∶Cq （K；G）→Cq－1 （K；G），它也满足∂q－1

 ∂q ＝0，从而得到K的以G为系数群的链复形C（K；G），并由它产生K的以G为系

数群的同调群Hq （K；G）．

特别当G是域时，Cq （K；G），Zq （K；G）和Bq （K；G）都是G上的线性空



间，Hq （K；G）作为Zq （K；G）对子空间Bq （K；G）的商也是线性空间．记dq
＝dimHq （K；G），则利用线性空间维数的加法公式也可得到相应的Euler-

Poincaré公式：

这里n＝dimK.

以后会看到，一般地dq 与βq 不一定相同．

习　题

1．若K＝K1 ∪K2 ，K0 ＝K1 ∩K2 是r维的，则

　　  　∀q＞r＋1．

2．若K＝K1 ∪K2 ，K0 ＝K1 ∩K2 是一个顶点，则

　　  　∀q＞0．

3．设K＝K1 ∪K2 ，K0 ＝K1 ∩K2 非空，试证明

（1）若K0 连通，则∀z∈Z1 （K），存在zi ∈Z1 （Ki ），i＝1，2，使得z

＝z1 ＋z2 ；

（2）若Hq－1 （K0 ）＝0，则∀z∈Zq （K），存在zi ∈Zq （Ki ），i＝1，

2，使得z＝z1 ＋z2 ；

（3）若Hq （K0 ）＝0，zi ∈Zq （Ki ）（i＝1，2）使z1 ＋z2 在K中同调

于0，则zi 在Ki 中同调于0，i＝1，2．

4．设K＝K1 ∪K2 ，K0 ＝K1 ∩K2 是零调的，即



证明

　　  　∀q≠0．

5．利用Euler-Poincaré公式证明树的顶点数比1维单形数大1．

6．详细写出关于以域G为系数群的Euler-Poincaré公式的证明．

7．设K是连通复形，G为交换群，证明

§4　计算同调群的实例

和基本群不同，同调群的定义本身给出了计算它的途径．但是一般来说，按照
定义作计算，工作量是很大的．下面通过几个实例介绍一些计算中的技巧．

例1　单纯锥是零调的（零调的定义见§3习题4）．

设K是单纯锥，a为一个锥顶．

K是连通的，因此  下面证明

Hq （K）＝0，q＞0．

如果K只有一个顶点a，结论显然．下面讨论K不只一个顶点的情形，记L是K中所
有不以a为顶点的单形构成的子复形，称为单纯锥K的锥底（相对于锥顶a的）．

当q＞0时，对于L中的q－1维链c＝Σni ti ，规定K中的q维链．

ac∶＝Σni ati ．

不难得到，

∂q （ac）＝c－a∂q－1 c

（习题1）．



当q＞0时，K中q维定向单形或在L中，或可写成at或－at的形式，其中t∈Tq－1

（L）．因此，∀c∈Cq （K）有唯一的分解式

c＝c′＋ac″，

其中c′∈Cq （L），c″∈Cq－1 （L）．如果c∈Zq （K），则

0＝∂q c＝∂q c′＋c″－a∂q－1 c″，

其中∂q c′＋c″∈Cq－1 （L）．于是有

∂q c′＋c″＝0和∂q－1 c″＝0．

取  则

因此c∈Bq （K）．我们证明了q＞0时Zq （K）＝Bq （K），从而Hq （K）＝

0．于是，单纯锥是零调的．

例2　设  是n维单形，n＞1，  则K是单纯锥，因此有

设  则L是K的n－1维骨架（它只比K少一个n维单形）．于是，当q＜n－
1时，Hq （L）＝Hq （K）（命题6.4）．显然q≥n时Hq （L）＝0．只剩下Hn－1

（L）了．

因为Bn－1 （L）＝0，所以

Hn－1 （L）＝Zn－1 （L）＝Zn－1 （K）．

又因为Hn－1 （K）＝0，所以Zn－1 （K）＝Bn－1 （K）．K只有一个n维单形，

 并且∂n ∶Cn （K）→Cn－1 （K）是单同态，因此



于是  我们得到，对n维单形

如果n＝1，则  是两个顶点的0维复形，因此

对n＞1的情形，  也可利用Euler-Poincaré公式计算，请读者自己
试一下．

图　6-16

例3　设K是平环的一个剖分（图6-16）．它的6个二维单形都取逆时针定向，
并分别记作σ1 ，σ2 ，…，σ6 ，如图中所标出．



K是连通的，因此   当q≠0，1，2时．

K是2维复形，因此H2 （K）＝Z2 （K）．设  则

于是∂2 c＝0  n1 ＝n2 ＝…＝n6 ＝0，即Z2 （K）＝0，H2 （K）＝0．

计算H1 （K）．设c∈C1 （K），若c在a1 a2 上取值为k．则c－∂kσ1 在a1 a2
上取值为0，它同调于c．我们称这个步骤为用σ1 消去c中的a1 a2 ．还可用σ2 消

去a5 a6 ，用σ3 ，σ4 ，σ5 和σ6 分别消去a2 a3 ，a4 a6 ，a3 a1 和a4 a5 ，于

是c同调于链

c′＝n1 a1 a5 ＋n2 a5 a2 ＋n3 a2 a6 ＋n4 a6 a3 ＋n5 a3 a4 ＋n6 a4 a1
如果c∈Z1 （K），则c′∈Z1 （K），因此

0＝∂c′＝（n6 －n1 ）a1 ＋（n2 －n3 ）a2 ＋（n4 －n5 ）a3

　　　　　＋（n5 －n6 ）a4 ＋（n1 －n2 ）a5 ＋（n3 －n4 ）a6 ，

从而n1 ＝n2 ＝…＝n6 ．记

　　　z＝a1 a5 ＋a5 a2 ＋a2 a6 ＋a6 a3 ＋a3 a4 ＋a4 a1 ．

则c′＝n1 z，〈c〉＝n1 〈z〉．这说明H1 （K）是由〈z〉生成的循环群．剩

下只用计算〈z〉的阶．设m〈z〉＝0，则有  使得∂2 c＝

mz．∂2 c和mz在a1 a2 的值分别为n1 和0，因此n1 ＝0．同理可得n2 ＝…＝n6 ＝

0，即c＝0，从而m＝0．于是〈z〉是0阶的，



图　6-17

例4　设K是环面的一个剖分（图6-17）．如图中所示，取定2维单形的定向，
并记作σi （i＝1，…，18）．

Hq （K）＝0，当q≠0，1，2时．

记  它们是1维闭链；记

 不难验证z2 ∈Z2 （K）．

注意到任何两个相邻的2维定向单形在它们的公共面上诱导出相反的定向，例如
a5 a1 是σ1 的顺向面，而a1 a5 是σ2 的顺向面．于是若c∈C2 （K），则∂2 c在

a1 a5 上取值为0  c在σ1 与σ2 上取值相同．于是，c∈Z2 （K）  c在

每个σi 上取同样的秩n，也就是说c＝nz2 ．因此Z2 （K）是z2 生成的自由循环

群，

设c∈C1 （K），用例3中的办法，可以用σ14 消去a7 a2 ，用σ7 消去a7 a8 ，

……最后



c～c′＝n1 a1 a2 ＋n2 a2 a3 ＋n3 a3 a1 ＋n4 a1 a4 ＋n5 a4 a7

　　　＋n6 a7 a1 ＋n7 a2 a5 ＋n8 a5 a8 ＋n9 a3 a6 ＋n10 a6 a9 ．

当c是闭链时，∂1 c′＝0，可推出n7 ＝n8 ＝n9 ＝n10 ＝0，n1 ＝n2 ＝n3 ，

n4 ＝n5 ＝n6 ．于是

因此〈z1 〉和  生成H1 （K）．

若  则  有c∈C2 （K），

 由于  在K“内部”的1维定向单形上取值为0，可推出c＝
kz2 ，从而∂2 c＝0，得到n＝m＝0．这样H1 （K）是以〈z1 〉和  为基的自由

群，

例5　K是射影平面P2 的剖分，图6-18标出了它的10个2维单形的定向和名称．

 Hq （K）＝0，　q≠0，1，2．

图　6-18

令z1 ＝a1 a2 ＋a2 a3 ＋a3 a1 ．，  类似于例4，一个2维链c，



如果∂2 c中不出现“内部”的1维单形，则c＝nc2 ．不难算出∂2 c2 ＝2z1 ，因此

nc2 ∈Z2 （K）  n＝0．这样H2 （K）＝Z2 （K）＝0．

用前两例的办法可说明，K的1维闭链同调于z1 的整数倍，即H1 （K）是〈z1
〉生成的循环群．又因为2z1 ＝∂2 c2 ，所以〈z1 〉是2阶的，

从上面的计算结果得K的各维Betti数为：β0 ＝1，β1 ＝β2 ＝0，x（K）＝0－

0＋1＝1．

如果用Z2 域作为系数群，则∂2 c2 ＝0，c2 是闭链，

 H0 （K；Z2 ）和H1 （K；Z2 ）也是Z2 ．因此d1 ＝d2 ＝d0 ＝1，

x（K）＝1－1＋1＝1．

习　题

1．设K是单纯锥，a为锥顶，L为锥底．设c∈Cq－1 （L），证明∂q （ac）＝c

－a∂q－1 c．

2．设K＝Bd（a0 ，a1 ，a2 ，a3 ）∪Bd（a0 ，a1 ，a4 ）（图6-19），求K

的各维同调群．

图　6-19



图　6-20

3．设K＝Bd（a0 ，a1 ，a2 ，a3 ）∪Bd（a0 ，a1 ，a2 ，a4 ）（图6-

20），求K的各维同调群．

4．求图6-21中的复形K的各维同调群．

5．利用Euler-Poincaré公式证明关于组合数  的公式

（提示：考虑n－1维单形  的闭包复形  的Euler示性数．）

图　6-21



6．设K是P2 的剖分（见例5），计算Hq （K；Q），Q是有理数域．

7．设K是单纯锥，G是交换群，计算Hq （K；G）．

注释

① 　欧氏空间中一个k维线性子空间L经过平移得到的像称为一个k维超平面，如果平移向量为a，则记此超
平面为L＋a．



第七章　单纯同调群（下）

第六章中建立的同调群只是复形上的一种代数结构，还没有体现出它的拓扑特
性．本章要建立拓扑空间（多面体和可剖分空间）的同调群，自然是要利用它们的
剖分的同调群来规定．于是我们就面临着同调群的拓扑不变性问题：有相同（或同
胚）多面体的复形的同调群是不是同构？这就要把同调群的研究向前发展．我们要
对从多面体｜K｜到｜L｜的连续映射f，建立从同调群Hq （K）到Hq （L）的同态

f*q ．这是一项难度较大、技术性很强的工作．我们还要讨论同调群的同伦不变

性，它也是计算同调群的一个工具．

§1　单纯映射和单纯逼近

本节为定义连续映射诱导的同调群同态作准备，介绍单纯映射和单纯逼近这两
个重要概念．

1.1　单纯映射

单纯同调群建立的基础是复形的组合结构，然而一般的连续映射并不保持这种
组合结构，因此不像基本群那样能用自然的方式建立它所对应的同调群同态．我们
先考虑一种与复形的组合结构相适应的映射，即复形间的单纯映射．

定义7.1　设K和L是复形，K到L的一个对应φ∶K→L（它把K的每个单形对应到L
的一个单形）称为单纯映射 ① ，如果它满足以下要求：

（1）若a是K的顶点，则φ（a）是L的顶点；

（2）若K中单形  则  的顶点集是｛φ（a0 ），

φ（a1 ），…，φ（aq ）｝（并不要求φ（a0 ），φ（a1 ），…，φ（aq ）互不

相同）．

由定义看出，当φ是单纯映射时，它还满足：



（3）  即φ保持面的关系；

（4）

如果（4）中等式成立，则说φ在  上非退化，否则说φ在  上退化．显然，当
φ在  上非退化时，φ在  的面上也非退化．

（1）说明φ决定K的顶点集K0 到L的顶点集L0 的对应，称为φ决定的顶点映
射．（2）说明φ由它的顶点映射完全决定．

例如，若记i∶Kr →K是包含映射，则i是单纯映射，它在每个Kr 的单形上不退
化，它决定的顶点映射是恒同映射id∶K0 →K0 ．

设φ∶K→L是单纯映射，则可规定映射  如下：∀x∈K，若CarK

x＝（a0 ，a1 ，…，aq ），且  则令   它是

φ（CarK x）的一点．

命题7.1  是连续映射．

证明  设  设  则从定义不难

看出  于是  是连续的．K中单形只有有限个，并

且每一个都是｜K｜的闭集，用粘接引理推出  也是连续的．　▎

单纯映射的性质使它能自然地诱导同调群的同态．

设φ∶K→L是单纯映射，规定φq ∶Tq （K）→Cq （L）如下：∀σ＝a0 a1 …

aq ∈Tq （K），令

显然φq （－σ）＝－φq （σ），因此φq 可线性扩张为Cq （K）到Cq （L）的

同态，仍用φq 记此同态．



命题7.2　∂q  φq ＝φq－1  ∂q （∀q∈Z），即下面图表可交换：

（这里两个边缘同态分别是K和L上的，我们在记号上不加区别）．

证明　只须对K的q维定向单形σ验证

∂q  φq （σ）＝φq－1  ∂q （σ）．

设σ＝a0 a1 …aq ．如果φ在σ上非退化，则

如果φ在σ上退化，则∂q  φq （σ）＝0．对φq－1  ∂q （σ）分两种情形讨

论．若｛φ（a0 ），φ（a1 ），…，φ（aq ）｝中不相同顶点不多于q－1个，则φ

在σ的每个q－1维面上都退化，因此有φq－1  ∂q （σ）＝0．若｛φ（a0 ），

φ（a1 ），…，φ（aq ）｝中不相同顶点有q个，即只有一对相同，不妨设φ（a0
）＝φ（a1 ），此时



总之，在任何情形，等式∂q  φq （σ）＝φq－1  ∂q （σ）都成立．　▎

我们规定了与边缘同态交换的一系列同态｛φq ∶Cq （K）→Cq （L）｜

q∈Z｝，称为从链复形C（K）到C（L）的链映射．

命题7.3　若｛φq ｝是单纯映射φ∶K→L诱导的链映射．则φq （Zq （K））

⊂Zq （L），φq （Bq （K））⊂Bq （L）．

证明　若z∈Zq （K），则∂q （φq （z））＝φq－1 （∂q （z））＝0，因此

φq （z）∈Zq （L）；若b∈Bq （K），设b＝∂q＋1 c，则

φq （b）＝φq （∂q＋1 （c））＝∂q＋1 （φq＋1 （c））．

因此φq （b）∈Bq （L）．　▎

定义7.2　设φ∶K→L是单纯映射．∀q∈Z，规定同态φ*q ∶Hq （K）→Hq
（L）为：∀〈z〉∈Hq （K），令

φ*q （〈z〉）＝〈φq （z）〉，

称φ*q 为φ诱导的同调群同态．

命题7.3只用到｛φq ｝是链映射的性质，即它与边缘同态的交换性质．因此，

两个链复形之间的任何链映射都诱导同调群的同态．

命题7.4　设φ∶K→L和ψ∶L→M都是单纯映射，则ψ  φK→M也是单纯映射，
并且

（ψ  φ）*q ＝ψ*q  φ*q ，　∀q∈Z．

（证明留给读者．）　▎

1.2　单纯逼近

单纯逼近是连结连续映射和单纯映射的桥梁，借助它我们能利用单纯映射来规



定连续映射所诱导的同调群的同态．

下面假设X和Y都是多面体，K和L分别是它们的剖分．

定义7.3　设f∶X→Y是连续映射，φ∶K→L是单纯映射，称φ是f的一个单纯逼
近，如果φ满足条件

 ∀x∈X，　　　　（1）

这里  是φ决定的连续映射．

条件（1）要求  和f（x）在L的同一单形CarL f（x）中（f（x）是其内

点，  不必是内点），这就是“逼近”的含义．利用直线同伦，知道

下面给出单纯逼近的另一种描述形式，它具有更强的几何直观性．需要用到一
个新概念．

定义7.4　设K是复形，a∈K0 ，a的星形是｜K｜的子集，记作StK a，规定为

StK a∶＝｛x∈｜K｜│a≺CarK x｝．

于是x∈StK a等价于a≺CarK x．

图7-1是由3个2维单形及它们的面构成的复形K．以a1 为顶点的单形有（a1 ，

a2 ，a5 ），（a1 ，a2 ），（a1 ，a5 ）以及顶点a1 本身，它们的内点构成StK
a1 ，于是StK a1 ＝（a1 ，a2 ，a5 ）（a2 ，a5 ）StK a2 ＝｜K｜（（a1 ，a5
）∪（a5 ，a4 ）∪（a3 ，a4 ））．



图　7-1

不难看出，当x∈StK a时，线段  因此StK a是由从a辐射出的许多

线段构成．沿着这些线段，StK a可形变收缩到a．

命题7.5　StK a是｜K｜的开子集．

证明　只须证明｜K｜StK a是闭集．

记  则L是K的子复形，并且

　　　

因此｜K｜StK a是紧致的，从而是｜K｜的闭集．　▎

显然，｛StK a｜a∈K0 ｝是｜K｜的一个开覆盖．

命题7.6　单纯映射φ∶K→L是连续映射f∶X→Y的单纯逼近的一个充分必要条
件是

∀a∈K0 ，f（StK a）⊂StL φ（a）．　　　　（2）

证明　条件（1）也就是

 ∀x∈X，　　　　（1′）

因为  （习题3），所以（1′）可改写成

φ（CarK x）≺CarL f（x），　　∀x∈X．　　　　（1″）

根据单纯映射的定义，它又可改写为

∀x∈X，a∈K0 ，若a≺CarK x，则φ（a）≺CarL f（x），



或用星形概念写出为

∀a∈K0 ，x∈X，若x∈StK a，则f（x）∈StL φ（a），

这就是（2）．　▎

推论　如果φ∶K→L是f∶X→Y的单纯逼近ψ∶L→M是g∶Y→Z的单纯逼近，则ψ
 φ是g  f的单纯逼近．　▎

（请读者自己验证．）

图　7-2

例　如图7-2所示，K是1维单形（a1 ，a2 ）的闭包复形，L由2维单形（b0 ，

b1 ，b2 ），（b1 ，b2 ，b3 ），（b2 ，b3 ，b4 ）以及它们的所有面构成．f∶

｜K｜→｜L｜是一个嵌入映射，f（a1 ）在（b0 ，b1 ）内，f（a2 ）在（b2 ，b3
，b4 ）内，  的中点c的像点f（c）在（b1 ，b2 ，b3 ）内．对这个f，没有一

个单纯映射φ∶K→L能作为它的单纯逼近．事实上，StK a1 是｜K｜｛a2 ｝，

f（StK a1 ）不在L的任何星形中．

如果增添顶点c，得到｜K｜的另一剖分K′．则f有从K′到L的单纯逼近．事实
上，   因此
由顶点映射

a1  b1 ，　c  b2 ，　a2  b2 （或b3 ）



决定的单纯映射是f的单纯逼近．

这个例子说明，对取定的剖分K，L，连续映射f∶X→Y不一定有单纯逼近．一般
来说，剖分K越细致（它的星形越小），L越粗（它的星形越大），单纯逼近存在的
可能性越大．下面的定理给出更确切的说明．

定理7.1　设K，L分别是多面体X，Y的剖分，f∶X→Y连续，则f存在K到L的单
纯逼近  ∀a∈K0 ，存在b∈L0 ，使得f（StK a）⊂StL b．（这个条件称作f

对K，L具有星形性质）．

证明　  ．设φ∶K→L是单纯逼近，由条件（2）知，∀a∈K0 ，f（StK
a）⊂StL φ（a），取b＝φ（a）即可．

 ．规定K到L的顶点映射φ∶K0 →L0 ，使得f（StK a）⊂StL φ（a）．

 取x是  的内点，则x∈StK ai ，i＝0，…，q，从而

f（x）∈f（StK ai ）⊂StL φ（ai ），即φ（ai ）≺CarL f（x），i＝0，…，

q．根据习题5，φ可扩张为单纯映射，仍记作φ．它满足条件（2），因此是f的单纯
逼近．　▎

习　题

1．设φ∶K→L是单纯映射，证明φ（K）是L的子复形．

2．若φ∶K→L是一一的单纯映射，则φ-1 ：L→K也是单纯映射．（此时称φ是
单纯同构．）

3．设φ∶K→L是单纯映射，x∈｜K｜，证明

4．设φ∶K→L，ψ∶L→M都是单纯映射．证明

（1）ψ  φ∶K→M也是单纯映射；

（2）



（3）（ψ  φ）*q ＝ψ*q  φ*q ∶Hq （K）→Hq （M），∀q∈Z．

5．设K，L都是复形，φ0 ∶K0 →L0 是一个对应．证明φ0 是某个单纯映射

φ∶K→L的顶点映射   ＝（a0 ，a1 ，…，aq ）∈K，φ0 （a0 ），φ0

（a1 ），…，φ0 （aq ）是L中同一单形的顶点．（称φ是φ0 的扩张．）

6．设  规定  的星形为

证明

（1）若  则

（2）若  则

§2　重心重分和单纯逼近存在定理

本节继续进行上节的工作，讨论单纯逼近的存在性．为此我们先要引进重心重
分的概念．

2.1　重心重分

设K，L是复形，f∶｜K｜→｜L｜是连续映射．上面已说到，f不一定存在K到L
的单纯逼近，并且不存在的原因是剖分K不够细，L不够粗．一般来说，使剖分变粗
不一定做得到，但使剖分变细总是能做到的．重心重分就是加细剖分的一种办法．

设K，K′都是多面体X的剖分，并且K′的每个单形都包含于K的某个单形中，就说
K′是K的一个重分．可以证明（习题1），K′的每个星形都含于K的某个星形中．重心
重分是一种特殊的重分．

设  是一个q维单形．  中，重心坐标为

 的点称为  的重心，记作  即



0维单形a的重心就是a；1维单形（a0 ，a1 ）的重心就是它的中点；2维单形

（a0 ，a1 ，a2 ）的重心就是平常意义下三角形的重心．

我们先从直观上描述重心重分．0维单形的重分就是自己．设  是1维单形，它
被重心分成两个1维单形，这两个1维单形及三个顶点（  的两个顶点和重心）一起
构成  的重心重分．设  是2维单形，则它被三条中线分割成六个2维单形（图7-
3），这六个2维单形以及它们的面就构成  的重心重分．它的顶点是  原有的顶
点加上  的重心和三个1维面的重心．它是一个以  为锥顶的单纯锥，相应的锥底
是  的重心重分（即各1维面重心重分的并集）．

图　7-3

一般复形K的重心重分记作SdK，可归纳地规定如下：若K是0维复形，它的重心
重分SdK就是K．假设对维数不大于n－1的复形的重心重分已定义，K是n维复形．对
K的每个n维单形  是K的n－1维子复形，其重心重分  有意义，作

 是以  为顶，  为底的单纯锥，则K的重心重分SdK规定为



这种描述方式虽然比较直观，但并不好用，并且定义中有些地方必须加以验
证，如为什么可构造单纯锥  下面我们给出另一种定义方式，它不如第一
种直观，但用起来很方便，因此我们把它当作正式定义．

定义7.5　复形K的重心重分是一个复形，记作SdK，规定为

定义中应验证的部分（当  时  处于一般位置；
SdK中单形规则相处）留作习题．

SdK的顶点的集合

设  且  则称  是  的首顶点．显
然  从而  由此得到｜SdK｜⊂｜K｜．反过来，如果
x∈｜K｜，它的承载单形CarK x＝（a0 ，a1 ，…，aq ），不妨设

 记  i＝0，1，…，q，则

　　

　  （规定λq＋1 ＝0），

其中（i＋1）（λi －λi＋1 ）≥0，并且

于是  我们证明了｜K｜⊂｜SdK｜，从而有

｜SdK｜＝｜K｜．

不难看出dimSdK＝dimK．

为了书写简便，记K（1） ：＝SdK，记SdK的重心重分为K（２） ．归纳地规定K的n



次重心重分K（n） ：＝（K（n－1） ）（1） ．

2.2　单纯逼近存在定理

设X和Y都是多面体，f∶X→Y是连续映射．设K和L分别是X和Y的剖分．L的所有
星形｛StL b｜b∈L0 ｝是Y的开覆盖，从而｛f-1 （StL b）｜b∈L0 ｝是X的开覆

盖．根据定理7.1，f存在K到L的单纯逼近的充要条件是每个星形StK a都落在某个f-

1 （StL b）中．我们要说明，经过若干次重心重分后，上述条件总能满足（当然是

指对新复形K（r） ）．

先规定复形的网距概念，它可用来估测星形的大小．

复形K的网距记作Mesh（K），规定为

Mesh（K）：＝max｛d（a，b）｜（a，b）是K的1维单形｝，即Mesh（K）是K
中1维单形长度的最大值．

命题7.7　若x，y是K中单形  上的两点（图7-4），则d（x，y）
≤Mesh（K）．

图　7-4

证明　先证明存在  的顶点a，使得d（x，y）≤d（x，a）．取a是  的顶点中
到x最远的．设r＝d（x，a），则闭球形邻域  是凸集，它包含  的每个顶
点，从而  因此d（x，y）≤r＝d（x，a）．用a代替x，作同样论证，



可找到  的另一顶点b，使得d（x，a）≤d（a，b）≤Mesh（K）．　▎

命题7.7的一个推论是：∀x∈StK a，则d（a，x）≤Mesh（K）．

命题7.8　若K是n维复形，则  

证明　只用证明K（1） 的任一1维单形  的长度不大于  不

妨设   记  则

　　

　　　

（图7-5是q＝2，p＝3的情形．）于是

图　7-5



 　▎

由于重心重分不改变维数，从命题7.8得到

定理7.2（单纯逼近存在定理）　设K，L是复形，f∶｜K｜→｜L｜是连续映
射，则对足够大的r，存在f的单纯逼近φ∶K（r） →L．

证明　因为｛StL b｜b∈L0 ｝是｜L｜的开覆盖，所以｛f-1 （StL b）｜b∈L0

｝是｜K｜的开覆盖．记δ是它的Lebesgue数．取r∈N，使得

 （这里n＝dimK）．于是∀a∈K（r） ，StK （r）a

⊂B（a，δ）（见命题7.7后的推论）．根据命题2.12，B（a，δ）包含在某个f-1

（StL b）中，从而f（StK （r）a ）⊂StL b．由定理7.1得到结论．　▎

习　题

1．设K′是K的一个重分（不必是重心重分），b∈（K′）0 ，   证明

2．设  证明

 i＝0，1，…，q．

3．验证定义7.5中规定的SdK中的单形互相规则相处．

4．利用单纯逼近存在定理证明Sn 到Sn＋1 的任何连续映射都零伦．

5．设X，Y都是可剖分空间，证明［X，Y］是可数集．

§3　连续映射诱导的同调群同态

设K和L是多面体，f∶｜K｜→｜L｜是连续映射．本节要规定f诱导的同态f*q



∶Hq （K）→Hq （L）．尽管有了上节的准备，我们还有不少工作要做．其中有些

比较困难，涉及到一些新概念．为了不让它们掩盖整个过程的思路，我们把它们移
出正文，放在附录C中．

通过上节的准备，规定f*q 的途径已很明显了：重心重分保证f有单纯逼近，用

单纯逼近导出的同态来规定f*q ．但是我们马上面临着两个问题．首先，f的单纯逼

近φ如果是从K（r） 到L的，它导出的是Hq （K（r） ）到Hq （L）的同态．那么Hq
（K（r） ）与Hq （K）有何关系？其次，单纯逼近并不是唯一的，那么不同的单纯逼

近导出的同态是否一样？

附录C对第二个问题已有直接的回答．

定理C.2　如果φ，ψ∶K→L都是连续映射f∶｜K｜→｜L｜的单纯逼近，则φ*q

＝ψ*q ∶Hq （K）→Hq （L），∀q∈Z．

下面来回答第一个问题．

3.1　同调群的重分不变性

我们要证明  由此得到  
∀q∈Z，∀r∈N．

先规定C（K（1） ）到C（K）的链映射．

设  a是  的任一顶点，则  （§2习题2）．于是恒同映射
id∶｜K（1） ｜→｜K｜对K（1） 和K有星形性质，从而有从K（1） 到K的单纯逼近：规定
顶点映射；π∶（K（1） ）0 →K0 ，使得  是  的顶点，则π可扩张为id的单纯逼
近，把它所决定的链映射称为标准链映射．标准链映射并不是唯一的，但是定理C.2
说明标准链映射诱导的同调群同态是唯一的．以后把id的上述单纯逼近和标准链映
射都记作π（不论对哪个复形K）．

我们还需要构造重分链映射η＝｛ηq ｝∶C（K）→C（K（1） ），它不是由单纯

映射决定的．

直观上看，每个n维单形  被重分成（n＋1）！个K（1） 中的n维单形，当



取定了定向后（得定向单形s），这些小单形也取相同的定向，就令η（s）是这些定
向小单形之和．图7-6是n＝1，2的情形．对n＝1（左图），η（a0 a1 ）＝a0 b＋

ba1 ，对n＝2（右图），

η（a0 a1 a2 ）＝a0 b2 c＋b2 a1 c＋a1 b0 c＋b0 a2 c＋a2 b1 c＋b1 a0
c．

图　7-6

下面归纳地给出ηq 的严格定义．对q＝0，令η0 （a）＝a，∀a∈K0 ，扩张得

同态η0 ∶C0 （K）→C0 （K（1） ）．

对q＝1，∀s∈T1 （K），设s＝a0 a1 ，规定  则

 因此可扩张得同态η1 ：C1 （K）→C1
（K（1） ），并且显然∂1  η1 ＝η1  ∂1 ．

设当p＜q时，ηp ∶Cp （K）→Cp （K（1） ）已构造，并满足

∂p  ηp ＝ηp－1  ∂p ，　∀p＜q．

∀s∈Tq （K），规定  则

于是，可扩张得到ηq ∶Cq （K）→Cq （K（1） ）．

∀s∈Tq （K），



因此有∂q  ηq ＝ηq－1  ∂q ．归纳定义完成．

定理7.3　η诱导的同调群同态η*q ∶Hq （K）→Hq （K（1） ）是同构，并且以

π*q 为逆（π是标准链映射），∀q∈Z．

证明　定理C.3说明η*q  π*q ＝id∶Hq （K（1） ）→Hq （K（1） ），∀q∈Z．

只须再证明π*q  η*q ＝id∶Hq （K）→Hq （K），∀q∈Z．事实上有πq  ηq ＝

id∶Cq （K）→Cq （K），∀q∈Z．我们用归纳法论证这断言．

q＝0时，结论显然成立．

设p＜q时，πp  ηp ＝id∶Cp （K）→Cp （K）．

∀s∈Tq （K），记s＝a0 a1 …aq ，不妨设  则根据π和η的定义，

有

从而πq  ηq ＝id∶Cq （K）→Cq （K）．　▎

对所有复形K，都用η表示重分链映射．

对于任意自然数r，记ηr 是r个重分链映射



的复合（每个η的含义不同）．按这种约定，有

ηr＋s ＝ηr  ηs ．

同样，记πr ∶C（K（r） ）→C（K）是r个标准链映射（每个的含义不同）的复
合，它由id∶｜K（r） ｜→｜K｜的单纯逼近所导出，并且也有

πr＋s ＝πr  πs ．

我们有互逆的同构

　　　　　  ∀q∈Z．

3.2　f*q 的规定

命题7.9　如果φ∶K（r） →L和ψ∶K（r＋s） →L都是f∶｜K｜→｜L｜的单纯逼近，
则  ∀q∈Z．

证明　见下图表．因为φ  πs ∶K（r＋s） →L也是f的单纯逼近，所以有（定理
C.2）

 ∀q∈Z．

于是



 ∀q∈Z．　▎

现在我们可以给出下面的定义．

定义7.6　设K，L是复形，f∶｜K｜→｜L｜是连续映射，取φ∶K（r） →K是f的
单纯逼近，规定f诱导的同调群同态为

 ∀q∈Z．

命题7.10　（1）设K是多面体，则恒同映射id∶｜K｜→｜K｜导出的同调群同
态id*q ∶Hq （K）→Hq （K）是恒同同构．

（2）设K，L和M都是复形，f∶｜K｜→｜L｜和g∶｜L｜→｜M｜都是连续映
射，则

（g  f）*q ＝g*q  f*q ∶Hq （K）→Hq （M），　∀q∈Z．

证明　（1）取K到自身的恒同单纯映射作为id∶｜K｜→｜K｜的单纯逼近就可
得到结论．

（2）在下面的图表中，ψ∶L（s） →M是g的单纯逼近，φ∶K（r） →L（s） 是f的单
纯逼近．于是πs  φ∶K（r） →L也是f的单纯逼近，ψ  φ∶K（r） →M是g  f的单
纯逼近，由定义

因此（g  f）*q ＝g*q  f*q ．　▎



从这个命题可以推出同调群的拓扑不变性．

定理7.4　设K，L是复形．如果f∶｜K｜→｜L｜是同胚映射，则f*q ∶Hq
（K）→Hq （L）是同构，∀q∈Z．

证明　记g＝f-1 ∶｜L｜→｜K｜．根据命题7.10，g*q  f*q ＝（g  f）*q

＝id*q 是恒同同构．同理，f*q  g*q 也是恒同同构．于是f*q 是同构，g*q 是它

的逆．　▎

定理说明，复形K的各维同调群Hq （K）的同构类型是由｜K｜所决定的，即是

｜K｜的拓扑不变量（拓扑性质）．这样，K的各维Betti数βq 和Euler示性数

 也都是｜K｜的拓扑不变量．

3.3　多面体与可剖分空间的同调群

定理7.4说明，同一个多面体的不同剖分有同构的同调群．设｜K｜＝｜L｜，则
恒同映射id∶｜K｜→｜L｜决定了Hq （K）与Hq （L）间的一个同构．以后，我们

规定多面体的同调群就是它的剖分的同调群，它在同构型的意义下是确定的．

设X，Y都是多面体，Ki ，Li 是它们的剖分，i＝1，2．如果f∶X→Y是连续映

射，则f诱导出两组同态｛f*q ∶Hq （K1 ）→Hq （L1 ）｝和｛f*q ∶Hq （K2 ）

→Hq （L2 ）｝，它们使下面图表可交换：

∀q∈Z．正如可用X和Y的任意剖分的同调群看作Hq （X）和Hq （Y）那样，可

以用上面任一组同态看作同态组



｛f*q ∶Hq （X）→Hq （Y）｝．

类似地可规定可剖分空间的同调群以及可剖分空间之间的连续映射诱导的同调
群同态．

设X是可剖分空间，（K1 ，φ1 ）和（K2 ，φ2 ）都是X的剖分，则

 是同胚，它诱导Hq （K1 ）到Hq （K2 ）的同构．我们规

定X的同调群就是它的任一剖分中多面体的同调群．

设X和Y都是可剖分空间，（K，φ）和（L，ψ）分别是它们的剖分．如果
f∶X→Y是连续映射，则ψ-1  f  φ∶｜K｜→｜L｜连续．我们把（ψ-1  f
φ）*q 看作f*q ∶Hq （X）→Hq （Y），∀q∈Z．（相应地认为Hq （X）＝Hq
（K），Hq （Y）＝Hq （L）．）

在上述意义下，类似于命题7.10的结果仍成立．

命题7.11　（1）设id∶X→X是可剖分空间（多面体）X上的恒同映射，则id*q
∶Hq （X）→Hq （X）是恒同同构．

（2）设X，Y和Z都是可剖分空间（多面体），f∶X→Y和g∶Y→Z都是连续映
射，则

（g  f）*q ＝g*q  f*q ∶Hq （X）→Hq （Z），　∀q∈Z．　▎

下面列出已计算出的几个空间的同调群．

n维球面Sn 同胚于n＋1维单形的边缘复形，因此从第六章§4的例2知道（n＞0
时）

从第六章§4的例3知道，若X是平环，则



从第六章§4的例4和例5知道

再举几个例子．

例1　设X＝S1 ∨S1 ．图7-7是X的一个剖分K，它是两个子复形K1 和K2 的并，

K1 ∩K2 ＝a0 是一顶点．K1 ，K2 分别是S1 的剖分，于是  （第六

章§3习题2）．设

z1 ＝a0 a1 ＋a1 a2 ＋a2 a0 ，　z2 ＝a0 a3 ＋a3 a4 ＋a4 a0 ，则｛z1 ，

z2 ｝是Z1 （K）＝H1 （K）的基．K是连通的1维复形，于是

图　7-7

用同样方法可计算出



例2　设X是S2 加上赤道所围的圆盘．图7-8给出了X的一个剖分
 其中

记  则K1 ∩K2 ＝Cl（a1 ，a2 ，a3 ）．根据第六章

§3的习题4，

∀q≠0，

于是

例3　X是S2 加一直径，它的一个剖分如图7-9所示，K＝Bd（a0 ，a1 ，a2 ，

a3 ）∪Bd（a0 ，a1 ，a4 ）．用例2的方法可以求出

图　7-8



图　7-9

习　题

1．计算Sn ∨Sm 的同调群（n≠m，都大于0）．

2．作可剖分空间X，使得它的0，2，3维同调群同构于Z，  其他维
同调群为0．

3．作可剖分空间X，使得它与T2 有同构的各维同调群，但  

§4　同伦不变性

4.1　同调群的同伦不变性

和基本群一样，同调群也有同伦不变性．它包括两个方面：同伦的映射诱导相
同的同调群同态；同伦等价的空间有同构的同调群．我们只须对复形证明这两个结
论．

定理7.5　设K，L都是复形，如果连续映射   则

　　f*q ＝g*q ∶Hq （K）→Hq （L），　∀q∈Z．



证明　设H∶｜K｜×I→｜L｜是f到g的同伦，记ht 是H的t-切片，则h0 ＝f，

h1 ＝g．｛H-1 （StL b）｜b∈L0 ｝是｜K｜×I的一个开覆盖．设δ是它的

Lebesgue数．取充分大的r，使得   于是，当t，t′∈I，使得

 时，对K（r） 任一顶点a，StK （r） a×［t，t′］包含在某个H-1 （StL

b）中，也即ht （StK （r） a）和ht′ （StK （r） a）包含在L的同一个星形中．于是可构

造φ∶K（r） →L，它是ht 和ht′ 的公共的单纯逼近，从而

　　  ∀q∈Z．

由此马上得出

f*q ＝（h0 ）*q ＝（h1 ）*q ＝g*q ，　∀q∈Z．　▎

命题7.12　设K和L是复形，f∶｜K｜→｜L｜是一个同伦等价，则f*q ∶Hq
（K）→Hq （L）是同构，∀q∈Z．

证明　设g∶｜L｜→｜K｜是f的同伦逆，则

　g*q  f*q ＝（g  f）*q ＝id*q ∶Hq （K）→Hq （K），

　f*q  g*q ＝（f  g）*q ＝id*q ∶Hq （L）→Hq （L），

因此f*q 是同构，g*q ＝（f*q ）-1 ．　▎

一个直接的推论是定理7.6．

定理7.6　设K和L是复形，若  则

 q∈Z．　▎

4.2　同伦不变性在同调群的计算中的应用

同伦不变性是计算同调群的有效工具，它常常可在很大程度上简化计算．例
如，不难看出单纯锥的多面体是可缩空间，而显然由一个0维单形构成的多面体是零



调的，即0维同调群是自由循环群，其他维同调群是零群．用同伦不变性立即推出单
纯锥也是零调的（但第六章的计算还是必要的，在定义f*q 的过程中要用到这个结

果）．又如，平环与S1 同伦等价，因此它的同调群与S1 的同调群（即2维单形的边
缘复形的同调群）同构．（对照第六章§4的例2与例3的结果．）下面再举几个例
子．

例1　Möbius带X的同调群．

图　7-10

图7-10是X的一个剖分K的展开图．设L＝｛（a0 ，a2 ），（a2 ，a5 ），

（a5 ，a0 ）；a0 ，a2 ，a5 ｝，它是K的子复形，并且｜L｜是｜K｜的形变收缩

核．记i∶｜L｜→｜K｜是包含映射，则  
因此有

并且，设z＝a0 a2 ＋a2 a5 ＋a5 a0 ，则z是Z1 （L）＝H1 （L）的生成元，

因而〈z〉是H1 （K）的生成元．

例2　Klein瓶的同调群．

图7-11是Klein瓶的一个剖分K的展开图．



图　7-11

H2 （K）的计算类似于第六章§4的例4．对K的每个2维单形取相同的定向（譬如

都取逆时针定向），所得18个2维定向单形是C2 （K）的基．则2维链C是闭链的必

要条件是c在这些2维定向单形上取相同的值．记c0 是都取1的那个2维链，则2维闭

链都应有nc0 的形式．然而，在现在的情形∂2 c0 ＝2z1 ，这里z1 ＝a0 a1 ＋a1
a2 ＋a2 a0 ．因此只当n＝0时nc0 才是闭链，即

H2 （K）＝Z2 （K）＝0．

计算H1 （K）．设子复形L是K的边框上的部分，   记

 则｜L｜是｜K1 ｜的形变收缩核，从而i*q ∶Hq （L）→Hq （K1 ）是

同构．记z2 ＝a0 a3 ＋a3 a4 ＋a4 a0 ，z＝∂2 σ（σ＝a5 a7 a8 ）．

根据§3中例1，H1 （L）＝Z1 （L）并以z1 和z2 作为基．于是由

 知，z1 和z2 在K1 中的同调类〈z1 〉和〈z2 〉是H1
（K1 ）的基．

从K1 和K的关系不难看出

B1 （K1 ）⊂B1 （K）⊂Z1 （K）＝Z1 （K1 ）．

于是，用代数学的知识，有



由于C2 （K）只比C2 （K1 ）多一个生成元σ，对∀b∈B1 （K），有分解式b

＝b′＋n∂2 σ＝b′＋nz，其中b′∈B1 （K1 ）．于是，B1 （K）/B1 （K1 ）是由

〈z〉（z在K1 中的同调类）生成的自由循环群（作为H1 （K1 ）的子群，B1
（K）/B1 （K1 ）是自由群！）．注意到∂2 （c0 －σ）＝2z1 －z，这说明在K1
中z～2z1 ，因此B1 （K）/B1 （K1 ）就是H1 （K1 ）中由2〈z1 〉生成的子群．

这样

我们得到Klein瓶的各维同调群为

用同样的方法可计算出任何闭曲面的同调群．对可定向闭曲面，注意相应的c0
是闭链，从而  并且在K1 中z～0，从而B1 （K）＝B1 （K1 ），

 我们列出闭曲面的同调群如下：

可定向与不可定向闭曲面在2维同调群上显示了不同．由闭曲面的同调群可看
出：两个闭曲面S与S′同胚    S与S′同伦等价．



习　题

1．设X是可剖分空间，f∶X→Sn 是连续映射，并且不满．证明f*n ＝0　

（n≥1）．

2．把三角形的三个顶点粘在一起，所得商空间记作X．求X的同调群．

3．把四边形的四条边如图7-12所示粘接在一起，记X是所得商空间．求X的同
调群．

图　7-12

4．设X是S2 的赤道上粘接一条Möbius带．求X的同调群．

5．设X由三个两两相切的球面构成．求X的同调群．

注释

① 　本书中的单纯映射概念与一般书中不同，那里把命题7.1中的连续映射  称作单纯映射．



第八章　映射度与不动点

拓扑不变性与同伦不变性使得同调群有广泛的应用，例如第四章中基本群应用
的那些例子都可改用1维同调群．由于我们规定了各种维数的同调群，不仅能用它们
解决低维的问题（如同基本群），也可解决高维问题，下面列出几个比较直接的应
用．

（1）∀n≥0，Sn 不可缩，即与单点空间不同伦．

n＝0显然；n＞0时，  而Hn （｛p｝）＝0．

（2）当n≠m时，

设n＞m，则  而Hn （Sm ）＝0．

（3）当n≠m时，

否则，  从而   与
（2）的结论矛盾．

（4）

（5）  在O处没有同胚于En 的开邻域，从而n维流形的边界点与内点的区分
是有意义的．

（4）和（5）可仿照第四章中关于n＝2的相应情形进行证明．

本章中将讲几个深入一些的应用，涉及到映射度与不动点问题．

§1　球面自映射的映射度

1.1　球面自映射的映射度的定义与性质



设f∶Sn →Sn ，n≥1．f诱导出f*n ∶Hn （Sn ）→Hn （Sn ）．由于

 f*n 决定一个整数k，使得∀α∈Hn （Sn ），f*n （α）＝kα．称整

数k为f的映射度，记作deg（f） ① ．

映射度有下列基本性质．

命题8.1　（1）若f，g：Sn →Sn 都连续，则

deg（g  f）＝deg（g）·deg（f）；

（2）如果  则

deg（f）＝deg（g）；

（3）如果f∶Sn →Sn 零伦，则deg（f）＝0；

（4）deg（id）＝1．

证明　（1）和（4）分别由命题7.11的（2）和（1）推出；（2）由定理7.5得
到；（3）由（2）推出（注意常值映射导出零同态）．　▎

（2）是著名的Hopf映射度定理的一半，该定理说：n维球面的两个连续自映射
同伦的充分必要条件是它们的映射度相等．这个定理的另一半的证明比较难，并且
下面我们用到的只是（2），因此不给出Hopf定理完整的证明了．

下面都是映射度的应用．作为映射度的直接应用，首先来完成Brouwer不动点
定理的证明．

第四章中已叙述了Brouwer不动点定理，并把它的证明归结到证明Sn－1 上恒同映
射不零伦．综合命题8.1的（3）与（4），直接得到这个断言，从而完成了Brouwer
定理的证明．

1.2　对径映射的映射度及其应用

球面Sn 看作En＋1 中的单位球面，Sn 的对径映射即Sn 关于原点O的中心对称，记
作h∶Sn →Sn ．于是h（x）＝－x，∀x∈Sn ．



显然h2 ＝id，因此

（deg（h））2 ＝deg（id）＝1，

从而

｜deg（h）｜＝1．

剩下要决定deg（h）的正负性．

命题8.2　设h∶Sn →Sn 是对径映射，则

deg（h）＝（－1）n＋1 ．

证明　作复形Σn 如下．

记  规定

图　8-1

图8-1中画出了Σ2 ，它是正八面体的边界．



我们不难看出  它也是关于原

点O中心对称的．记r∶｜Σn ｜→Sn 为中心投影，即由

 规定的映射，则r是同胚，从而（Σn ，

r）是Sn 的剖分．

记h′＝r-1  h  r∶｜Σn ｜→｜Σn ｜，则h′是｜Σn ｜上的中心对称映射．记
φ∶Σn →Σn 是由顶点对应  决定的单纯映射，则  因此φ就是
h′的单纯逼近．约定

取zn ∈Cn （Σn ）为

容易验证∂n zn ＝0，即zn ∈Zn （Σn ）＝Hn （Σn ）．zn ≠0，并且

按定义，deg（h）＝（－1）n＋1 ．　▎

如果n是正偶数，则deg（h）＝－1，从而

定理8.1　设n是正偶数，p∶Sn →X是复叠映射，则p是2叶复叠映射或同胚映
射．

证明　因为Sn 单连通，p是泛复叠映射，所以p的叶数就是复叠变换群  （Sn

，p）中元素的个数，要证＃  （Sn ，p）≤2．

如果g∈  （Sn ，p），g不是id∶Sn →Sn ，则g无不动点，即g（x）≠x＝－
h（x）．于是  （第四章§1例2），从而deg（g）＝deg（h）＝（－1）n＋1 ＝



－1．

于是，若g1 ，g2 ∈  （Sn ，p）都不是id，则deg（g1  g2 ）＝deg（g1
）·deg（g2 ）＝1，因此g1  g2 ＝id．同理g1  g1 ＝id．则g1 ＝g1  g1 

＝g2 ．这样，  （Sn ，p）最多只有一个非单位元，即  （Sn ，p）≤2．　▎

如果n是奇数，定理的结论就不成立了．例如可构造S1 到S1 的任何正整数叶的
复叠映射，又如S3 到透镜空间L（p，q）有p叶的复叠映射．

下面讨论球面上的连续切向量场．

球面Sn 上的连续切向量场是指对每一点x∈Sn ，规定Sn 在x处的一个切向量
v（x），并且v（x）连续地依赖于x．如把En＋1 看作n＋1维向量空间，则Sn 上的一
个连续切向量场就是一个连续映射v∶Sn →En＋1 ，满足内积v（x）·x＝0，∀x∈Sn

．如果在x处v（x）＝0，则称x是v的奇点．

定理8.2　当n为偶自然数时，Sn 的连续切向量场一定有奇点．

证明　用反证法．如果连续切向量场v没有奇点，则可规定f∶Sn →Sn 为

 ∀x∈Sn ．

因为v（x）·x＝0，所以f（x）·x＝0，从而f（x）≠±x，∀x∈Sn ．由此推出
 （从f（x）≠－x，∀x∈Sn ），和  （从f（x）≠x，∀x∈Sn ）（见

第四章§1的例2）．于是  但deg（h）＝－1，deg（id）＝1，与命
题8.1的（2）矛盾．　▎

如果‖v（x）‖＝1，∀x∈Sn （即v（x）总是单位向量，就称v是Sn 上的单位切
向量场．于是定理8.2的另一说法是：当n是正的偶数时，Sn 上没有连续的单位切向
量场．



图　8-2

在n＝2时，定理还有一个直观的说法：一个球面上如果长满了毛发，不可能将
毛发处处平顺地梳拢到球面上．也就是说在有的点上的毛发不论往哪个方向梳，总
要与周围毛发的方向不协调．以这种点为心的一个小圆圈上，毛发的方向不会是图
8-2（a）的情形（否则让圆内各点处的毛发按圆圈上的方向梳理，x就不是特殊点
了），而是像（b），（c）或者更加复杂的情形，即毛发在x处“打旋”．图8-3的
（a）和（b）分别画出了有一个和两个旋点的情形．

图　8-3

在T2 上情况则不同，可以将T2 上的毛发处处平顺地梳拢在T2 上，比如让毛发
都顺着经圆．



习　题

1．证明Sn－1 不是Dn 的收缩核．

2．设f∶Dn →En 连续．证明在下列条件之一成立时，f有不动点：

（1）f（Sn－1 ）⊂Dn ；

（2）∀x∈Sn－1 ，f（x），x与原点不共线；

（3）∀x∈Sn－1 ，线段  过原点．

（这是第四章§5习题8的推广）

3．设f∶Dn →En 是嵌入映射，并且Dn ⊂f（Dn ），则f有不动点．

4．设f∶Dn →Dn 连续，并且f（Sn－1 ）⊂Sn－1 ，记f0 ∶Sn－1 →Sn－1 是f在Sn－1 上

的限制．证明：如果deg（f0 ）≠0，则f是满的．

5．设n是偶数，f∶Sn →Sn 连续，则

（1）f或有不动点，或有点x∈Sn 使得f（x）＝－x；

（2）f2 有不动点．

§2　保径映射的映射度及其应用

2.1　保径映射的映射度

称连续映射f∶Sn →Sn 为保径映射，如果∀x∈Sn ，f（－x）＝－f（x），即h
 f＝f  h．

我们来计算保径映射的映射度，并由此说明它不零伦．这个事实有许多重要而
有趣的应用．

引理1　若f∶Sn →Sn 是保径映射，则存在保径映射g，满足  并且g（Sn－1



）≠Sn ．

证明　用单纯逼近的方法证明，沿用命题8.2的证明中规定的Σn ，h′，r等记
号．记f′＝r-1  f  r∶｜Σn ｜→｜Σn ｜，则f′也是对径的，即f′  h′＝h′  f
′．取足够大的自然数q，使得f′关于L＝（Σn ）（q） 和Σn 有星形性质．L也是关于原
点O中心对称的复形，因此∀a∈L0 ，StL （－a）＝h′（StL a）．于是当b∈（Σn

）0 使得   时，  这样，可构作f′的单
纯逼近ψ∶L→Σn ，使得∀a∈L0 ，ψ（－a）＝－ψ（a），从而
也是保径的．令  不难验证g满足引理的要求．　▎

引理2　若f∶Sn →Sn 是保径映射，则存在保径映射g，满足  ，并且g（Sn

－1 ）⊂Sn－1 ．

证明　由引理1，不妨假定f（Sn－1 ）≠Sn ，并且  和  不在f（Sn－1 ）

中．规定  为：

记g0 ＝j  f｜Sn－1 ∶Sn－1 →Sn ．则g0 （Sn－1 ）⊂Sn－1 ，并且不难看出g0 保

径地同伦于f｜Sn－1 ，即存在从f｜Sn－1 到g0 的同伦H0 ，使得

H0 （－P，t）＝－H0 （P，t），　∀P∈Sn－1 ，t∈I．

记  是上半球面，即

 则X是  ×I的形变收缩核．取

为一个收缩映射．规定G0 ∶X→Sn 为

记  并规定  为



H_（P，t）＝－H＋ （－P，t），  t∈I．

于是在  和  的交集Sn－1 ×I上，H－ 和H＋ 的限制都是H0 ，从而

可粘接H＋ 和H－ 得到同伦H∶Sn ×I→Sn ，它是H0 的扩张，并且H（P，0）＝

f（P），∀P∈Sn ．规定g为g（P）＝H（P，1），∀P∈Sn ．不难验证g满足引理的
要求．　▎

作Σn 的n－1维闭链

它在Σn－1 中，是Zn－1 （Σn－1 ）的生成元．规定Σn 的n维链

则  （zn 的意义见命题8.2的证明），

 并且  （φn 是命题8.2中规定的单纯映射φ∶Σn

→Σn 导出的链同态）．

引理3　如果Σn 的n维链cn 的边缘∂n cn 在Σn－1 中，则存在整数k和l，使得

证明　一般地（由Σn 的构造可看出）存在Σn－1 的n－1维链．cn－1 和  使

得  于是



因为∂n cn 在Σn－1 中，所以  即cn－1 和  都是Σn－1

中的n－1维闭链，从而存在整数k和l，使得

cn－1 ＝（－1）n kzn－1 ，

于是

 　▎

命题8.3　球面的保径映射的映射度为奇数．

证明　只用对多面体｜Σn ｜的保径映射论证．

用归纳法（对n作归纳）证明．要证两个部分：

（1）n＝1时命题成立；

（2）当命题对n－1成立时，对n也成立．

两部分论证的方法大体上一样，可同时进行．

设f∶｜Σn ｜→｜Σn ｜是保径映射．根据引理2，不妨假设f（｜Σn－1 ｜）⊂｜

Σn－1 ｜．记  也是保径映射．用引理1的方法，
可构造f的单纯逼近ψ∶（Σn ）（q） →Σn ，使得ψ是保径的，并且容易验证，
ψ（（Σn－1 ）（q） ）⊂Σn－1 ．记fi ＝  ∀i∈Z．则

fi  φi ＝φi  fi

（这里φi ∶Ci （Σn ）→Ci （Σn ）是命题8.2中的单纯映射φ∶Σn →Σn 导出

的链同态），并且fi （Ci （Σn－1 ））⊂Ci （Σn－1 ）．

由于∂n （fn （dn ））＝fn－1 （∂n dn ）＝（－1）n fn－1 （zn－1 ）在Σn－1

中，根据引理3，存在整数k和l，使得



从dn 与  的关系式  有

于是  而zn 是Hn （Σn ）＝Zn （Σn

）的生成元，从而得出deg（f）＝k＋l．

（1）的证明　当n＝1时，f∶｜Σ1 ｜→｜Σ1 ｜保径，并且f（｜Σ0 ｜）⊂｜Σ0

｜，而  设  则  

对  两边用∂1 作用

而  从而

于是k－l＝ε，｜k－l｜＝1，推出deg（f）＝k＋l是奇数．

（2）的证明

Zn－1 是Hn－1 （Σn－1 ）＝Zn－1 （Σn－1 ）的生成元，

 因此  由归纳假设知，k－l是奇数，从而deg（f）＝k
＋l也是奇数．　▎

2.2　Borsuk-Ulam定理

Borsuk-Ulam定理是利用保径映射不零伦的性质得出的一个著名定理，它有许



多应用和推广．

定理8.3（Borsuk-Ulam定理）　设f∶Sn →En 是连续映射，则Sn 上至少有一
对对径点被f映到同一点．

证明　否则，∀x∈Sn ，f（x）≠f（一x）．规定g∶Sn →Sn－1 为

 ∀x∈Sn ，

则g（－x）＝－g（x），∀x∈Sn ．记i∶Sn－1 →Sn 是包含映射，则i  g∶Sn

→Sn 是保径映射，并且i  g不满，从而i  g零伦．与命题8.3相矛盾．　▎

推论　若A1 ，…，An 是Sn 上的n个闭集，每一个不包含一对对径点，则

 至少含一对对径点．

证明　规定连续映射f∶Sn →En 为

f（x）＝（d（x，A1 ），…，d（x，An ）），　　∀x∈Sn ．

由定理8.3知道，存在一对对径点x与－x，使得f（x）＝f（－x），即
∀i∈Z，d（x，Ai ）＝d（－x，Ai ）．但是，x与－x不能都在Ai 中，于是

d（x，Ai ）＝d（－x，Ai ）＞0，即x，－x都不在Ai 中（∀i∈Z），因此它们包

含在  中．　▎

推论中的条件“A1 ，…，An 是Sn 上的闭集”可减弱为“A1 ，…，An 是Sn 上

的闭集或开集”．在证明中定义f时，当Ai 是开集时，就用  代替原来的

d（x，Ai ）就可．

推论的另一种形式是

Lusternik-Schnirelmann定理　若Sn 被（n＋1）个闭集A1 ，…，An＋1 所覆

盖，则至少有一个Ai 包含一对对径点．



由上面的讨论，定理中关于A1 ，…，An＋1 的条件也可减弱为其中有n个为闭集

或开集．

定理8.3的另一个有趣的应用就是所谓三明治定理，它的直观含义是：由两片面
包夹一块火腿做成的一份三明治总可切一刀，把每片面包和火腿都等分为两半．下
面用数学语言写出这个定理．

定理8.4（三明治定理）　设E3 中有三个可测体积的子集A1 ，A2 和A3 ，则有

平面把每个Ai 都分成体积相等的两部分．

图8-4　n＝2时三明治定理的证明

证明　在E4 E3 中任取一点P，∀x∈S3 ，过P作三维超平面垂直于  （记作
π（x），如图8-4），将E4 分为两个半空间，把  所指的那一个记作  另
一半空间记作  则   把  的体积记作vi
（x），规定f∶S3 →E3 为

f（x）＝（v1 （x），v2 （x），v3 （x）），　　　　∀x∈Sn ，

则f连续．根据定理8.3，存在x0 ，使得f（x0 ）＝f（－x0 ），即vi （x0
）＝vi （－x0 ）（i＝1，2，3），从而  与  有相同的

体积．记π0 是π（x0 ）与E3 的相交平面，则π0 等分Ai （i＝1，2，3）．　▎

三明治定理可推广到任何自然数n的情形：En 中任何n个可测子集A1 ，A2 ，



…，An 可同时被某个n－1维超平面等分．

习　题

1．设f∶Sn →Sn 连续，并且∀x∈Sn ，f（x）≠f（－x）．证明deg（f）是奇
数．

2．设X是可剖分空间，f∶Sn →X连续，并且满足f（x）＝f（－x），∀x∈Sn

．证明f*n （Hn （Sn ））⊂2Hn （X）．特别当n是偶数时f*n （Hn （Sn ））＝

0．

（对一个交换群G，把由g  ng得到的G的自同态记作φn ，则规定nG∶＝

Imφn ．它也就是G中全体能被n除的元素构成的子群．）

3．设f∶Sn →Sn 连续，并且满足f（x）＝f（－x），∀x∈Sn ，则deg（f）
是偶数．

4．若f∶Sn →Sn 连续，并且f（－x）≠－f（x），∀x∈Sn ，则deg（f）是偶
数．

5．若f∶Sm →Sn 是保径映射，则m≤n．

§3　Lefschetz不动点定理

Lefschetz不动点定理是关于可剖分空间自映射的不动点存在性的判别定理，
Brouwer不动点定理可看作它的一种特殊情形．

我们用实系数同调群来叙述并证明Lefschetz定理 ② ．

设K是复形，有αq 个q维单形．K的以实数域R为系数群的q维链群Cq （K；R）

是R上的αq 维线性空间，边缘同态

∂q ∶Cq （K；R）→Cq－1 （K；R）

则是线性映射．于是Zq （K；R）和Bq （K；R）也都是有限维线性空间，从而



Hq （K；R）也是线性空间，并且

dim（Hq （K；R））＝dim（Zq （K；R））－dim（Bq （K；R））．

单纯映射φ∶K→L诱导出从C（K；R）到C（L；R）的映射

｛φq ∶Cq （K；R）→Cq （L；R）｜q∈Z｝，

其中每个φq 都是线性映射．可规定重分链映射

｛ηq ∶Cq （K；R）→Cq （K（1） ；R）｜q∈Z｝，

ηq 也都是线性映射．于是连续映射f∶｜K｜→｜L｜诱导线性映射

f*q ∶Hq （K；R）→Hq （L；R）．

设H是n维实线性空间，φ∶H→H是线性映射．任取H的一个基｛ε1 ，ε2 ，…，

εn ｝，则有n阶方阵A，使得

（φ（ε1 ），φ（ε2 ），…，φ（εn ））＝（ε1 ，ε2 ，…，εn ）A．

A的迹数（主对角线上元素之和）与基的选择是无关的，由φ所决定，称为φ的
迹数，记作tr（φ）．

定义8.1　设X是可剖分空间，f∶X→X是连续映射，规定f的Lefschetz数
L（f）为

定理8.5（Lefschetz不动点定理）　设X是可剖分空间，f∶X→X是连续映射．
如果L（f）≠0，则f有不动点．

证明这个定理之前，先证两个引理．

引理1（迹数可加性定理）　设H是有限维实线性空间，φ∶H→H是线性映射，H0



是H的线性子空间，满足φ（H0 ）⊂H0 ．记  是φ诱导的线性映

射，φ0 ＝φ｜H0 ∶H0 →H0 ，则

证明　记j∶H→H/H0 为投射．取H的基｛ε1 ，ε2 ，…，εn ｝，使得｛ε1 ，ε2
，…，εl ｝是H0 的基．记  则  是H/H0 的基．设A是φ

在｛ε1 ，…，εn ｝下的方阵，则A有下面的分块形式

其中A0 是l阶方阵，它是φ0 在｛ε1 ，…，εl ｝下的矩阵；A1 则恰为  在

 下的矩阵．由迹数定义得结论．　▎

引理2（Hopf迹数引理）　设K是复形，｛fq ∶Cq （K；R）→Cq （K；R）｜

q∈Z｝是链映射，则

（f*q ∶Hq （K；R）→Hq （K；R）是｛fq ｝诱导的同调群线性映射）．

证明　记  和  （K；R）都是fq
的限制，则有交换图表：



用引理1，得到

两式相加，得到

记n＝dimK，则  又  于是

定理8.5的证明　我们证明定理的逆否命题，即如果f没有不动点，则L（f）＝
0．

规定ρ∶X→E1 为ρ（x）＝d（x，f（x））．因为X紧致，ρ有界，且在某点x0
达到最小值δ．因为f没有不动点，δ＝d（x0 ，f（x0 ））＞0．取X的剖分K，使得

Mesh（K）＜δ/2．不妨设X＝｜K｜．取r使f有单纯逼近φ∶K（r） →K．则
  从而  特别地对K（r） 的



任一顶点b，

对K的每个q维单形取好定向，得到Cq （K；R）的一个基   设

 它在该基下有方阵A＝（aij ），则aii 就是

ξq （si ）在si 上所取的值．根据定义，  是si “分割”成的许多定向单形

之和，记  则ξq （si ）＝Σφq （σij ）．对每个σij ，它的任一

顶点  因而φ（b）不是  的顶点（否则d（b，φ（b））≤δ/2）．于是φq

（σij ）≠±si ．这说明ξq （si ）在si 上取值为0，从而aii ＝0，

 ∀q∈Z．

｛f*q ｝是由链映射｛ξq ｝诱导的，根据引理2，

例　如果  则对任何连续映射f∶X→X，L（f）＝

tr（f*0 ）＝1，因此f总有不动点．如Dn 、P2 以及任何可缩的多面体都符合要求．

习　题

1．证明L（f）是同伦不变量，即当  时，L（f）＝L（g）．

2．设K的Euler示性数x（K）≠0，证明若   则f有不动
点．

3．证明射影平面到自身的任何连续映射都有不动点．

注释

① 　Hn （Sn ）和f*n 都是要通过Sn 的某个剖分（K，φ）来规定的，即Hn （Sn ）＝Hn （K），f*n ＝

（φ-1  f  φ）*n ∶Hn （K）→Hn （K）．可以证明：deg（f）与（K，φ，）的选择无关，在此不详细

论述了．



② 　许多书中用有理系数同调群．



附录A　关于群的补充知识

我们假设读者已具备群的初步知识，包括群，同态，同构，子群，正规子群，
商群，元素的阶，交换群（或称Abel群）等概念，以及循环群，自由循环群等具体
例子．

本附录介绍本书中要用到的关于群的一些知识．主要是有限生成交换群的直和
分解定理和秩，以及群的交换化．交换群中的运算称作加法，用“＋”表示，单位
元记作0，相应地把平凡群称作零群，平凡同态称作零同态，都记作0．

1．自由交换群与有限生成交换群

定义A.1　交换群F称为自由交换群，如果有子集A⊂F，使得∀x∈F可唯一表示
成A中有限个元素的整系数线性组合：

 ai ∈A，ni ∈Z．

称A为F的一个基．

如果自由交换群F有一个基A只包含有限个元素，则称F是有限基自由交换群．

设A是自由交换群F的基，H是一交换群，则从A到H的任一对应θ∶A→H可按下式
唯一决定同态φ∶F→H，

称φ是θ的线性扩张．

定义A.2　如果交换群H有一有限子集

A＝｛a1 ，a2 ，…，ar ｝，



使得H的每个元素x可表成

的形式，则称H是有限生成交换群，称A是它们的一个生成元组．

命题A.1　交换群H是有限生成的  H是一个有限基自由交换群的商群．

证明　  ．设j∶F→H是满同态，其中F是有限基自由群．设｛f1 ，f2 ，

…，fr ｝是F的基，则显然｛j（f1 ），…，j（fr ）｝是H的生成元组．

 ．取H的生成元组｛a1 ，a2 ，…，ar ｝．构作F为

F＝｛（n1 ，…，nr ）｜ni ∈Z｝，

则F在向量加法下是有限基自由交换群．规定对应j∶F→H为

 则j是满同态．　▎

推论　有限生成交换群的商群也是有限生成的．　▎

根据本书的需要，从现在起，我们只讨论有限生成的交换群．

设H是有限生成交换群，h∈H称为有限阶的，如果存在r∈N，使得rh＝0．记TH
是H的全部有限阶元素构成的集合，则TH 是H的子群，称为H的挠子群．

设H0 是H的子群，规定

C（H0 ）∶＝｛h∈H｜存在r∈N，使得rh∈H0 ｝．

它是H的一个子群．特别地，C（TH ）＝C（0）＝TH ．

命题A.2　（1）H/C（H0 ）无有限阶非0元素；

（2）C（H0 ）/H0 的每个元素都是有限阶的．



证明　（1）设h∈H，使得它代表的商群元素〈h〉∈H/C（H0 ）是有限阶的，

则有r∈N，使得r〈h〉＝0，即rh∈C（H0 ）．由定义，存在r′∈N，使得r′（rh）

∈H0 ，于是h∈C（H0 ），〈h〉＝0．

（2）由C（H0 ）的定义直接得出．　▎

推论　H/TH 无有限阶非0元素．　▎

引理　设r1 ，r2 ，…，rn 都是整数，它们的最大公约数（r1 ，r2 ，…，rn
）＝1．则存在  使得

这里  是全体以整数为元素、行列式等于1的n阶方阵的集合．

证明　对n作归纳．n＝1显然．

设对n－1已证．（r1 ，r2 ，…，rn ）＝1．记r＝（rn－1 ，rn ）．则存在整

数s和t，使得srn－1 ＋trn ＝r．作  为

则



由于（r1 ，…，rn－2 ，r）＝（r1 ，…，rn－1 ，rn ）＝1，根据归纳假设，

存在  使得

令  ，则A为所求．　▎

定理A.1　没有有限阶非0元素的有限生成交换群是自由群．

证明　设H是有限生成交换群．它没有有限阶非0元素．假设H的生成元组包含元
素个数的最小值为n，并且｛a1 ，a2 ，…，an ｝是一个生成元组．用反证法说明

｛a1 ，a2 ，…，an ｝自由生成H．否则，有不全为0的整数r1 ，r2 ，…，rn ，使

得r1 a1 ＋r2 a2 ＋…＋rn an ＝0．由于H没有有限阶非0元素，不妨可设最大公约

数（r1 ，r2 ，…，rn ）＝1．由引理，存在  使得

令（b1 ，b2 ，…，bn ）＝（a1 ，a2 ，…，an ）A-1 ，则｛bi ｝也是H的生



成元组，并且

于是｛b2 ，…，bn ｝也是H的生成元组，它只有n－1个元素．与假设矛盾．　

▎

推论　设H0 是有限生成交换群H的子群，则H/C（H0 ）是自由交换群．特别

地，H/TH 是自由交换群．　▎

2．直和

交换群的直和就是普通群的直积概念．两个交换群H1 和H2 的直和是一个交换

群，记作H1  H2 ，其集合为

｛（h1 ，h2 ）｜hi ∈Hi ，i＝1，2｝．

加法由

规定．

任意有限个交换群的直和可类似地规定．

设H有一组子群H1 ，H2 ，…，Hn ，使得∀h∈H可唯一地表示为

 则  （容易验证，



 给出  到H的同构）．在这种情况，称H是H1 ，H2 ，

…，Hn 的内直和（经常简单地称为直和），记作  称Hi 是H的直和因子

（也称作直加项）．

设F是有限基自由交换群，｛f1 ，f2 ，…，fn ｝是它的基，记〈fi 〉是fi
生成的自由循环群，则

命题A.3　设H1 ，H2 是H的子群，H1 ＋H2 ＝H（即∀h∈H，有表示式h＝h1
＋h2 ，hi ∈Hi ），并且H1 ∩H2 ＝0，则H＝H1  H2 ．

证明　只须证明对h∈H，表示式h＝h1 ＋h2 （hi ∈Hi ）是唯一的．若另有

 则  因而
 从而  即   　▎

命题A.4　设j∶H→F是满同态，并且F是自由交换群，则
（Kerj＝j-1 （0），称为j的核．）

证明　取A是F的一个基．规定对应θ∶A→H，使得∀a∈A，j（θ（a））＝a．
由θ线性扩张得到同态φ∶F→H，它满足j  φ＝id∶F→F．从而φ是单同态．
∀h∈H，记h2 ＝φ（j（h）），h1 ＝h－h2 ．则h1 ∈Kerj，h2 ∈Imφ．如果

h∈Kerj∩Imφ，则有f∈F，使得φ（f）＝h，于是h＝φ（j  φ（f））＝
φ（j（h））＝0．由命题A.3，

 　▎

推论　设H0 是有限生成交换群H的子群，则

特别地



 　▎

3．有限生成交换群的秩

设H是交换群，记H* 是所有从H到R（看作加法群）的群同态的集合，在H* 中规
定加法运算和数乘运算如下：

∀f，g∈H* ，则f＋g∈H* ，规定为

（f＋g）（h）＝f（h）＋g（h），　∀h∈H；

∀f∈H* ，r∈R，则rf∈H* ，规定为

（rf）（h）＝rf（h），　∀h∈H．

不难验证，在这两种运算下H* 为实线性空间．

设φ∶H1 →H2 是同态，则  规定   为

 不难验证φ* 是线性映射．容易看出，
 若φ是同构，则φ* 也是同构．

例如，Z* ＝R（1维实线性空间）；设Q为有理数加群，Q* ＝R；若H的每个元素
都是有限阶的，则H* ＝0（习题6）．

命题A.5　（1）

（2）若H0 是H的子群，并且H/H0 的每个元素都是有限阶的，则

证明　（1）规定  如下：  
令ζ（f1 ，f2 ）∈（H1  H2 ）* 为

　ζ（f1 ，f2 ）（h1 ，h2 ）＝f1 （h1 ）＋f2 （h2 ），∀（h1 ，h2 ）

∈H1  H2 ，则ζ是线性映射．若ζ（f1 ，f2 ）＝0，则∀h1 ∈H1 ，

f1 （h1 ）＝ζ（f1 ，f2 ）（h1 ，0）＝0，



因此f1 ＝0．同理f2 ＝0，从而（f1 ，f2 ）＝0，这说明ζ是单的．设g∈（H1
 H2 ）* ，由f1 （h1 ）＝g（h1 ，0）规定  由f2 （h2 ）＝g（0，h2

）规定  则ζ（f1 ，f2 ）＝g．从而ζ是满的．于是ζ是同构．

（2）记i∶H0 →H是包含映射．下面证  是同构．

若i* （f）＝0，即∀h0 ∈H0 ，f（h0 ）＝0．由H/H0 的元素是有限阶的，知

C（H0 ）＝H，即∀h∈H，存在r∈N，使得rh∈H0 ．于是rf（h）＝f（rh）＝0，

从而f（h）＝0．由h的任意性得出f＝0．证明了i* 是单的．

设  令rh ＝min｛r∈N｜rh∈H0 ｝，规定f∶H→R为

 如果rh∈H0 ，则rh ｜r，从而   由此事实

不难验证f∈H* ．显然i* （f）＝g．i* 是满的．　▎

定义A.3　当H是有限生成交换群时，称线性空间H* 的维数为交换群H的秩，记
作rankH．

于是rankZ＝1，从而根据命题A.5（1），当F是有限基自由交换群，并且一个
基含n个元素时，rankF＝n．由此可见有限基自由交换群的每个基含有相同个数元
素．

对于一般有限生成交换群H，因为  所以用命题A.5中的
（1），  rankH＝rank（H/TH ）是有限数．

我们要指出，许多文献中对所有交换群都规定秩，并且定义方式与这里不同，
但对于有限生成交换群，意义和本书中是一致的．

定理A.2　设H0 是有限生成交换群H的子群，则

rankH＝rankH0 ＋rank（H/H0 ）．

证明　因为  所以用命题A.5（1）

rankH＝rank（C（H0 ））＋rank（H/C（H0 ））．



H0 ⊂C（H0 ），且C（H0 ）/H0 的元素是有限阶的，从而根据命题

A.5（2），rank（C（H0 ））＝rankH0 ．剩下只用证明rank（H/H0 ）＝

rank（H/C（H0 ））．

根据代数学中的定理，

而且H/C（H0 ）是自由交换群，于是

rank（H/H0 ）＝rank（H/C（H0 ））．　▎

4．有限生成交换群的直和分解

设F是秩为n的自由交换群．F中元素x称为可除的，如果存在自然数r＞1，和x1
∈F，使得x＝rx1 ．

取定F的基｛y1 ，y2 ，…，yn ｝，设  则x不可除  r1 ，

r2 ，…，rn 的最大公约数（r1 ，r2 ，…，rn ）＝1．

当x是某个基的成员时，不妨设｛x，y2 ，…，yn ｝是基，则x的坐标为（1，

0，…，0），这组坐标的最大公因子为1，故x不可除．反之，若x不可除，不妨设对

于基｛yi ｝，有  1．则由前面的引理，存在

 使得

则｛x1 ，…，xn ｝∶＝｛（y1 ，…，yn ）A-1 ｝也是基，x＝x1 ．我们证明

了



命题A.6　x不可除  x是某个基的一个成员．　▎

命题A.7　∀x∈F，存在唯一自然数r和不可除元素x1 ，使得x＝rx1 ．称r为x

的高度，x1 为x的底．

证明　任取基｛y1 ，…，yn ｝，设  记r＝（r1 ，…，rn ），

 则x1 不可除，且x＝rx1 ．

若另有  其中r′也是自然数，  不可除，记   则

 于是
 因此  　▎

定理A.3　设F是秩为n的自由交换群，F0 是F的子群，则F0 也是有限基自由交

换群，其秩s≤n；并且存在F的基｛x1 ，…，xn ｝，使得｛k1 x1 ，…，ks xs ｝

是F0 的基，其中ki ∈N，且ki ｜ki＋1 （i＝1，…，s－1）．

证明　对F的秩n作归纳证明．n＝0时结论显然成立．

设对秩为n－1时结论成立．考虑秩为n的情形．设F0 的非零元中，a在F中高度

最小．并设k1 是a的高度．设a的底为x1 ，并设｛x1 ，x2 ，…，xn ｝为F的基．

记A是x1 生成的自由循环群，F′是｛x2 ，…，xn ｝生成的自由群，则F＝A  F′．

记A0 ＝F0 ∩A（它是a生成的自由循环群），  下面验证

显然   ∀b∈F0 ，设  若k1 ＋r1 ，则存在l∈Z，使得0＜

r1 ＋lk1 ＜k1 ．b＋la∈F0 ，其高度＝（r1 ＋lk1 ，r2 ，…，rn ）＜k1 ，矛

盾，说明k1 ｜r1 ．于是  其中  由命

题A．

因为F′是秩为n－1的自由交换群，所以对F′，  可用归纳假设，取
 是F′的基，使得  是  的基，并且ki ｜ki＋1 （i＝



2，…，s－1）．于是，  是F的基，   是F0 的

基．剩下只用证k1 ｜k2 ．F0 中元素  的高度＝（k1 ，k2 ）≤k1 ，按

约定它不比k1 小，从而（k1 ，k2 ）＝k1 ，k1 ｜k2 ．　▎

定理A.4（有限生成交换群基本定理）　有限生成交换群H可分解为

 ki 为自然数，ki＋1 ｜ki

（i＝1，…，s－1），

其中F1 是秩为rankH的自由交换群；k1 ，k2 ，…，ks 由H确定，称为H的挠系

数．

证明　根据命题A.1，存在有限基自由交换群F和满同态j∶F→H，记F0 ＝

Kerj．根据定理A.3，存在F的基｛x1 ，x2 ，…，xn ｝，使得｛k1 x1 ，…，ks
xs ｝是F0 的基，并且ki＋1 ｜ki （i＝1，…，s－1，注意ki 的大小次序的改

变），于是  其中F1 是自由群，其秩等于rankH．

剩下只用证k1 ，…，ks 的确定性．

设H的挠子群为T，则  设H还有另一分解式
 则  总可假设s＝s′，否

则在短的一方后面加上几个Z1 ＝0．下面用反证法证明：   否

则，有r，使得  而  时．不妨设  考虑有限群kr T的阶

（所含元素个数）．一方面  其阶为

另一方面  阶等于



因为  ，所以两个结果不相等，矛盾．　▎

5．群的自由乘积，自由群

从现在起，我们转向一般群（不必是交换群）．

定义A.4　设｛Gλ ｜λ∈Λ｝是一族群，规定它们的自由乘积  是一个群，

作为集合

 xi 是某个Gλ 中的非单位元，

xi 与xi＋1 不在同一Gλ 中｝，

其中n＝0的元素只有一个，记作1；乘法规定如下：设x1 x2 …xn 和y1 y2 …ym
是两个元素，如果i≤l时xn－i＋1 与yi 属于同一个Gλ ，且xn－i yi ＝1，而xn－l

与yl＋1 不再有此性质，则它们的乘积为：

乘法的结合律的验证较繁琐，这里省略了．按照定义，每个Gλ 可自然看作

 的子群．

命题A.8　设H是一群，∀λ∈Λ，有同态fλ ∶Gλ →H，则存在唯一同态

 使得f｜Gλ ＝fλ ，∀λ∈Λ．

证明　f在每个Gλ 上已有定义．于是可规定

=f（x1 …xn ）＝f（x1 ）…f（xn ）．

不难验证它保持运算．　▎



有限多个群G1 ，…，Gs 的自由乘积也可记作G1 *G2 *…*Gs ，但其中Gi 的顺

序是不重要的．

本书中只涉及到有限自由乘积．

记  是包含映射．取定λ0 ∈Λ，作同态fλ ∶Gλ →  为：若

λ≠λ0 ，则fλ 是平凡的，  用命题A.8，得到同态  使得

 平凡，∀λ≠λ0 ．

定义A.5　群G称为自由群，如果有子集A⊂G，使得∀x∈G可唯一地表示成如下
形式

 ai ∈A，ai ≠ai＋1 ，

ki （i＝1，2，…，n）是非零整数，

称A是G的一个自由生成元组．

当G是自由群时，∀x∈G都不是有限阶的，因此它生成的子群〈x〉是自由循环
群．比较自由群与自由乘积的定义，不难看出

命题A.9　如果G是自由群，A是自由生成元组，则

 　▎

6．用母元和关系表示一个群

拓扑学中，常用母元和关系来表现一个群．在许多场合，这种方法有几何直观
性，应用起来方便而自然．

设X是一个非空集合．∀x∈X，可构造一个自由循环群Z（x）如下：Z（x）＝
｛xn ｜n∈Z｝，乘法为xn ·xm ＝xn＋m ．

规定自由群



则X⊂F（X），并且是F（X）的一个自由生成元组．称F（X）是由X所生成的自
由群．

设R是F（X）的一组元素，［R］是由R生成的F（X）的正规子群（即包含R的最
小正规子群），引进记号

｛X；R｝∶＝F（X）/［R］，

它是F（X）的一个商群．

设G是一个群，X是G的一个生成元组．于是自由群F（X）的每个元素
 自然地决定G中有同一形式的元素，由此规定了从F（X）到G的一

个满同态．因此G可看作F（X）的一个商群，记上述同态的核为N，则G＝
F（X）/N．如果F（X）的一个元素组R生成的正规子群就是N，则G＝｛X；R｝．把X
与R一起称为G的一个表示，它们分别称为这个表示的母元组和关系组．当X与R都是
有限集合时，就称X与R为G的一个有限表示．

如果X是G的自由生成元组，则G＝F（X），于是

G＝｛X；∅｝，

或简单写成G＝｛X｝．

下面再给出两个简单的例子．

若G是以a和b为基的自由交换群，则

G＝｛a，b；aba-1 b-1 ｝．

设x是n阶循环群Zn 的生成元，则

Zn ＝｛x；xn ｝．

用母元和关系来看群的自由乘积，有很简单的表达形式．当两个群都用母元和
关系来表示时，则它们的自由乘积的一个表示可用以下方式得到：把两个群的母元
组作无交并，两个群的关系组也作无交并，分别得到自由乘积的表示中的母元组和



关系组．以上结果的论证这里略去了．

7．群的交换化

设G为群，∀a，b∈G，记

［a，b］＝a-1 b-1 ab，

称作a与b的换位子．容易看出，ab＝ba  ［a，b］＝1．记

G′＝｛x∈G｜x是有限个换位子的乘积｝，

则容易看出G′是G的子群，称为G的换位子群．G′还是G的一个正规子群．因为如
果x∈G′，y∈G，则

y-1 xy＝［y，x-1 ］x∈G′．

记  不难验证，  是一个交换群，称为G的交换化．

命题A.10　设f∶G1 →G2 是一个同态，记  是Gi 的换位子群，

是投射（i＝1，2），则  并且存在同态   使得右边的图表
交换．

证明　因为  由G1 的全体换位子生成，而对每个换位子［a，b］，由于

 所以  于是j2  f（G1 ）＝0，从

而它诱导  使右面图表可交换．　▎

当G2 是交换群时，  于是上面的图表变为下边的图表，并且



现在假设f∶G1 →G2 是满同态．记G0 ＝Kerf，  是投射．设

 是投射，则j  j1 （G0 ）＝0，从而诱导出同态

 使得l  f＝j  j1 ．或者说有下面的交换图表．在这些规

定下，有以下命题．

命题A.11　  从而

证明　因为  是交换群，所以  只须再证

∀g2 ∈Kerl，取g1 ∈f-1 （g2 ）．于是j  j1 （g1 ）＝l  f（g1 ）＝

l（g2 ）＝0，从而j1 （g1 ）∈j1 （G0 ），即存在g0 ∈G0 ，使得j1 （g0 ）＝

j1 （g1 ）．于是  则  　▎

推论　若f∶G1 →G2 是满同态，Kerf＝G0 ．设  是f诱导的同态

（命题A.10），则  其中  是投射．



证明　根据命题A.11，有同构  使得h  l＝j2 ，见左面

图表．于是（h  j）  j1 ＝j2  f即  就是f诱导的同态

从而   　▎

命题A.12

证明记iλ ∶Gλ →G1 *G2 是包含映射，λ＝1，2；记φ1 ∶G1 *G2 →G1 ，是满

足φ1  i1 ＝id，φ1  i2 平凡的同态．则有  和

 使得  （习题10）．根据习题4（或习题
11），  只用再证明

根据命题A.11的推论，我们可得   （［G2
］为G1 *G2 中由G2 生成的正规子群，习题9说明了［G2 ］＝Kerφ1 ）．而

 与  一样，是单同态，从而
 　▎

用归纳法可把命题A.12推广到有限自由乘积的情形：



例如G是自由群，基A中有n个元素，则  于是  是n维自由交换

群．下面两个例子的结果在第四章用到．

例1　设G是自由群，｛a1 ，…，am ｝是一个基．  是b生成的

正规子群．求G/G0 的交换化．

记j∶G→G/G0 的投射，则有满同态  根据命题A.11的推论，

 从而  根据命题A.12，  是秩为m的自由交换
群，并且若记  则   是  的基；而jG （G0 ）是

 生成的自由循环群．记  则  也是

的基，并且jG （G0 ）是  生成的子群．于是

例2　设G是自由群，｛a1 ，b1 ，…，an ，bn ｝为基．c＝［a1 ，b1 ］…

［an ，bn ］，记G0 是c生成的正规子群，计算

做法同例1．但现在G0 ≤G′，因此jG （G0 ）＝0．于是

习　题

1．设F是自由交换群，H1 和H2 都是交换群．又设j∶H1 →H2 是满同态，f2
∶F→H2 是同态，则存在同态f1 ∶F→H1 ，使得j  f1 ＝f2 ．

2．证明两个有限生成交换群的直和也是有限生成的．

3．设F＝F1  F2 ，其中F1 和F2 都是自由交换群，分别以A1 和A2 为基，则F

也是自由交换群，以A1 ×｛0｝∪｛0｝×A2 为基．

4．设H1 和H2 都是交换群，f∶H1 →H2 和g∶H2 →H1 是同态，满足f  g＝

id．则



H1 ＝Img  Kerf．

5．任一非空自由交换群有直和因子是有限基自由交换群．

6．若H的每个元素都是有限阶的，则H* ＝0．

7．若φ∶H1 →H2 是满同态，则φ* 是单的．

8．有限生成交换群的子群也是有限生成的．

9．设φ1 ∶G1 *G2 →G1 满足φ1  i1 ＝id，φ1  i2 平凡，则Kerφ1 是G

*G2 中由G2 生成的正规子群．

10．若f1 ∶G1 →G2 ，f2 ∶G2 →G3 ．证明

11．若G0 是G的子群，并有同态φ∶G→G0 使得φ  i＝id，则



附录B　Van-Kampen定理

假设X1 ，X2 是拓扑空间X的两个子空间，交集X0 ＝X1 ∩X2 非空．记il ∶X0
→Xl （l＝1，2）和   都是包含映射，则

 l＝1，2．

或者说有右图所示的交换图表．

取定x0 ∈X0 ．在自由乘积π1 （X1 ，x0 ）*π1 （X2 ，x0 ）中，由子集

｛（i1 ）π（α）（i2 ）π（α-1 ）｜α∈π1 （X0 ，x0 ）｝

所生成的正规子群记作G，并规定

π：＝π1 （X1 ，x0 ）*π1 （X2 ，x0 ）/G．

在以上的约定和记号下，Van-Kampen定理可表述为：

Van-Kampen定理　如果X1 和X2 构成X的开覆盖，并且X和X0 道路连通，则

证明　由第二章§5的习题5知道，从X和X0 道路连通推出X1 和X2 也道路连通．

由同态  决定同态φ0 ：π1 （X1 ，x0



）*π1 （X2 ，x0 ）→π1 （X，x0 ）（见第四章§5习题1）．于是，∀α∈π1 （X0
，x0 ），有

从而G⊂Kerφ0 ，φ0 诱导出一个同态：

φ∶π→π1 （X，x0 ）．

下面验证φ是同构，以完成定理的证明．

φ是满同态　只须证明φ0 是满同态．∀〈a〉∈π1 （X，x0 ），由于X1 和X2
构成X的开覆盖，对于道路a，可取到足够大的自然数n，使得当将I＝［0，1］等分
为n个区间I1 ，I2 ，…，In 时，a把每个Ih 映入X1 或X2 中．对每个分割点

 当  （l＝0，1或2）时，取Xl 中从x0 到

 的道路wh ，记  （x0 处的点道路）．记ah 是a｜Ih 决定的

道路，它是X1 或X2 中的道路．当它在Xl 中时，取

 （如果既在X1 中，又在X2 中，任意取定l为1或2）．记γ＝γ1 γ2 …γn ∈π1

（X1 ，x0 ）*π1 （X2 ，x0 ），则

即〈a〉∈Imφ0 ．由〈a〉的任意性推得φ0 是满同态．

φ是单同态　这部分证明较复杂．先作一些技术准备．对X1 或X2 中在x0 处的

闭路u，我们来规定π中的一个元素［u］．u在Xl （l＝1或2）中，它代表了π1

（Xl ，x0 ）的元素〈u〉l ，将其看作π1 （X1 ，x0 ）*π1 （X2 ，x0 ）中的元

素，就决定了π中的一个元素，也就是〈u〉l 的G陪集．问题是当u在X0 中时，它

同时可从X1 和X2 两个途径决定π中元素，即〈u〉1 的G陪集和〈u〉2 的G陪集．

然而，若记〈u〉0 是u代表的π1 （X0 ，x0 ）中的元素，则



〈u〉l ＝（il ）π（〈u〉0 ），　l＝1，2，

从而〈u〉1 ，〈u〉2 属于同一个G陪集．因此u总是唯一决定π中的一个元

素，将它记作［u］．不难看出

（i）若u1 ，u2 都是x0 处闭路，且u1 u2 在X1 或X2 中，则［u1 u2 ］＝

［u1 ］［u2 ］．

（ii）若u，v都是x0 处闭路，并且在X1 或X2 中  则［u］＝［v］．

现在来证φ是单的．设ω∈π，使φ（ω）＝1，要证ω＝1．ω是π1 （X1 ，x0
）*π1 （X2 ，x0 ）的一个G陪集，设它含元素   其中

 lh ＝1或2（h＝1，…，n）．于是ω＝［a1 ］［a2 ］…［an
］．

构作x0 处闭路a，使得  决定的道路就是ah ，h＝1，…，

n，则a代表的π1 （X，x0 ）中的元素

 从而有a到
的定端同伦H∶I×I→X．



取能被n整除的足够大的正整数m，使得I×I等分成的m2 个小正方形的每一块被

H映入X1 或X2 ．记  j，k＝0，…，m．把H在线段Aj－1k Ajk 和Ajk

－1 Ajk 上的限制道路分别记作ujk 和vjk （见右图）．当H（Ajk ）∈Xl （l＝0，

1或2）时，取Xl 中从x0 到H（Ajk ）的道路wjk （如果H（Ajk ）＝x0 ，则记

规定π中元素

则λjm ＝μ0k ＝μmk ＝1，并且

于是

记ηk ＝λ1k λ2k …λmk （k＝0，1，…，m），则∀k＝0，…，m－1，有

于是η0 ＝ηm ＝λ1m λ2m …λmm ＝1．

记  则

于是η0 ＝［a1 ］［a2 ］…［an ］＝ω．从而ω＝1．



定理证毕．　▎

定理的条件中，X道路连通可以去掉，因为当X不道路连通时，只用把它换成X0
所在的道路分支．

下面用母元和关系的语言来表述Van-Kampen定理．

设拓扑空间X分解为开集X1 与X2 之并，使得交集X0 ＝X1 ∩X2 非空并且道路

连通．取定基点x0 ∈X0 ．设基本群π1 （Xi ，x0 ）有表示｛Ai ，Ri ｝，其中Ai
是母元组，Ri 为关系组，i＝0，1，2．记li ∶X0 →Xi 是包含映射，i＝1，2．规

定A1  A2 上的关系组

R  ｛（l1 ）π（α）（l2 ）π（α-1 ）｜α∈A0 ｝．

Van-Kampen定理　在上面的记号和约定下，π1 （X，x0 ）有表示｛A1  A2
；R1  R2  R｝．

（  是无交并的记号）．



附录C　链同伦及其应用

本附录先从纯代数的角度回顾第六、七章中提到的链复形和链映射的概念，然
后提出链同伦概念，并用来解决第七章中的两个问题．

1．链复形、链映射和链同伦

定义C.1　链复形是由交换群序列｛Cq ｜q∈Z｝和满足条件∂q－1  ∂q ＝

0（∀q∈Z）的同态序列｛∂q ∶Cq →Cq－1 ｜q∈Z｝构成的代数组合体，记作C＝

｛Cq ；∂q ｜q∈Z｝．称Cq 是C的q维链群，称∂q 是C的q维边缘同态．

称Zq （C）  Ker ∂q 为C的q维闭链群，Bq （C）  Im∂q＋1 是C的q维边缘链

群．从∂q  ∂q＋1 ＝0容易推出Bq （C）⊂Zq （C）．称Hq （C）  Zq （C）/Bq
（C）为C的q维同调群．

定义C.2　设C和C′是两个链复形，同态序列   如果与边

缘同态交换，即∀q∈Z，图表

可交换，则称φ是C到C′的一个链映射，记作φ∶C→C′．

当φ∶C→C′是链映射时，φq （Zq （C））⊂Zq （C′），φq （Bq （C））

⊂Bq （C′），从而φ诱导出同调群同态φ*q ∶Hq （C）→Hq （C′）．

如果φ∶C→C′，φ′∶C′→C″都是链映射，则   是从C到C″

的链映射，并且



设C和C′是两个链复形，  是一系列同态（不必与边
缘同态交换）．由D可规定链映射   如下（见下面图

表）：∀q∈Z，

则

即φD 与边缘同态是可交换的，因此确为链映射．

∀〈z〉∈Hq （C），则

因此

定义C.3　设C和C′是两个链复形，φ，ψ是C到C′的两个链映射，如果存在同态
序列  使得φD ＝ψ－φ，则称φ与ψ链同伦，记作  称D

为从φ到ψ的一个链伦移．



显然，当  时，φ*q ＝ψ*q ，∀q∈Z．

2．零调承载子

复形K称为零调的，如果

定义C.4　设K，L都是复形，K到L的一个零调承载子ξ是一个映射，它把K的每
个单形  映为L的子复形  并且满足

（1）当  时，

（2）  是零调的．

如果φ∶C（K）→C（L）是链映射，ξ是K到L的零调承载子，满足
 是s相应的单形），就说ξ承载φ．

链映射φ∶C（K）→C（L）称为正常的，如果φ0 不改变0维链的指数，即

∀c∈C0 （K），

d（φ0 （c））＝d（c）．

由单纯映射诱导的链映射和重分链映射都是正常的．

定理C.1　如果两个正常链映射φ，ψ∶C（K）→C（L）都被同一零调承载子ξ所
承载，则  从而φ*q ＝ψ*q ，∀q∈Z．

证明　归纳地规定φ到ψ的链伦移D的各维同态Dq ．

∀a∈K0 ，因为φ，ψ都是正常的，所以d（ψ0 （a）－φ0 （a））＝0，并且

ψ0 （a）－φ0 （a）∈C0 （ξ（a））．因此是ξ（a）的0维边缘链，于是，可规定

D0 （a）∈C1 （ξ（a）），使得∂1 （D0 （a））＝ψ0 （a）－φ0 （a）．得到

对应D0 ∶K0 →C1 （L），然后线性扩张得同态D0 ∶C0 （K）→C1 （L），使得



∂1  D0 ＝ψ0 －φ0 ．

假定对0≤p＜q已构造Dp ∶Cp （K）→Cp＋1 （L），使得

∂p＋1  Dp ＋Dp－1  ∂p ＝ψp －φp ，　p＝0，…，q－1

（D-1 看作零同态），并且，∀s∈Tp （K），

∀s∈Tq （K），则ψq （s），φq （s）都在  中．由零调承载子的

条件（1）推出Dq－1 （∂q （s））也在  中，并且

∂q （ψq （s）－φq （s）－Dq－1 （∂q （s）））

　　　　＝ψq－1 （∂q （s））－φq－1 （∂q （s））－∂q  Dq－1 （∂q
（s））

　　　　＝Dq－2  ∂q－1 （∂q （s））＝0，

因此  由于ξ（s）是零调的，ψq

（s）－φq （s）－Dq－1 （∂q （s））也是边缘链．于是我们可规定

 使得

∂q＋1 （Dq （s））＝ψq （s）－φq （s）－Dq－1 （∂q （s））．

这样，我们规定了对应Dq ∶Tq （K）→Cq＋1 （L），满足

并且它的线性扩张Dq ∶Cq （K）→Cq＋1 （L）满足

∂q＋1  Dq ＋Dq－1  ∂q ＝ψq －φq ．

归纳定义完成．　▎



作为定理的应用，我们来解决第七章中遇到的两个问题．

定理C. 2　如果φ，ψ∶k→L都是连续映射f∶｜K｜→｜L｜的单纯逼近，则
φ*q ＝ψ*q ∶Hq （K）→Hq （L），∀q∈Z．

证明　仍用φ，ψ记它们所诱导的链映射，它们都是正常的．只须证明它们有公
共的零调承载子．  对  的任一内点x，有

因此  和  是L中同一个单形的面．令  是L中以   为面的
维数最小的单形的闭包复形，则ξ是φ和ψ的公共的零调承载子．　▎

定理C.3　设π∶C（K（1） ）→C（K）是标准链映射，η∶C（K）→C（K（1） ）是
重分链映射，则η*q  π*q ＝id∶Hq （K（1） ）→Hq （K（1） ），∀q∈Z．

证明　π和η都是正常的，因此η  π也是正常的，只须证明它与C（K（1） ）的
恒同链映射有公共的零调承载子．

 设  是  的首顶点，则  是K（1） 的零调子复形（因为它是
单纯锥）．规定  不难看出ξ是零调承载子，并且显然承载了η  π
和恒同链映射．　▎



习题解答与提示

说明　拓扑学的习题多数为证明题．许多题有多种论证方法．本题解只给出一
种（或少数几种）较简捷的或思路清楚自然的方法．主要是介绍思路，有的只写出
提示，有的虽大略地写了论证步骤，许多细节要读者自己去完成．

第　一　章

§1

1．共有4个拓扑，凡含有X与∅的子集族都是X上的拓扑．

2．（1）是；（2）不是，须添加子集｛x｝；

（3）不是，须添加子集｛x｝，｛y｝，｛z｝．

6．

7．

8．只用证（B［x0 ，ε］）c 是开集．∀x∈（B［x0 ，ε］）c ，则d（x，x0
）＞ε，于是B（x，d（x，x0 ）－ε）⊂（B［x0 ，ε］）c ，从而x是（B［x0 ，

ε］c 的内点．

反例　把Z看作E1 的度量子空间，则   而B［0，1］
＝｛-1，0，1｝．

9．若  U是x的任一开邻域，则U∩A也是x的开邻域，从而（U∩A）
∩B≠∅（因为  ），即U∩（A∩B）≠∅．于是

10．  ．用等式  以及B∩Ai 也是X中闭集（命题



1.6）．

11．按定义验证，注意用以下事实：聚点定义中的“邻域”可改为“开邻
域”．

12．（1）用11题结果，得B在A中的导集

（2）根据命题1.4，  对其中  用（1）的结果．

（3）分别验证两个包含关系  和  验证后者时用到（2）的结

果（得出  是X中开集）．

13．  ．作可数集A＝｛xn ｜xn ≠x｝，则Ac 是x的一个开邻域．由于xn
→x，Ac 含｛xn ｝的几乎所有项，即结果．

15．应用下面事实可使验证简便：

　　　  的每个开邻域与A都有交点｝．

16．用15题的结果验证．若U是X的非空开集，则由于A在X中稠密，U∩A是A的非
空开集．又因为B是A的稠密子集，用15题，得到

U∩B＝（U∩A）∩B≠∅．

17．用15题的结果，设U是X的非空开集，则U∩A是X的非空开集，从而

U∩（A∩B）＝（U∩A）∩B≠∅．

§2

1．利用定理1.1的（2）．

2．  ．利用命题1.9及包含映射连续．

 ．按定理1.1的（1）的结果验证f连续．设V是B的开集，则存在Y中开集
U，使得V＝B∩U＝i-1 （U）．于是



f-1 （V）＝f-1 （i-1 （U））＝（i  f）-1 （U），

因为i  f连续，（i  f）-1 （U）是X的开集．

3．即要证f｜A∶A→f（A）是同胚映射．它和它的逆映射的连续性都可用上题
结果得到．

4．X2 到X1 的一个同胚映射f可规定如下：

f（x，y，z）＝（xez ，yez ）；

X3 到X2 的一个同胚映射g可规定如下：

5．根据命题1.8的（2），只要证∀x∈X，存在x的一个邻域∪，使得f｜
U∶U→Y连续．

取x的邻域U，使得它只与  中有限个成员C1 ，C2 ，…，Cn 相交．于是

 由f｜Ci 连续，得到f｜U∩Ci 连续．再用粘接引理得f｜U连

续．

7．若A是X的可数稠密子集．由第1题的（2），

8．连续性由τf ⊂τc 得到．又因为τc ≠τf ，所以不是同胚．

9．f在（-∞，0）和［1，+∞）上的限制都连续，用粘接引理得f连续．

f-1 不连续，例如（-∞，0）是E1 \［0，1）的闭集，但

（f-1 ）-1 （（-∞，0））＝f（（-∞，0））＝（-∞，0）

不是E1 的闭集．



10．是开映射而不是闭映射的例子：包含映射i∶（0，1）→E1 ．

是闭映射而不是开映射的例子：r∶E1 →［-1，1］，规定为

12．先验证｜f（x1 ）－f（x2 ）｜≤d（x1 ，x2 ）．再用定义推出f连续．

若x∈A，显然f（x）＝0．若  即x∈开集Ac ，则有ε＞0，使得B（x，
ε）⊂Ac ，从而f（x）＝d（x，A）≥ε．

13．证法一　若x，y∈R，不妨设x＜y．因为f-1 （f（x））是含x的闭集，由τ
的定义，它必含［x，∞），从而含y，即f（y）＝f（x）．

证法二　用反证法．若f（R）中有两个不同点a和b，则f-1 （a）和f-1 （b）是
（R，τ）中的两个不相交的非空闭集，但（R，τ）中任何两个非空闭集必相交．

§3

2．（1）由第1题知  是包含A×B的闭集，从而  

直接验证包含式  设  W是（x，y）的邻域，则
有X，Y中的开集U，V，使得

（x，y）∈U×V⊂W，

则W∩（A×B）⊃（U∩A）×（V∩B）≠∅．

（2）  是包含于A×B的开集，从而   直接验证

 若（x，y）∈（A×B）°，则有X，Y中开集U，V，使得（x，
y）∈U×V⊂（A×B）°，从而x∈U⊂A，y∈V⊂B．于是

3．设W是X1 ×X2 的非空开集，则由乘积拓扑的定义，W可表示为



 其中Ua ，Vα 分别是X1 ，X2 的非空开集，∀α⊂  ．于是

 分别是X1 ，X2 的开集．

4．要证F∶X→F（X）是同胚．一一性明显．用定理1.3得F∶X→X×Y连续，再
用§2习题2的结果推得F∶X→F（X）连续．F-1 ∶F（X）→X是jX ∶X×Y→X的限制，

也连续．

6．设  ＝｛（A1 ×A2 ）∩（U1 ×U2 ）｜Ui 是Xi 的开集｝

　　　　＝｛V1 ×V2 ｜Vi 是Ai 的开集｝，

所以  既是A1 ×A2 （作为X1 ×X2 的子空间）的子空间拓扑的拓扑基，又是

A1 ×A2 的乘积拓扑的拓扑基．

7．构造映射F∶X→E2 为F（x）＝（f（x），g（x））．由定理1.3知F连续．
F分别和由（x，y）  x±y，（x，y）  xy规定的E2 到E1 的连续映射复合，
得到f±g，fg．因此f±g，fg都连续．

9．［a，b）∈  ，从而是  的开集．又因为

也是开集，所以［a，b）是闭集．

10．按命题1.12验证．记τ是X1 ×X2 的乘积拓扑，则  ⊂τ．若U1 ，U2 分别

是X1 和X2 的开集，则  从而τ的每个开集属于  即

第　二　章

§1

2．设x≠y，由T0 公理，不妨设x有邻域U1 ，y  U1 ．记   则F是不



含x，含y的闭集．由T3 公理，存在x与F的不相交邻域U与V，它们是x与y的不相交

邻域．

3．设A⊂X．只要验证（A′）c 是开集．

∀x∈（A′）c ，则x有开邻域U，使得（U｛x｝）∩A＝∅．由T1 公理知，U｛x｝

是开集，从而U｛x｝⊂（A′）c ．于是U⊂（A′）c ；所以x是（A′）c 的内点．

4．只要验证（Fixf）c 是开集．

∀x∈（Fixf）c ，则f（x）≠x，从而它们有不相交的开邻域U与V．作W＝f-1

（U）∩V，则W是x的开邻域，并且W⊂（Fixf）c （验证略）．

5．只要验证（Gf ）c 是开集．

∀（x0 ，y0 ）∈（Gf ）c ，则f（x0 ）≠y0 ，从而f（x0 ）与y0 有不相交

的开邻域U与V，则f-1 （U）×V是（x0 ，y0 ）的开邻域，并且容易验证f-1 （U）

×V⊂（Gf ）c ．

6．设x，y是X的两个不同点，于是（x，y）∈∆c ．而∆c 是开集，从而有X的开
集U与V，使得（x，y）∈U×V⊂∆c ，于是U，V是x，y的开邻域，且U∩V＝∅．

8．设X，Y都是Hausdorff空间，（x1 ，y1 ）与（x2 ，y2 ）是X×Y中的两个

不同点．则x1 ≠x2 或y1 ≠y2 ．不妨设x1 ≠x2 ，则X中有x1 与x2 的不相交的开

邻域U与V．U×Y与V×Y就是（x1 ，y1 ）与（x2 ，y2 ）的不相交开邻域．

9．设U与W是F与x的不相交开邻域．则  由T3 公理的等价条件，x有开

邻域V，使得  于是U，V是F和x的开邻域，且

10．设B1 与B2 是Y的两个不相交闭集，Ai ＝f-1 （Bi ），i＝1，2．则A1 ，

A2 是X的不相交闭集，有不相交开邻域U1 ，U2 ．作   则

W1 与W2 是Y的两个开集，并且

（1）Bi ⊂Wi ．（即  这是因为f-1 （Bi ）＝Ai ⊂Ui ．）



（2）W1 ∩W2 ＝∅．（由U1 ∩U2 ＝∅，推出  因为f是满射，得到

 即W1 ∩W2 ＝∅．）

12．用反证法．如果有两点x与y没有不相交的邻域，分别取x与y的可数邻域基
｛Un ｝与｛Vn ｝，使得Un ⊃Un＋1 ，Vn ⊃Vn＋1 ，∀n∈N．那么Un ∩Vn ≠∅，

∀n∈N．取xn ∈Un ∩Vn ，∀n∈N，得到序列｛xn ｝，它既收敛到x，又收敛到

y．与条件矛盾．

13．可乘性用T3 公理的等价条件证明．如果X与Y都满足T3 公理，（x，y）

∈X×Y，W是（x，y）的一个开邻域，则存在x与y的开邻域U1 与U2 使得U1 ×U2
⊂W．由于X与Y都满足T3 公理，存在x与y的开邻域V1 与V2 ，使得

 于是V1 ×V2 是（x，y）的开邻域，并且

遗传性可直接用定义验证（略）．

15．若X是可分度量空间，则X满足C2 公理．由14题知它的每个子空间也满足C2
公理，从而是可分的．

16．本题要说明  的任何拓扑基  都不可数．设a∈R，则［a，a＋1）
是开集，从而在  中存在成员Ua ，a∈Ua ⊂［a，a＋1），它以a为最小值．显然

a≠b时，Ua ≠Ub ．于是有R到  的单一对应．R不可数，  也不可数．

18．（2）下面的反例说明不满足T3 公理．

S是闭集，任取一个有理数a，则a  S．

如果W是S的一个开邻域，则由拓扑的定义知，W在E1 中也是开集，从而是E1 的
稠密开集．于是W∩Q在E1 中也稠密（见第一章§1习题17）．任取a在（R，τ）中的
开邻域UA（其中U是E1 的非空开集，A⊂S），则

W∩（UA）⊃（W∩Q）∩U．

由第一章§1习题第15题知（W∩Q）∩U非空，从而W∩（UA）非空．这样在（R，



τ）中，S与a不存在不相交的开邻域．

（3）∀x∈R，取  则｛Un ｝是x的

一个可数邻域基．这说明（R，τ）满足C1 公理．

Q是（R，τ）的可数稠密子集，从而（R，τ）是可分的．

（4）设A⊂S．因为R（SA）是（R，τ）的开集，所以就有（R（SA））∩S＝A
是（S，τs ）的开集．这说明S的每个子集都是（S，τs ）的开集，从而（S，τs ）

是离散拓扑空间．

（5）用反证法．如果（R，τ）满足C2 公理，则（S，τs ）也满足C2 公理，从

而应是可分的，与（4）矛盾．

§2

1．只证明

根据定义，f（x）＝inf｛r∈QI ｜x∈Ur ｝，而

 从而

若r∈QI 满足  则QI 中任一大于r的数s，都有x∈Us ，因此f（x）

≤s．由QI 在［0，1］上稠密，得出f（x）≤r．于是又有不等式

2．把En 看作E1 ×E1 ×…×E1 ，记

f（x）＝（f1 （x），f2 （x），…，fn （x））．

将每个fi 扩张到X上得到  规定  为

则  是f的扩张．



3．设r∶En →D是收缩映射，有r  i＝id∶D→D，从而f＝r  i
f∶A→D．映射i  f∶A→En 可扩张为  （上题结果），则  是f的
扩张．

4．设f∶A→Sn 是一连续映射，记i∶Sn →En＋1 是包含映射，规定r∶En＋1 ｛O｝

→Sn 为  将i  f∶A→En＋1 扩张为g∶X→En＋1 ．记U＝g-1 （En＋1

｛O｝），则U是A的开邻域，并且

r  （g｜U）∶U→Sn

是f的扩张．

§3

2．（1）用反证法．如果可数开覆盖｛Un ｝没有有限子覆盖，取

 得到序列｛xn ｝．因为X列紧，所以｛xn ｝有收敛的子序列

｛xni ｝．设xni →x0 ，x0 ∈Um ．但当ni ≥m时，  所以Um 只包含｛xni
｝有限多项，这与xni →x0 矛盾．

（2）假设  是X的一个可数拓扑基．若  是X的一个开覆盖，作  的子族
 包含在  的某个成员中｝．则  是X的一个可数开覆盖，记作

｛Bn ｝．对每个Bn ，取Un ∈  ，使得Bn ⊂Un ．则｛Un ｝是  的可数子覆

盖．

（3）由（1）与（2）的结果得到．

（4）设X是列紧度量空间．对每个自然数n，取An 为X的一个有限  网．则

 是X的可数稠密子集，从而X可分．根据命题2.7，X满足C2 公理．

4．（1）用列紧性证明．∀n∈N，取xn ，yn ∈A，使得

 由于｛xn ，yn ｝都是列紧集A的序列，都有收敛的子序列．不妨



设它们本身都收敛，并分别收敛到A中的x0 和y0 ，则d（x0 ，y0 ）＝D（A）．

用紧致性证明．用定理2.7，知A×A也紧致．由f（x，y）＝d（x，y）规定了
A×A上的连续函数f．f（A×A）是E1 的紧致子集，达到最大值D（A），即必有（x，
y）∈A×A，使得f（x，y）＝d（x，y）＝D（A）．

（2）作函数f∶A→E1 为f（y）＝d（x，y），则f连续，从而f（A）紧致，从
而有y0 ∈A，使得f（y0 ）＝f（A）的最大值d（x，A）．

（3）作连续函数f∶A→E1 为f（x）＝d（x，B）．f（A）紧致，从而存在x0
，使得f（x0 ）是f（A）的最小值d（A，B）．但又因为

 所以d（A，B）＞0．

5．用反证法．如果X的无穷子集A没有聚点，则∀x∈X，有开邻域Ux ，使得

（Ux ∩A）｛x｝＝∅．于是X的开覆盖｛Ux ｜x∈X｝没有有限子覆盖，从而X不紧

致．

6．首先，单点集总是紧致的，从而X满足T1 公理．设X的一个序列｛xn ｝收敛

到a，b≠a，则X｛b｝是包含a的开集，它必定包含了｛xn ｝的几乎所有项，也就是

说｛xn ｝只有有限项为b．作子集A＝｛xn ｜xn ≠b｝∪｛a｝．则A紧致，从而是

闭集．Ac 是b的开邻域，它最多只能含｛xn ｝的有限多项，从而xn  b．

9．  ．如果闭集族之交  则｛Ac ｜A⊂  ｝是X的开覆盖，

有有限子覆盖  于是  即  不是有核的．

 ．设  是X的开覆盖，则闭集族  ＝｛Uc ｜U∈  ｝之交为空集，即

 不是有核的，有有限个成员  使得  即U1 ，U2 ，

…，Un 是一个子覆盖．

10．用引理，∀b∈B，有A和b的开邻域Ub 与Vb ，使得Ub ×Vb ⊂W．｛Vb ｜

b∈B｝构成B在Y中的开覆盖，有有限子覆盖   令



 U与V即满足要求．

11．设A是X×Y的闭子集，要证明j（A）是X的闭集，即（j（A））c 是开集．
∀x∈（j（A））c ，则｛x｝×Y＝j-1 （x）⊂Ac ．用引理，存在x的开邻域U，使得
U×Y⊂Ac ，即U⊂（j（A））c ，于是x是（j（A））c 的内点．

13．∀a∈A，则a∈U．由于X满足T3 公理，存在a的开邻域Va ，使得

于是｛Va ｜a∈A｝是A在X中的开覆盖，有有限子覆盖  记

 则A⊂V，

14．设A⊂X紧致，  是  在X中的开覆盖，则  也是A的开覆盖，有有限子

覆盖U1 ，U2 ，…，Un ，即  由上题知  即U1 ，U2 ，…，

Un 也是  关于  的有限子覆盖．

15．必要性略．

充分性的证明，用反证法．如果X不紧致，则有序列｛xn ｝，它没有收敛子序

列．不妨设｛xn ｝各项不相同，记A是｛xn ｝中各项构成的子集．∀x∈X，x必有

邻域不含A｛x｝的点，从而A是X的闭集，并且是离散的．作函数f0 ∶A→E1 为

f（xn ）＝n，则f0 连续，它可扩张到X上，得到X上的一个无界的连续函数．

16．按定义验证f-1 （B）紧致，即对f-1 （B）在X中的任一开覆盖  ，找出有
限子覆盖．∀b∈B，  也是紧致集f-1 （b）的开覆盖，从而f-1 （B）被  中有限
个成员盖满，记这有限个成员之并集为Wb ．作  则可验证Vb 是b的

开邻域，且f-1 （Vb ）⊂Wb ．

｛Vb ｜b∈B｝又是B在Y中的开覆盖，有有限子覆盖   则

于是f-1 （B）被  中有限个成员盖满．



17．设X局部紧致，A⊂X是闭集．∀x∈A，则x在X中有紧致邻域F．则F∩A是x
在A中的紧致邻域（验证略）．

18．（2）因为（X，τ）不紧致，所以｛Ω｝不是开集．于是就有（X* ，τ* ）

的每个非空开集都与X相交，X在（X* ，τ* ）中稠密．

（4）对于X中任意两个不同点，它们在（X，τ）中的不相交开邻域也就是在
（X* ，τ* ）中的相交开邻域．对于x∈X和Ω，取x的紧致邻域K，则K与X* K就是x

与Ω的不相交邻域．

19．由定义可知，同胚空间的一点紧致化也同胚．于是本题只须证Sn ｛N｝（N
＝｛0，0，…，0，1｝）的一点紧致化同胚于Sn ．作f∶（Sn ｛N｝）* →Sn 为

则f是一一对应，且可验证f是连续开映射，从而是同胚映射．

§4

4．用反证法．如果X1 不连通，则可分解为它的两个非空不相交开集A与B之并

集．X1 ∩X2 包含于其中之一，设X1 ∩X2 ⊂B．记  则

 且A与  都是X的非空开集，与X连通矛盾．

（本题条件中的“X1 ，X2 都是X的开集”可改为闭集，证法相同．）

5．取X的两个不同点x0 ，x1 ．则｛x0 ｝，｛x1 ｝都是X的闭集．用Урысон

引理，有（连续）函数f∶X→E1 ，使得f（x0 ）＝0，f（x1 ）＝1．因为X连通，

［0，1］⊂f（X）．［0，1］不可数，因而X也不可数．

6．设X局部连通，A是X的开集，x∈A．设U是x在A中的邻域，则U也是x在X中邻
域．于是存在x在X中的一个连通邻域V⊂U．V也是A中的连通集．

8．用命题2.23．∀r∈Q，作Ar ＝｛（x，y）｜x＝r或y＝r｝，则Ar 连通，



并且  又∀r，Ar ∩A0 ≠∅．

9．  是X的有核闭集族．由§3习题第9题知道   下面用反证法证

明它连通．如果  可分解为它的两个不相交非空闭集A和B之和，则A和B都是X

的闭集，有不相交的开邻域U和V．

令X0 ＝（U∪V）c ，则X0 也紧致．记  0 ＝｛F∩X0 ｜F∈  ｝，则  

是X0 中的一个闭集族，并且  于是  0 是无核的，

存在有限个成员F1 ∩X0 ，F2 ∩X0 ，…，Fn ∩X0 （Fi ∈  ），它们的交集为

∅．于是  即   由于  连通，它必包含于

U，V之一，从而  包含在U，V之一，矛盾．

10．作f∶U→E1 为  则f连续，且

在f（U）中，a点所在的连通分支就是｛0｝，可知U中含（0，0）点的连通分
支在f-1 （0）＝B｛（0，-1）｝中，就是B｛（0，-1）｝．

§5

1．任取Sn 中两点x0 ，x1 ．再取y不同于x0 ，x1 ．则   是道路

通的，从而存在Sn ｛y｝中的道路a，使得a（i）＝xi （i＝0，1）．a也是Sn 上连

结x0 ，x1 的道路．

2．设x0 ，x1 是A中两个不同点，则E2 上有不可数条圆弧以x0 ，x1 为两端，

并且任何两条这种圆弧除x0 ，x1 外无其他交点．因此一定有圆弧不过Ac 中的点，

即在A中．于是x0 ，x1 可用A中道路连结．



3．设（x0 ，y0 ）和（x1 ，y1 ）是X×Y中两点，X与Y都道路连通．则有X中

道路a，以x0 ，x1 为起终点，又有Y中道路b，以y0 ，y1 为起终点．作X×Y中道路

c为

c（t）＝（a（t），b（t）），　∀t∈I，

则c连结（x0 ，y0 ）和（x1 ，y1 ）．

4．a-1 （X1 ）和a-1 （X2 ）是I的两个非空开集，并且a-1 （X1 ）∪a-1 （X2
）＝I．由于I连通，a-1 （X1 ）∩a-1 （X2 ）＝a-1 （X1 ∩X2 ）≠∅．

5．证X1 道路连通．由于X1 ∩X2 是X1 的道路连通子集，只用证明：∀x0 ∈X1
X2 ，x0 与X1 ∩X2 在X1 的同一道路分支中．由于X道路连通，有X中道路a，

a（0）＝x0 ，a（1）＝x1 ∈X2 ．由上题知a-1 （X1 ∩X2 ）非空．设其下确界为

t0 ，则［0，t0 ］⊂a-1 （X1 ）．因为a-1 （X1 ）是I的开集，所以有ε＞0，使得

［0，t0 ＋ε）⊂a-1 （X1 ）．由t0 的定义知存在t1 ∈［t0 ，t0 ＋ε），使得

a（t1 ）∈X1 ∩X2 ．则x0 与a（t1 ）在同一道路分支中，即x0 与X1 ∩X2 在同一

道路分支中．

6．在题4中，若把X1 ，X2 都是开集的条件改为都是闭集，结论仍成立．然后

用题5的方法证本题．

§6

3．f（S1 ）是E1 的紧致连通子集，因而为有界闭区间或一点．于是f（S1 ）
≠E1 ，即f不是满映射．又如果f是单的，则   由2题知这是不可能的．

4．f（S2 ）是E1 的紧致连通子集，为有界闭区间［a，b］（或一点t，此时f-1

（t）＝S2 不可数）．∀t∈（a，b），由于f（S2 f-1 （t））＝［a，t）∪（t，
b］不连通，S2 f-1 （t）必定不连通，f-1 （t）是不可数集．

第　三　章



§1

1．平环．

3．环面．

§2

3．记p∶X×I→CX是粘合映射，a＝p（x，1）为锥顶．则CX｛a｝是CX的开
集，且同胚于X×［0，1），从而是Hausdorff空间．于是CX中异于a的两点在
CX｛a｝中有不相交开邻域，从而在CX中有不相交开邻域．CX中异于a的点可表示为
p（x，t），这里t＜1．取s∈（t，1），则p（X×［0，s））与p（X×（s，1］）
是p（x，t）与a的不相交开邻域．

4．记p∶X→X/A为粘合映射，a＝p（A）．如果X/A中两点b和c都不是a，则p-1

（b）与p-1 （c）是XA中两点，它们在XA中有不相交开邻域U与V．p（U）与p（V）
就是b与c的不相交开邻域．对于X/A中点b≠a，p-1 （b）∈XA．X满足T2 公理，A紧

致，从而p-1 （b）与A有不相交的开邻域U与V（见命题2.17），则p（U）与p（V）
是b与a的不相交开邻域．

5．（1）显然f满、连续．设V⊂［0，1］，则f-1 （V）∩［0，1］＝V．如果f-1

（V）是（-1，2）的开集，则V一定也是［0，1］的开集．

（2）（1，2）是（-1，2）的开集，但是f（（1，2））＝｛b｝，不是［0，
1］的开集，说明f不是开映射．

（-1，0］是（-1，2）的闭集，但是f（（-1，0］）＝［0，1）不是［0，1］
的闭集，说明f不是闭映射．

6．作f∶I×I→S1 ×S1 为f（x，y）＝（ei2πx ，ei2πy ）．则f是连续满射．又由
于I×I紧致，S1 ×S1 是Hausdorff空间，f是商映射．I×I的等价关系  导出I×I
的对边粘合（验证略），因此  

7．用复数表示E2 上的点，规定连续满映射f∶E2 →E2 为



只要再证明f是闭映射，就可知道f是商映射，等价关系  就是把D2 捏为一
点，从而

设A是E2 的闭集．

（1）如果A是有界闭集，则A紧致，从而f（A）紧致，是E2 的闭集．

（2）如果A与D2 不相交，则d（A，0）＝1＋ε，ε＞0．利用f｜E2 D2 ∶E2 D2

→E2 ｛0｝是同胚映射，得到f（A）是E2 ｛0｝的闭集，并且f（A）⊂E2 B（0，
ε），从而是E2 的闭集．

（3）一般情形，将A表成A＝A1 ∪A2 ，其中A1 ，A2 分别适合（1），（2）的

要求，从而f（A）＝f（A1 ）∪f（A2 ）是E2 的闭集．

8．记p1 ∶T2 →T2 /A是粘合映射．将T2 沿此经圆和纬圆割开，得一矩形面块

X，则X粘合对边得T2 ，且两双对边分别粘成该经圆和纬圆．记p2 ∶X→T2 是这个粘

合映射．则p＝p1  p2 ∶X→T2 /A是商映射，且  就是把X的边界∂X捏为一点．于

是   （参见例2）．

9．由例4知，M由三角形把两边同向粘接而得到，它的边界∂M就是三角形的第三
边两端粘合而得到．如果先把第三边捏为一点（得一圆盘），再粘接那两边，相当
于粘合圆盘边界上的每一对对径点，因此得到P2 ．

10．作映射f∶X×I→aX为f（x，t）＝（1－t）x＋ta，则f是商映射，并且
就是将X×｛1｝捏为一点，从而得到

11．（1）开集（-∞，1）的像记作C，则p-1 （C）＝（-∞，1］不是E1 的开
集，从而C不是E1 /（0，1］的开集．闭集［1，+∞）的像记作B，则p-1 （B）＝
（0，+∞）不是E1 的闭集，从而B不是E1 /（0，1］的闭集．



（2）因为pA ∶A→p（A）是一一对应，所以当它是商映射时就是同胚映射．记

X＝p（（-∞，0］）．（-∞，0］是A的开集，但是X的点p（0）并不是X的内点
（理由见后），于是X不是开集．这说明pA 不是同胚映射，也就不是商映射．

现在证明p（0）不是X的内点．设V是p（0）在p（A）中的一个开邻域，则存在
E1 /（0，1］中开集W，使得V＝W∩p（A）．于是p-1 （V）＝p-1 （W）∩A．p-1

（W）是E1 中含0点的开集，从而必含（0，1］中的点，这说明p（（0，1］）∈W．
这样（0，1］⊂p-1 （W），由于p-1 （W）是开集，它一定含（1，+∞）中的点，从
而W∩p（（0，+∞））≠∅，V∩p（（0，+∞））＝W∩p（（0，+∞））≠∅，V⊄X．由
V的任意性知p（0）不是X的内点．

12．只要证明在  下，两点等价必为对径点．

设f（x，y，z）＝f（x′，y′，z′），即

（x′，y′，z′）∈S2 ，因此x′，y′，z′中至少有一个不为0．

若x′或y′不为0，不妨设x′≠0，记  则

y′＝λy，z′＝λz．

于是λ2 x′2 －y2 ＝x′2 －λ2 y2 ，即λ2 （x′2 ＋y2 ）＝x′2 ＋y2 ．因而λ2 ＝1，
λ＝±1．于是（x′，y′，z′）＝±（x，y，z）．

若x′＝y′＝0，则｜z′｜＝1．再由前两式得到

x2 －y2 ＝0，　xy＝0．

推得x＝y＝0，｜z｜＝1．也有



（x′，y′，z′）＝±（x，y，z）．

13．若f（x，y）＝f（x′，y′），则有

cos2xπ＝cos2x′π，　cos2yπ＝cos2y′π；　sin2yπ＝sin2y′π；
sin2xπcosπy＝sin2x′πcosπy′；　sin2xπsinπy＝sin2x′πsinπy′．由第二、三
两式得出y＝y′或｜y－y′｜＝1．

若y＝y′．则由第四式和第五式推出sin2xπ＝sin2x′π．它和第一式一起推出x
＝x′或｜x－x′｜＝1．

若｜y－y′｜＝1，不妨设y＝0，y′＝1．则第四式化为sin2xπ＝－sin2x′π．它
与第一式一起推出x＋x′＝1．

总之，若f（x，y）＝f（x′，y′），则是下列三种情形之一：

（1）x＝x′，y＝y′；

（2）x，x′中一个为0，另一个为1，y＝y′；

（3）x＋x′＝1，y，y′中一个为0，另一个为1．

不难看出  是Klein瓶．

14．作p∶D2 ＋D2 →S2 为

则容易验证p是商映射，且  就是i∶S1 →D2 决定的等价关系．于是

15．作  为



则p是满的连续闭映射，因而是商映射，且  就是  所决定的等价
关系．于是

§3

1．设M是n维流形．∀x∈M，设U是x的开邻域，U同胚于En 或  于是U满足C1
公理，从而x在U中有可数邻域基  ，它也是x在M中的可数邻域基（验证略）．

2．设M是紧致n维流形，则M有一个有限开覆盖｛U1 ，U2 ，…，Un ｝，其中每

个Ui 同胚于En 或E  ，从而满足C2 公理．对每个Ui 取可数拓扑基  i ，则

 是M的可数拓扑基．

3．紧致流形满足C2 公理，是紧致Hausdorff空间，从而也满足T4 公理．用

Урысон嵌入定理知它可度量化．

4．记p∶E1 →E1 /～是粘合映射．可以验证p是开映射．（只用对每个开区间
（a，b），验证p（a，b）是开集，即要说明p-1 （p（a，b））是E1 的开集．可区
分a，b的各种情形进行讨论．）于是可知p（-∞，1）和p（-1，+∞）构成E1 /～的
开覆盖，且它们都同胚于E1 （例如，p｜（-∞，1）：（-∞，1）→p（-∞，1）是
同胚映射）．这样前半结论得证．

记x＝p（-1），y＝p（1），U，V是它们的任意一对开邻域，则p-1 （U），p-1

（V）分别是含-1，1的开集，存在ε＞0，使得（-1－ε，-1＋ε）⊂p-1 （U），（1
－ε，1＋ε）⊂p-1 （V）．于是p（-1－ε，-1）＝p（1，1＋ε）⊂U∩V，从而
U∩V≠∅．

5．设M是n维流形，x∈M，U是x的开邻域．设W是x的一个同胚于En 或  的开
邻域．由  的性质知，W中存在x的紧致邻域F⊂W∩U．记  则
x∈V，且V是W的开集，从而也是M的开集．又因为M是Hausdorff空间，F是M的闭
集．于是在M中，x∈V，

7．设x是n维流形M的一个内点（流形的意义），则x有一个开邻域  于
是U的每一点也都是M的内点（流形的意义），从而x是M内部（流形意义）的子集意



义下的内点．

§4

1．（1）3P2 ；（2）4P2 ；（3）2T2 ；（4）6P2 ．

2．（1）（m＋n）T2 ；（2）（m＋n）P2 ；（3）（2m＋n）P2 型．

3．3P2 ．

第　四　章

§1

2．  ．记H是  到  的一个同伦．任取x0 ∈X，规定Y中道路a∶I→Y

为a（t）＝H（x0 ，t），则a连结y1 和y2 ．于是y1 和y2 在Y的同一道路分支

中．

 ．记a是Y中连结y1 和y2 的道路，作H∶X×I→Y为H（x，t）＝a（t），

∀x∈X，则H连续，并且H（x，0）＝y1 ，H（x，1）＝y2 ，∀x∈X．即

3．设Sn 上点  作g是把X映为-a的常值映射，则∀x∈X，f（x）≠-
g（x），由例2知，

4．  ．记H∶X×I→Y连结f及一个常值映射，则H把X×｛1｝映为Y的一点，
因而H诱导连续映射F∶CX→Y，它限制在X上为f．

 ．记F∶CX→Y为f的扩张，p∶X×I→CX是粘合映射，则H＝p
F∶X×I→Y是连结f及一个常值映射的同伦．

5．记F是a到b的定端同伦，规定G＝f  F，则G是f  a到f  b的定端同伦．

6．  ．记H∶I×I→X是f  p到g  p的定端同伦，则它把｛0，1｝×I映
为一点x0 ．规定G∶S1 ×I→X为G（ei2πt ，s）＝H（t，s），则G（1，s）＝x0 ，



∀s∈I，并且G（ei2πt ，0）＝H（t，0）＝f  p（t）＝f（ei2πt ），同理G（ei2πt

，1）＝g（ei2πt ），即  

 ．若  作H∶I×I为H（t，s）＝G（ei2πt ，s），则H是
f  p到g  p的定端同伦．

8．用反证法．假设f没有不动点．规定S1 上的对径映射为h∶S1 →S1 ，即
h（z）＝-z，∀z∈S1 ．因为∀z∈S1 ，f（z）≠z＝-h（z），由例2知  而h
与id同伦（请读者自证），从而   与条件相违，故f无不动点．

§2

1．当X是平凡拓扑空间时，任何映射f∶Y→X都连续．于是X中任何两条有相同
起终点的道路都定端同伦，于是π1 （X，x0 ）只有一个元素．

2．离散拓扑空间的每个道路分支都是单点集，从而它的道路都是点道路，以x0
为起终点的闭路就只有一条，从而π1 （X，x0 ）只有一个元素．

3．理由同第2题．

5．因为rπ  iπ ＝（r  i）π 是恒同，得结论．

6．  是闭路，X单连通，则  定端同伦于点道路e，于是  

7．   ∀α∈π1 （X，x0 ），ω-1 αω＝ω′-1 αω′

　　　　　　　  ∀α∈π1 （X，x0 ），αωω′-1 ＝ωω′-1 α．

8．  ．∀α，β∈π1 （X，x0 ）．取ω，ω′是x0 到x1 的两个道路类，使

得ωω′-1 ＝β．由于  得到αβ＝βα（见上题）．

 ．设ω，ω′是x0 到x1 的两个道路类，则就有ωω′-1 ∈π1 （X，x0 ）．

于是，∀α∈π1 （X，x0 ），αωω′-1 ＝ωω′-1 α．再由上题，得  

§3



1．记a0 ∶I→S1 为a0 （t）＝ei2πt ，b0 ∶I→S1 为b0 （t）＝-ei2πt ＝

f（a0 （t）），则〈a0 〉和〈b0 〉分别生成π1 （S1 ，1）和π1 （S1 ，-1），

并且fπ （〈a0 〉）＝〈b0 〉．

2．a0 如上题，则fπ （〈a0 〉）＝〈a0 〉n ．因为π1 （S1 ，1）由〈a0 〉

所生成，所以∀α∈π1 （S1 ，1），有fπ （α）＝αn ．（若用加法记号，则可表

示为fπ （α）＝nα．）

3．用§1的习题6．

4．用上题，分别在左右两个圆周上构造relx0 的同伦，拼成所要的同伦．

5．平环同胚于S1 ×I，用定理4.4．

7．取ε＞0，使得  则它的边缘A＝｛y∈E2 ｜d（x，y）＝ε｝是
U｛x｝的收缩核，并且  所以A不单连通．再用§2习题5的结果，推出U｛x｝
不单连通．

§4

3．要证明两方面：（1）f的任何两个同伦逆g1 ，g2 互相同伦，

 （2）当g是f的同伦逆时，与g同伦的任何映射g′也是f的同伦
逆（请读者自证）．

4．设  Y道路连通，记f∶X→Y是同伦等价，g∶Y→X是f的同伦逆，则
∀x∈X，x与g  f（x）在X的同一道路分支中．又因为Y道路连通，所以g（Y）是X
的道路连通子集，从而∀x1 ，x2 ∈X，g  f（x1 ）与g  f（x2 ）在X的同一道

路分支中．综上所述，X中任何两点在同一道路分支中，从而X道路连通．

5．设f∶X→Y是同伦等价，g为f的同伦逆．由于f把的道路分支映入Y的一个道
路分支，可规定fπ ∶π0 （X）→π0 （Y）如下：∀α∈π0 （X），fπ （α）是Y的

包含f（α）的道路分支．用同法可规定gπ ∶π0 （Y）→π0 （X），并不难验证gπ
 fπ 与fπ  gπ 都是恒同．



6．设  都是收缩映射，满足   （i1 ，

i2 都是包含映射），则i1  i2 ∶B→X是包含映射，r2  r1 ∶X→B是收缩映射，

并且

7．设r∶X→B是收缩映射，满足  设r′∶X→A是收缩映射，记r1 ＝r

｜A∶A→B，i1 ∶B→A是包含映射．设H∶X×I→X是i  r到id  的同伦，则r′

H｜A×I→A是i1  r1 到idA 的同伦．

8．设r∶X→X0 是收缩映射，则可规定r1 ∶X→X1 为

则r1 是收缩映射．用上题结果，推出X0 是X1 的形变收缩核．

9．取y0 ∈Y，则｛y0 ｝是Y的形变收缩核，从而把Y的每一点都映为y0 的常值

映射  设f，g∶X→Y是两个连续映射，则

10．  设a0 是沿着A走一圈的x0 处的闭路，则〈a0 〉生成π1 （A，x0
），但在X中，〈a0 〉是一生成元的两倍．

11．若有收缩映射r∶X→A，则rπ ∶π1 （X）→π1 （A）是满同态，从而（由

 rπ 是同构．又因为rπ  iπ 是恒同，得出iπ 是同构，与10

题结论矛盾．

12．作r∶Dn ｛x0 ｝→Sn－1 ｛x0 ｝如下：∀x∈Dn ｛x0 ｝，r（x）是射线x0
x与Sn－1 的交点．利用例5前的说明，知Sn－1 ｛x0 ｝是Dn ｛x0 ｝的形变收缩核（Dn

｛x0 ｝是凸集）．

14．用反证法．如果  则可得出  从而
而n＞1时，Sn－1 单连通，S1 不单连通，矛盾．



15．用反证法．若  则D2 ｛O｝同胚于Dn 去掉一点，后者单连通，前
者不单连通，矛盾．

16．不妨设l是z轴，则E3 l以E2 ｛O｝为形变收缩核．

§5

3．设En ｛x1 ，x2 ，…，xm ｝＝Xm ．作xm 的球形邻域B（xm ，ε），使得它

不含x1 ，…，xm－1 ，则Xm－1 ＝Xm ∪B（xm ，ε），Xm ∩B（xm ，ε）＝B（xm ，

ε）｛xm ｝是单连通的．用Van-Kampen定理，得到

 ∀m∈N．

于是  平凡．

4．（1）同构于Z*Z*Z；

（2）同构于Z*Z；

（3）同构Z*Z*Z*Z．

5．（1）同构于Z*Z；

（2）同构于Z*Z*Z*Z*Z；

（3）同构于Z*Z*Z*Z．

6．同构于Z3 ＝Z/3Z．

8．（1）作收缩映射r∶E2 →D2 为

则r  f∶D2 →D2 有不动点，不难验证当r  f（x）＝x时，f（x）＝x．



（2）作r如（1），则r  f有不动点，且不动点不在S1 上，从而也必是f的不
动点．

（3）用反证法．若f无不动点，则可作g∶D2 →S1 为

则g连续，且  于是  零伦，矛盾．

（（1）和（2）也可用（3）的方法证．）

9．用反证法．如果存在  则  于是D2 ｛x0 ｝以S1 为收缩

核．记r为一收缩映射，则r  f∶D2 →S1 是收缩映射．这与S1 不单连通相矛盾．

10．方法一　记X1 是X中第3个坐标不小于0的点的集合，X2 是第3个坐标不大

于0的点的集合．则X＝X1 ∪X2 ，X1 ，X2 都单连通，并且X1 ∩X2 道路连通．用

Van-Kampen定理，得X单连通．

方法二　用Van-Kampen定理不难得到下面结论：对任何两个整数

单连通．

以原点O为基点，证明π1 （X，O）平凡．证法如下：任取O点处的闭路a，则

a（I）是X上的紧致集，从而存在整数k＜l，使得   于是a在

上定端同伦于O处的点道路，从而a在X上也定端同伦于O处的点道路．

第　五　章

§1

1．设W是E的开集，b∈p（W），取e∈W，使得p（e）＝b．要证b是p（W）的内
点．

取b的一个基本邻域U．设Vα 是p-1 （U）的包含e点的分支，则同胚p｜Vα ∶Vα



→U把E的开集W∩Vα 映为U的一个包含b点的开集，从而p（W∩Vα ）也是b在B中的开

邻域，并且它在p（W）中．于是b为p（W）的内点．

2．若U是一个基本邻域，则∀b∈U，＃p-1 （b）等于p-1 （U）的分支数．从而
同一基本邻域内的诸点的纤维有相同的势．取定b0 ∈B，记A＝｛b∈B｜＃p-1 （b）

＝＃p-1 （b0 ）｝，则用上面的结果可以说明A是开集，并且Ac 也是开集．由于B连
通，又A非空（至少b0 ∈A），从而A＝B．

3．要证∀e∈h（U）都是h（U）的内点．设Ub 是b＝p（e）一个道路连通的基

本邻域，并且Ub ⊂U．记Vα 是p-1 （Ub ）的包含e的分支，则Vα 是E的开集，并且

（p｜Vα ）-1 ∶Vb →Vα 在Ub 上与h重合（利用定理5.1）．于是Vα ＝h（Ub ）

⊂h（U），从而e是h（Ub ）的内点．

4．设W是X的一个开集，要证p（W）是X/f的开集．∀y∈p（W），设y＝
p（x），x∈W．取x的开邻域V，使得V，f（V），…，fn－1 （V）两两不相交，并且
V⊂W．于是p（V）是含于p（W）的开集，且含y，从而y是p（W）的内点．

7．F/f可看作F的一半把边界圆周的对径点粘合而得商空间，也即T2 上安一个
交叉帽，因此是3P2 型曲面．

8．不是．S1 上点ei2πα 和ei2πb 没有基本邻域．

9．同第8题．

12．利用定理5.1或直接证明：记φ∶X→B是由b∈B决定的常值映射，  是φ的
一个提升．则  因为p-1 （b）离散，  连通，所以  是一
点．

13．取定V中一点e0 ，记b0 ＝p（e0 ）∈U．对U中任一点b1 ，有U中道路a，

连结b0 和b1 ．记  是a的提升，它以e0 为起点，则  从而

在V中．于是   这样就得到U⊂p（V）．显然p（V）
⊂U．从而p（V）＝U．

14．只要证明p｜V∶V→U是单的．



用反证法．假设p｜V不单，它把V中两个不同点e0 和e1 映为U中同一点b0 ．取

 是V中从e0 到e1 的道路，则  是U在b0 处的闭路．因为iπ ∶π1 （U）

→π1 （B）平凡，所以a在B中定端同伦于b0 处的点道路，从而它在e0 处的提升

一定是闭路，与假设矛盾．

（本题还可用下节中的定理5.3，见下节习题2的解答．）

15．设U是底空间B的半单连通开子集．由13题知，p-1 （V）的每个道路分支Vα
满足p（Vα ）＝U，由第14题知p｜Vα ∶Vα →U还是同胚，从而U是基本邻域．

16．记U是B的一个半单连通的开子集，则p-1 （U）的每个分支Vα 也半单连

通．

17．∀b∈B，设U是b的一个半单连通开邻域，则U是p∶E→B的基本邻域．p-1

（U）的每个分支也都半单连通，从而又都是  的基本邻域．于是
 分解为E1 中的许多开集之并，每个开集被  同胚

地映射成p-1 （U）的一个分支，从而被  同胚地映射成U．这说明U也是
的基本邻域．

18．∀b∈B．设p-1 （b）＝｛e1 ，e2 ，…，en ｝．可取b的基本邻域U，使得

p-1 （U）的各分支V1 ，…，Vn 分别是e1 ，…，en 的在  下的基本邻域．类似于

第17题，可证明这样的U也是  的基本邻域．

§2

1．设F是常值映射到f的一个同伦，则F可以提升（定理5.2），得到本题的结
论．

2．本题即上节习题15，上面已给解答．也可应用定理5.3．设V是p-1 （U）的
一个道路分支，则由上节第13题，得p（V）＝U．取定e0 ∈V，记b0 ＝p（e0 ）．

由定理5.3，存在唯一一个提升h∶U→E，使得h（b0 ）＝e0 ．则h  （p｜V）就

是p｜V∶V→B的提升，并由提升唯一性知道h  （p｜V）就是包含映射．由此可推
得p｜V∶V→U是单一的．于是p｜V∶V→U是开的一一对应，即是同胚．于是U是基本
邻域．



3．因为π1 （S2 ）平凡，f总可提升为  零伦，从而f也零伦．

4．同上题．因为  π1 （T2 ）是自由群，π1 （P2 ）到π1 （T2

）的同态只有平凡同态．

5．按照定义验证．

∀e∈E2 ，记b＝p2 （e）．取p2 ∶E2→B的含b点的道路连通的基本邻域U．记

V是  中包含e点的分支，则p2 ｜V∶V→U是同胚．不难证明  的每个

分支Wα 或者h（Wα ）⊂V，或者h（Wα ）∩V＝∅，并且h-1 （V）就是满足h（Wα ）

⊂V的那些Wα 之并．对每个这样的Wα ，（p2 ｜V）  （h｜Wα ）＝p1 ｜Wα ∶Wα
→U是同胚，其中p2 ｜V也是同胚，从而h｜Wα ∶Wα →V是同胚．这说明h是复叠映

射．

§3

1．只要证B的每个道路连通的基本邻域U是半单连通的．

取p-1 （U）的一个分支V，则

iπ （π1 （U））＝iπ  （p｜V）π （π1 （V））

　　　＝pπ  iπ （π1 （E））＝1．

因此iπ 是平凡的，即U在B中半单连通．

2．当p｜q－q′时  从而相应的f（见例2）一样．

4．取B的一个道路连通的基本邻域U．则p-1 （U）的所有分支在  之下映成E1



的互不相交的开集｛Vα ｝．并且不难验证

（1）  且p1 ｜Vα ∶Va →U是同胚．从而p1 是复叠映射．

（2）对每个V  是p-1 （U）中的部分分支之并集，它们每个都被  同
胚地映射到Vα ．由此容易推出  也是复叠映射．

（用上节第5题也可从p1 是复叠映射推出  也是复叠映射，因为  是从p到p1
的同态．）

5．由命题5.3，  当然  若  则
 （因为E单连通），从而

6．这是上题的直接推论．

第　六　章

§1

1．因为｛a0 ，a1 ，…，an ｝处于一般位置，所以｛a1 －a0 ，…，an －a0
｝线性无关．于是｛b，a0 ，…，an ｝处于一般位置等价于b－a0 不能用｛a1 －

a0 ，…，an －a0 ｝线性表示，即b不在｛a0 ，a1 ，…，an ｝所张超平面上．

2．用反证法．若｛b，a0 ，a1 ，…，an ｝不是处于一般位置，则由上题知b

在｛a0 ，a1 ，…，an ｝所张超平面上．设b关于点组｛a0 ，a1 ，…，an ｝的重

心坐标为｛λ0 ，λ1 ，…，λn ｝．记x0 是  上重心坐标为

 的点，则线段  上（将它分割为定比t的）点的重心

坐标为  可取到t1 ∈（0，1），使得

 记x1 是以

 为重心坐标的点，则  但

 与条件矛盾．



3．如果  与  不只一个交点，则其中一条在另一条上．不妨设
则x′是  的内点，可计算出它的重心坐标全大于0，即x′不是边界点．

4．c至少有两个重心坐标大于0，因而不是顶点．

6．必要性　（1）就是K是复形的条件之一，下面证（2）．设   是K中两个
不同单形，则它们规则相处．于是，如果它们有交点，则  是它们的公共
面，  一定是某一个的真面（否则   不妨设  是  的真面，于是  与

不相交．

充分性　只须证K中任何两个单形  与  规则相处．如果它们有交点，则任一
交点x，它一定是  的某个面  的内点，也一定是  的某个面  的内点．由条件

（2）知  记  是  和  的公共顶点所张单形，则  从而  不难
看出

9．（1）  （3）　如果K1 不连通，则K1 可分成两个非空不相交子复形L1
和L2 之并．于是  它的顶点或全在L1 中，或全在L2 中，由此把K的单形分

为两类，分别记作K1 和K2 ，不难验证K1 和K2 是不相交的非空子复形，且K＝K1
∪K2 ．这与K连通矛盾．

（3）  （2）　如果｜K｜不连通．设它分成两个不相交闭集X1 与X2 之

并．K中每个一维单形或在X1 中，或在X2 中，由此将K1 中单形分为L1 和L2 两部

分，不难验证L1 与L2 都是K1 的非空子复形，且L1 ∪L2 ＝K1 ，L1 ∩L2 ＝∅，这

与K1 连通矛盾．

（2）  （1）　如果K不连通．设K＝K1 ∪K2 ，K1 和K2 都是K的非空子复

形，且K1 ∩K2 ＝∅．则｜K｜＝｜K1 ｜∪｜K2 ｜，且｜K1 ｜∩｜K2 ｜＝∅，这与

｜K｜连通矛盾．

10．设  是K的一个维数大于2的极大单形（它不是K中别的单形的面）．则由
Van-Kampen定理不难得到



  仍是连通复形，  逐个去掉K中所有大于2维的单

形，得到本题结论．

§2

3．任何两个K中n维单形最多只有一个公共的n－1维面，于是K的任何一个n维
定向单形s的n＋1个顺向面至少有一个不是任何别的n维单形的面．下面证明Cn
（K）的每个非零链一定不是闭链，由此得到Zn （K）＝0．

设cn ∈Cn （K），cn ≠0．不妨设cn （s）≠0，s是K的一个n维定向单形．记

t是s的一个顺向面，它不是别的n维单形的面．于是∂cn （t）＝cn （s）≠0，从而

cn 不是闭链．

4．首先从直观上容易看出（也可给出严格论证），E2 上的每个2维复形至少有
一个2维单形“在边上”（即它有1维面不是别的2维单形的面）．

设c2 ∈C2 （K），c2 ≠0．设c2 在2维定向单形s1 ，s2 ，…，sn 上取不为0

的值，在别的2维定向单形上的值为0．记L是由   及它们的全部面构成的
K的子复形．并设  在L的边上．则有  的1维顺向面t，它不是s2 ，…，sn 的面．

于是∂c2 （t）＝c2 （s1 ）≠0．从而∂C2 ≠0．因为L是子复形，c2 在K上的边缘

链与在L上的边缘链相同，所以  这样Z2 （K）＝0．

§3

2．只用证q＝1的情形，其余情形由第1题得到．

显然C1 （K）＝C1 （K1 ）⊕C2 （K2 ），Z1 （K1 ）⊕Z2 （K2 ）⊂Z1
（K）．设z1 ∈Z1 （K），且z1 ＝c1 ＋c2 ，ci ∈C1 （Ki ）（i＝1，2）．于

是，∂c1 ＋∂c2 ＝0．而∂c1 ＝-∂c2 在K0 ＝a0 中，它必为na0 ．又从指数的意义

知n＝0．于是∂c1 ＝∂c2 ＝0，ci ∈Z1 （Ki ）（i＝1，2）．于是Z1 （K）＝Z1
（K1 ）⊕Z2 （K2 ）．作商群得到结论．

3．（1）设z＝c1 ＋c2 ，ci ∈C1 （Ki ）（i＝1，2）．则∂c1 ＋∂c2 ＝0．



而∂c1 ＝-∂c2 是K0 中指数为0的0维链，从而由K0 的连通性得知存在K0 的一个1

维链c3 使得∂c3 ＝∂c1 ．记z1 ＝c1 －c3 ，z2 ＝c2 ＋c3 ，则∂zi ＝0，且z＝

z1 ＋z2 ．

（2）证法类似（1）．

（3）设c∈Cq＋1 （K），∂c＝z1 ＋z2 ．记c＝c1 ＋c2 ，ci ∈Cq＋1 （Ki ）

（i＝1，2）．则∂c1 ＋∂c2 ＝z1 ＋z2 ，从而∂c1 －z1 ＝-∂c2 ＋z2 是K0 中的

闭链．由于Hq （K0 ）＝0，∂ci －zi ∈Bq （Ki ），从而zi ∈Bq （Ki ）（i＝

1，2）．

4．利用上题的结果．

§4

2．

3．

4．

6．

7．  当q≠0时，Hq （K；G）＝0．

第　七　章

§1



3．设Cark x＝（a0 ，a1 ，…，aq ），  则λi ＞0，∀i＝0，

1，…，q．根据  的定义，  并且

于是  在φ（Cark x）的重心坐标全大于0，从而

5．  ．显然．

 ．规定φ∶K→L如下：  规定  是L中由φ0

（a0 ），…，φ0 （aq ）所张的单形．不难验证φ是一个单纯映射，并且它的顶点

映射就是φ0 ．

6．（1）  有  从而

（2）由（1）知  i＝0，1，…，q，从而

反之，若  则ai  Cark x（∀i＝0，1，…，q）．于是

 由定义得出  于是

§2

4．分别记  只须证｜K｜到｜L｜的任何连续映射都零
伦．设f∶｜K｜→｜L｜连续，则存在单纯逼近   不满，从
而零伦，于是  也零伦．

5．不妨设X，Y都是多面体，且X＝｜K｜，Y＝｜L｜．对任意非负整数r，从



K（r） 到L的单纯映射是有限个．而每个连续映射f∶X→Y都同伦于一个单纯映射
φ∶K（r） →L导出的连续映射   由此不难得到结论．

§3

1．

2．例如X＝S2 ∨S3 ∨P2 ．

3．X＝S2 ∨S1 ∨S1 ．  而  因而

§4

1．因为f零伦．

2．

3．

4．

5．

第　八　章
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1．如果Sn－1 是Dn 的收缩核，则包含映射i∶Sn－1 →Dn 诱导的各维同调群的同态
都是单的．但显然i*（n－1） ∶Hn－1 （Sn－1 ）→Hn－1 （Dn ）不是单的．

2．见第四章§5的习题8的解答．

3．设X＝f（Dn ），则  并且f-1 ∶X→Dn 与包含映射i∶Dn →X的复合
映射i  f-1 ∶X→X一定有不动点，它也就是f的不动点．

4．如果f不满，设x0 ∈Dn f（Dn ），则  否则f0 零伦，从而

deg（f0 ）＝0．于是有收缩映射r∶Dn ｛x0 ｝→Sn－1 ．于是f0 ＝r  （f｜Sn－1

）．由此不难得出（f0 ）*（n－1） 是平凡的，从而deg（f0 ）＝0．

5．（1）如果f无不动点，则f同伦于对径映射，如果∀x∈Sn ，f（x）≠-x，
则  于是对径映射同伦于id．而当n为偶数这是不可能的．

（2）f2 的映射度非负，从而f2 不同伦于对径映射，它必有不动点．

§2

1．作g∶Sn →Sn 为

则g是保径映射，deg（g）是奇数．不难证明  从而deg（f）＝deg（g）
是奇数．

2．不妨设Sn ＝｜Σn ｜，X＝｜K｜，K为一个复形．类似于引理1的证明，可构
造f的单纯逼近φ∶（Σn ）（r） →K，使得∀a∈（（Σn ）（r） ）0 ，φ（a）＝φ（-
a），则φ*n ＝φn ．不难验证，φn （Zn （（Σn ）（r） ））⊂2Zn （K），当n为奇

数时，φn ＝0．

3．第2题的直接应用．

4．本题的方法类似于第1题，作g（x）＝（f（x）＋f（-x））/‖f（x）＋
f（-x）‖．



5．如果m＞n，设i∶Sn →Sm 是包含映射，则i  f是保径映射，但又不满，从
而deg（i  f）＝0，矛盾．

§3

1．因为f*q 是同伦不变量，所以tr（f*q ）以及用它们规定的L（f）都是同伦

不变量．

2．不难看出L（id）＝χ（K）≠0，从而L（f）≠0．

3．Hq （P2 ，R）＝0，∀q＞1．于是对任何连续映射f∶P2 →p2 ，L（f）＝

1，从而f有不动点．



名　词　索　引

（按汉语拼音顺序）

B

保径映射

半单连通

半欧氏空间

包含映射

Betti 数

闭包

闭包复形

闭路

闭路类

闭集

闭链

闭链群

闭曲面

闭映射

篦形子集



边界

　边界点

边缘

边缘点

边缘复形

边缘链

边缘链群

边缘同态

Bolzano-Weierstrass 性质

Borsuk-Ulam 定理

Brouwer 不动点定理

不可定向

不可定向曲面

C

C1 公理

C2 公理

C1 空间

C2 空间

超平面



乘积空间

乘积拓扑

承载单形

　零调承载子

稠密

重分链映射

D

代数基本定理

导集

单纯形（单形）

　自然单形

　单形的顶点

　单形的面

　单形的定向

单纯通近

单纯通近存在定理

单纯复合形（复形）

单纯剖分

单纯映射

单纯锥



单连通

道路

　道路的乘积

　道路的起点和终点

　道路的逆

道路类

　道路类的逆

　道路类的乘积

道路连通

道路连通分支（道路分支）

笛卡儿积

第一可数公理

第二可数公理

底空间

点道路

定向

　定向单形

　单形的定向

度量空间



多边形表示

　标准多边形表示

多面体

　多面体的同调群

对径映射

E

Euler 多面体定理

Euler 示性数

Euler 数

Euler-Poincaré 公式

F

反向对

仿紧

非退化

分离公理

分量

复叠变换

复叠变换群

复叠空间

　泛复叠空间（万有复叠空间）



　正则复叠空间

复叠映射

覆盖

　闭覆盖

　加细覆盖

　局部有限覆盖

　开覆盖

　有限覆盖

　子覆盖

复合形（复形）

　闭包复形

　边缘复形

　子复形

G

规则相处

骨架

关联系数

H

Hausdorff 空间

核



Hilbert 空间

Hopf 迹数引理

环柄

环面（T2 ）

　n维环面（Tn ）

换位子

换位子群

J

基

基本邻域

基本群

　基本群的基点

迹数

迹数可加性定理

加细

　开加细

交叉帽

交换化

简单闭曲线

几何无关



几何锥

截面

紧致性

Jordan 曲线

Jordan 曲线定理

局部半单连通

局部道路连通

局部连通

局部有限覆盖

局部紧致

聚点

K

开集

开覆盖

开映射

可乘性

可度量化

可分拓扑空间

可剖分空间

　可剖分空间的同调群



可数公理

可缩空间

可定向曲面

Klein 瓶

亏格

L

Lebesgue 数

Lefschetz 不动点定理

Lefschetz 数

连通和

连通性

连通分支

连续映射

连续性

链

　闭链

　边缘链

链复形

链群

　闭链群



　边缘链群

链伦移

链同伦

链映射

　标准链映射

　重分链映射

　正常链映射

列紧性

Lindelöf 定理

零调的

零调承载子

邻域

邻域基

邻域系

零伦

流形

伦型

伦移

Lusternik-Schnirelmann 定理

M



幕集

面

　真面

　逆向面

　顺向面

Möbius 带

N

挠子群

内点

内部

内直和

O

欧氏空间

P

平环

Q

奇点

七桥问题

切向量场

蜷帽



圈数

球面

球极投射

球形邻域

曲面

　闭曲面

S

三角剖分

三明治定理

商集

商空间

商拓扑

商映射

生成

生成元组

升腾

射影平面

首顶点

收缩核

收缩映射



收敛性

树

四色问题

T

T0 公理

T1 公理

T2 公理

T3 公理

T4 公理

提升

贴空间

Tietze 扩张定理

同调

同调类

同调群

　同调群的同态

　多面体的同调群

　可剖分空间的同调群

同伦



　同伦的乘积

　同伦的逆

　常同伦

　定端同伦

　相对同伦

　直线同伦

同伦不变性

同伦等价

同伦逆

同胚

同胚映射

同向对

同伦提升定理

透镜空间

投射

退化

凸包

拓扑

　乘积拓扑



　度量拓扑

　平凡拓扑

　离散拓扑

　欧氏拓扑

　商拓扑

　余可数拓扑

　余有限拓扑

　子空间拓扑

拓扑变换

拓扑性质

拓扑概念

拓扑和

拓扑基

　集合的拓扑基

　拓扑空间的拓扑基

拓扑公理

拓扑空间

拓扑锥

V

Van-Kampen 定理



W

完全原像（原像）

网距

无交并

X

像

纤维

星形

星形性质

形变收缩

　强形变收缩

形变收缩核

　强形变收缩核

Y

叶数

一般位置

一笔画

1 维简单链

1 维简单闭链

遗传性



映射

　包含映射

　保径映射

　闭映射

　常值映射

　单纯映射

　顶点映射

　对径映射

　恒同映射

　开映射

　链映射

　连续映射

　嵌入映射

　商映射

　收缩映射

　同胚映射

映射度

映射类

映射提升定理



诱导同态

有核闭集族

有限生成交换群

有限生成交换群基本定理

Урысон 度量化定理

Урысон 引理

圆束

原像

Z

粘合映射

粘接引理

正规空间

正则空间

真面

正常链映射

直加项

直和

　内直和

　直和因子

直和分解定理



秩

指数

重心

重心重分

重心坐标

柱化

锥顶

子空间

自然单形

自由乘积

自由交换群

　自由交换群的基

自由群

自由生成元组

踪



符　号　说　明

∅

空集

2X

集合X的幕集

＃A

集合A所含元素的个数或A的势

∈

属于

 （或∉）

不属于

⊂

包含于（包括相等的情形）

并

交



无交并

直和

自由乘积

×

笛卡儿积，直积

X×Y

集合X与Y的笛卡儿积，或拓扑空间X与Y的乘积空间

G1 ×G2

群G1 与2 的直积

X/～

集合X关于等价关系～的商集；拓扑空间X关于等价关系～的商空间

X/A

把X的子集A捏为一点而得到的商空间

AB

子集A减去B（由在A中而不在B中的点构成）

∂



边界，边缘

∂A

集合A的边界

∂M

流形M的边界

单形  的边缘

同胚，同构

同伦，同伦等价

定端同伦

相对同伦

单形  是单形  的面

集合A的内部

A′

集合A的导集



集合A的闭包

［X，Y］

从拓扑空间X到Y的映射同伦类的集合

C（X，Y）

从拓扑空间X到Y的全体连续映射的集合

［X］

拓扑空间X的全体道路类的集合

π1 （X，x0 ），π1 （X）

基本群

（E，p）

复叠空间

 （E，p）

复叠变换群

单形  的重心

［s，t］

关联系数

Kr



复形K的r维骨架

K（r）

复形K的r次重心重分

χ（K）

复形K的Euler示性数

βq

q维Betti数

ω＃

道路类ω诱导的基本群同构

fπ

连续映射f诱导的基本群同态

f*q

连续映射f诱导的q维同调群同态

g  f

映射f与g的复合（乘积）

f｜A

映射f在子集A上的限制

B（x，ε）

以x为中心，ε为半径的球形邻域



单形  的边缘复形

Bq （K）

复形K的q维边缘链群

Cark x

复形K的在x∈｜K｜处的承载单形

单形  的闭包复形

Cq （K）

复形K的q维链群

CX

X上的拓扑锥

Dn

n维单位球体

d（c）

0维链c的指数

deg（f）

f的映射度



En

n维欧氏空间

Hq （K）

复形K的q维同调群

Hq （K；G）

复形K的、以G为系数群的q维同调群

Hq （X）

可剖分空间X的q维同调群

Imf

映射f的像

Kerf

同态f的核

Mesh（K）

复形K的网距

N



自然数的集合

 （x）

点x的邻域系

p2

射影平面

mp2

带m个交叉帽的闭曲面

Q

有理数集合，有理数域

q（a）

S1 上闭路的圈数

R

实数集合，实数域

rankH

有限生成交换群H的秩



Sn

n维单位球面

SdK

复形K的重心重分

Stk a

复形K在顶点a处的星形

T2

环面

nT2

带n个环柄的闭曲面

Tn

n维环面

Z

整数的集合，整数加法群

Zn

n阶循环群

Zq （K）

复形K的q维闭链群
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