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旨趣 我们首先利用支持函数的值分布直观上刻画凸曲面，以此为基础证明Hadamard
定理. 注意到可以通过选择整体分布的 1− 形式利用 Stokes 公式对紧致闭曲面有一个
几何的刻画，于是得到两个 Minkowski 积分公式. 最后用积分公式回过来刻画凸曲面
的整体几何.
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1 凸曲面的刻画

我们现在观察一类曲面.

定义 1.1. 称 E3 中紧致连通闭曲面 M 为凸曲面，如果其为与每点切平面的同一侧.
即对任意 p0 ∈ M，函数 f(p) = (x(p)− x(p0)) · n(p0) 在 M 上不变号.

对于这类曲面，[3] 中摘录了 Hadamard 在 1897 年的工作.

定理 1.1 (Hadamard,1897). E3 中紧致连通闭曲面 M 若 Gauss 曲率处处为正，那么
M 必为凸曲面.

我们利用反证法给出证明，事实上若存在一点 p0 使得其切平面的两侧均有曲面

的点，直观上 K(p0) < 0. 一个非平凡的观察是：p0 点的切平面应夹于另外两个与之
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平行的切平面之间，故有 3个共线的法向量，必有其二相同，这说明 Gauss映射 g 不

是单射！我们断言这件事情是不可能的，即 Gauss 曲率处处为正的曲面出发的 Gauss
映射一定是 1− 1 的. 事实上当时 Hadamard 给出的证明就是利用如下引理：

引理 1.1. E3 中紧致连通且 Gauss 曲率处处为正的闭曲面出发的 Gauss 映射一定是
1− 1 的.

注记 1.1. 有些教材中也将这个引理称为 Hadamard 定理，例如 [4]，因为它是本质的.

2 Hadamard 定理的证明

我们先证明引理.

证明. 先证明 g为满射.对任意 e ∈ S2，要证存在 n(p0) = e.考察函数 f(p) = n(p)·e ≤
1. 由极值原理可知，存在极大值点 p0 使得

0 = df(p0) = (nu · e)du+ (nv · e)dv

于是1 nu · e = 0

nv · e = 0

不妨取正交参数网，有如下表示
nu = −L

E
xu −

M

G
xv

nv = −M

E
xu −

N

G
xv

于是 
−L

E
(xu · e)−

M

G
(xv · e) = 0

−M

E
(xu · e)−

N

G
(xv · e) = 0

注意到上述方程组的系数行列式为 K > 0，故只有零解，因此 e = ±n(p0). 再利用极
大性，可知

0 ≥ fuu =

[
−L

E
xuu −

M

G
xuv

]
· e

将 e = −n(p0) 带入上式，我们有

0 ≥ L2

E
+

M2

G

1从该方程组中我们隐约可以观察到几何信息，即 e 是与切平面正交的，为此需要使用切向量来说
明.
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矛盾！

再证 g 为单射. 假设存在两个点 p, q 使得 g(p) = g(q) = e ∈ S2. 注意到 K =

(nu × nv)/(xu × xu) 为 g 的 Jacobi 行列式，利用 K > 0 结合逆映射定理可知，存在

p, q 的邻域 Up, Uq，其内 g 是微分同胚. 不妨 Up ∩ Uq = ∅ 以及 g(Up) ⊂ g(Uq). 由于 g

是满射可知 ∫
M−Up

KdA ≥
∫
S2

dÃ = 4π

而

4π =

∫
M

KdA ≥
∫
M−Up

KdA+

∫
Up

KdA > 4π

矛盾！

注记 2.1. 我们在证明单射性质时用到了 K 是 g 的 Jacobi 行列式这一事实. 实际上，
对任何局部 K ̸= 0 的曲面，都有 g 的局部微分同胚性，我们把满足这样的 M 上的点

称为正则点，像中的点称为正则值，参见 [2]. 立即可以发现 S2 中某个正则值 e 的原

像 g−1(e) 的局部是曲面 M 中的“山丘”或“盆地”，并且原像个数 #g−1(e) 可以体

现曲面的凹凸性或粗糙程度.

最后我们来证明 Hadamard 定理.

证明. 假设存在点 p0 使得其切平面两侧存在曲面的点. 因此，对于函数 f(p) 在 M 上

变号，即 {p ∈ M |f(p) > 0} 和 {p ∈ M |f(p) < 0} 非空. 不妨设 q1, q2 分别为二者的

最大最小值，对 f 求一次微分可知 n(q1), n(q2) 都与 n(p0) 平行，故 g 不是单射，矛

盾！

定义 2.1. 称 E3 中紧致连通闭曲面 M 为卵形面，如果 Gauss 曲率处处为正.

注记 2.2. 事实上，Hadamard 定理的条件可以弱化为 K ≥ 0，但证明困难得多，参

见 [1].

3 积分公式

回忆 Gauss − Bonnet 定理的证明，实际上我们应用了整体微分几何一个重要的
工具——Stokes 公式，即利用一个整体定义的 1− 形式在积分上联系曲面与其边界.
特别地，当选择一些特殊的 1− 形式并且 ∂M = ∅ 时，会有深刻的几何信息.
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3.1 Minkowski 积分公式

我们在 E3 中紧致连通闭曲面 M 上给定两个整体定义的 1− 形式 (x, n, dn) 和
(x, n, dx)，分别作用外微分，有

d(x, n, dn) = (dx, n, dn) + (x, dn, dn)

= (ω1e1 + ω2e2, e3, ω
1
3e1 + ω2

3e2) + (x, ω1
3e1 + ω2

3e2, ω
1
3e1 + ω2

3e2)

= ω2 ∧ ω1
3 − ω1 ∧ ω2

3 + (2ω2
3 ∧ ω1

3)(x · n)

= [2H + 2K(x · n)]ω1 ∧ ω2

同理

d(x, n, dx) = [2H(x · n) + 2]ω1 ∧ ω2

构造支持函数 φ = x · n. 由 Stokes 公式，我们有∫
M

HdA+

∫
M

KφdA = 0

和 ∫
M

HφdA+

∫
M

dA = 0

我们称以上二式为 Minkowski 积分公式.

3.2 积分公式在凸曲面上的应用

凸曲面的一个好处是：在其包围的区域内任一点都在其同一侧，于是可以选取原

点在其内部使得支持函数 φ 不变号.

Liebmann 定理的另一证明 假设 M 为 E3 内紧致连通闭曲面，且具有常正 Gauss 曲
率 (必有椭圆点)，即是一个卵形面，由 Hadamard定理，即定理1.1可知该曲面一定是
凸曲面. 于是可以选取其围成区域内部一点为原点，选择合适的法向量使得支持函数
φ < 0，第一 Minkowski 积分公式蕴含此时 H > 0. 我们需要联系 H 和 K，为此做如

下观察：

H2 −K =
1

4
(k1 − k2)

2 ≥ 0

取等号当且仅当 k1 = k2，即脐点. 要证 Liebmann 定理即证恒有 H2 = K.

证明. 利用第一 Minkowski 积分公式，我们有∫
M

Kφ = −
∫
M

H ≤ −
∫
M

√
K = −

√
K

∫
M

再利用第二 Minkowski 积分公式，进而

−
√
K

∫
M

=
√
K

∫
M

Hφ ≤ K

∫
M

φ ≤
∫
M

Kφ

综上只能 H2 = K.
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在常平均曲率的凸曲面上的应用

定理 3.1. 设 M 为 E3 中紧致连通凸闭曲面，且具有常平均曲率，则 M 必为标准球

面.

证明. 利用 Minkowski 积分公式，我们有∫
M

Kφ = −
∫
M

H = H2

∫
M

φ =

∫
M

H2φ

说明
∫
M
(H2 −K)φ = 0. 而 (H2 −K)φ ≥ 0，故

H2 = K
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