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第一章 预备知识

旨趣 在第一章中我们只对基本的黎曼度量进行讨论，同时引入流形上分析的工具，对高维几何缺

少了解的读者请先移步附录的节3.1.

历史观点 Riemann于 1854年1在Göttingen大学发表的就职演讲，即“On the hypothesis which
lie at the foundation of geometry”，参见 [12]. 这篇演讲为此后近两百年的几何指出研究方向，
它们对应了我们的两门基础课流形与黎曼几何2. 最基本的想法就是发展高维内蕴几何，这源自于他
的老师 Gauss1827 年的文章“General investigation of curved surfaces”的启发即经典微分几
何最著名的定理 Theorema Egregium：其中 Gauss 曲率仅与曲面本身的度量 (第一基本形式) 有关，
因此研究曲面的弯曲可以脱离其存在的空间而研究其本身，参见 [2].

Riemann 的观点主要有以下三方面：

1. 提出流形的概念3，将内蕴几何的研究推广到高维，即不再是 Gauss 时代的二维曲面，而是 n

维几何体.

2. 在流形上规定一个正定二次型 (即现在的黎曼度量)，发展内蕴几何4. 当时 Riemann 向自己提
了一个很要紧的问题：何时两个黎曼度量是局部等距的？即现在黎曼流形范畴的等价问题.Riemann
指出，利用对于 n 维流形，需要 n(n− 1)/2 个函数完全决定其度量结构，并且对流形的“曲

率”(弯曲问题)，则可利用其切空间每个二维子空间的截面曲率来决定，这实际上是二维曲面
的推广.

3. 黎曼几何可以应用到不同方面，例如物理：大约 60 年后，Einstein 利用黎曼流形的工具发展
了著名的相对论，特别是引力场方程：

Gij = Ricij −
1

2
gijR =

8πG

c4
Tij

其中 Gij 为 Einstein 张量，G 为万有引力常数，c 为真空中的光速，Tij 为能动张量.
11854 年 6 月 10 日
2本小册大部分问题在黎曼流形上讨论，因此默认读者熟悉基本的微分流形，参见 [15, 1, 5, 7, 6, 11].
3由于拓扑学语言的缺乏 (事实上最早提出微分流形概念的数学家是 Weyl，时间已来到 1912 年)，Riemann 对于流形

的叙述是不严谨的，当时人们认为似乎是一种哲学观念.
4当时 Riemann 更关心流形上的度量结构，这实际上是现在的 Finsler 几何，由 Finsler 于 1918 年提出.

1



第一章 预备知识 2

1.1 黎曼度量与黎曼流形

1.1.1 黎曼度量

回忆曲面论中我们利用第一基本形式来计算曲面上曲线的长度、曲面片的面积. 而第一基本形
式本质上为曲面切平面上光滑指定的内积. 现在将这个观点推广到一般的微分流形5M 上. 但二者又
有不同. 必须指出的是，曲面论的基本想法是给定一张曲面 S，再求出其上的第一基本形式，最后计

算度量信息；而黎曼几何的基本思想是：给定流形 M，在其上指定一个“第一基本形式”(原本并没
有)，最后计算度量信息. 同时我们又希望指定的度量与流形本身的微分结构是兼容的，于是这个指
定应该光滑依赖于点的选取.

¶ 黎曼度量的定义

定义 1.1.1. 流形 M 上一个黎曼度量 g 是一个“光滑指定”，即对 M 的每个切空间 TpM，指定一

个内积

gp(−,−) =< −,− >p

且其光滑依赖于 p.

注记 1.1.1. 光滑依赖指：设 X,Y 为 M 的一个坐标卡 U 上的光滑向量场，则 < Xp, Yp >p=

gp(Xp, Yp) 为 U 上的光滑函数.

取 U 上一组自然切向量基 {∂i}，我们记

gij(p) :=< ∂i, ∂j >p= g(∂i, ∂j)(p)

于是对 U 上任意光滑向量场 X = Xi∂i, Y = Y j∂j，有

< Xp, Yp >p= gij(p)X
i(p)Y j(p)

¶ 黎曼度量的张量叙述 容易发现 g 是一个 (0, 2) 型张量，即

g : Γ(TM)× Γ(TM) → C∞(M)

事实上，若有另一坐标卡 Ũ，规定其上自然基向量为 ∂̃i，则有基变换 ∂̃i = (∂xj/∂x̃i)∂j .记 Jacobian
矩阵 (∂xj/∂x̃i)m×m 为 J，考察

g̃ij =< ∂̃i, ∂̃j >= gkl
∂xk

∂x̃i
∂xl

∂x̃j

故

(g̃ij) = JT (gij)J

因此上述定义是良性的(回忆经典微分几何中的“第一基本形式不变性”，具体写出换基以后的表达
式.)，并且在 U 上有局部表示

g = gijdx
i ⊗ dxj

其中 {dxi} 为 {∂i} 的对偶场. 因此黎曼度量可以用张量语言6叙述，参见 [15, 1, 5, 11].
5本小册中如不加说明，默认微分流形为光滑流形，有时简称流形.
6利用张量的好处是不再依附于点的选取，而是观察整个丛截面，我们很快会看到这个语言的优势.
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¶ 对偶度量 现在我们把黎曼度量的作用推广到一般的张量场上. 为此先定义余向量场的情形. 记
(gij) 的逆矩阵为 (gij)，满足 gijg

jk = δki . 对任意 ω = ωidx
i, η = ηjdx

j ∈ Γ(T ∗M)，定义黎曼度量 g

的对偶度量 g∗ 为

g∗(ω, η) =< ω, η >∗:= gijωiηj

显然与坐标卡的选取无关，因此是良性的. 请读者自行验证！

¶ Musical 同构 在正式定义一般情形前，我们先讨论一个基本的同构. 假定已经定义了 TpM 上的

内积 g，即黎曼度量. 规定 flat 同构

♭ : TpM → T ∗
pM, 其中 ♭(Xp)(Yp) := gp(Xp, Yp)

这里 ♭ 光滑依赖于 p 的选取，因此将 ♭ 视为丛同构，即

♭ : TM → T ∗M,其中 (p,Xp) → (p, ♭(Xp))

进而省略指标，为 X → ♭(X)，这里 ♭(X) 是一个线性泛函 (余向量场)，有 ♭(X)(Y ) = g(X,Y ). 考
察 ♭ 在任一向量场 X = Xi∂i 上的作用，作 ♭(X)(∂j) = gijX

i，视 Xj := gijX
i，于是有

♭(Xi∂i) = Xjdx
j

我们说此时 ♭ 通过 gij 拉下指标.
再考察 ♭ 的逆变换，即 sharp 同构

♯ : T ∗M → TM

对任意 ω = ωidx
i ∈ T ∗M，于是 ♯(ωidx

i) := gijωi∂j . 同理，视 ωj := gijωi，因此 ♯ 通过 gij 拉上指

标. 我们称 ♭, ♯ 为 Musical 同构7. 回到对偶度量，容易发现

g(♯ω, ♯η) = gijg
ikωkg

jlωl = g∗(ω, η), ω = ωkdx
k, η = ηldx

l

因此对偶度量 g∗ 可以利用 Musical 同构给出“不显示坐标”的定义.
我们现在将黎曼度量定义在一般的张量场上，由于 TpM 与 T ∗

pM 都装备了相应的内积 g, g∗，可

以自然定义如下张量积8
k⊗

i=1

TpM ⊗
l⊗

j=1

T ∗
pM

上的自然内积 T l
k(g)，仍然记为 g.容易发现上述张量积的自然基底为 {∂i1⊗· · ·⊗∂ik⊗dxj1⊗· · ·⊗dxjl}，

因此任一 (k, l) 型张量可以表达为

T = T j1···jl
i1···ik ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ik ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjl

同样的方式记 S，我们有

g(T, S) =< T, S >= gj1b1 · · · gjlblgi1a1 · · · gikakT
j1···jl
i1···ik S

b1···bl
a1···ak

7乐谱中将 ♭, ♯ 视为两种“降调”与“升调”符号，正好与这里的拉下与拉上指标对应.
8后面为简化记号，记为 ⊗k,lTpM .
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1.1.2 黎曼流形

定义 1.1.2. 给定 g 为流形 M 的一个黎曼度量，称 (M, g)9为一个黎曼流形.

例子 1.1.1. 最简单的黎曼流形是欧式空间 Rn. 对 Rn 上每点的切空间有自然的标准内积，将其规

定为标准欧式度量，即

g0(X,Y ) :=
∑
i

XiY i = XTY

或者，当 Rn 被唯一坐标卡 {x1, · · · , xn} 覆盖，此时 g0ij = δij，那么张量表示为

g0ij = dx1 ⊗ dx1 + · · ·+ dxn ⊗ dxn

一般地，可以令 {gij} = A = {aij} 为正定对称阵，则

gij = aijdxi ⊗ dxj

且

gA(X,Y ) = XTAY

我们用 Sym(m) 表示所有 m×m 的对称矩阵构成的线性空间 (同构于 Rm(m+1)/2)，用 PosSym(m)

表示其中正定矩阵子集，它显然为一个开子流形. 由定义，任一光滑映射

g : Rm → PosSym(m) ⊂ Sym(m)

规定了一个 Rm 上的黎曼度量；反过来，任一 Rm 上的黎曼度量确定上述一个映射.这是线性代数中
二次型理论的简单应用，上述矩阵 A 就是 Gram 矩阵.

例子 1.1.2. 对上半平面 H2 := {(x, y)|y > 0}. 规定其上的黎曼度量为

g =
1

y2
(dx⊗ dx+ dy ⊗ dy)

称为双曲度量，(H2, g) 称为双曲平面.

¶ 构造黎曼流形 下面我们介绍如何从已有的黎曼流形中构造新的黎曼流形.

1. 诱导度量 子流形几何中一个重要的技术是诱导度量. 设 f : Mm → Nm+k 为浸入，可以定

义 M 上的拉回度量 f∗gN 如下

(f∗gN )p(Xp, Yp) := (gN )f(p)(dfp(Xp), dfp(Yp))

不难验证 f∗gN 为 M 上的一个黎曼度量(其中 f∗gN (X,X) = 0 =⇒ X = 0 依赖于 df 在每点是一
个单射，即浸入.).

定义 1.1.3. 称 f∗gN 为 M 上的一个关于 f 的诱导度量，此时 f 是一个等距浸入，若 f 是嵌入，则

称等距嵌入.
9有时我们省略记号 g.
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一个特别的情形是：(N, gN ) 为黎曼流形，M 为其浸入子流形，并且有含入映射 i : M ⊂ N 是

一个浸入. 此时 M 上有自然的关于 i 的诱导度量 i∗gN，其为 gN 在 TM(⊂ TN) 上的限制 gN |M .

定义 1.1.4. 称 (M, i∗gN ) 为 (浸入) 黎曼子流形10.

注记 1.1.2. 事实上，古典微分几何中研究的曲线、曲面所计算的 (原本就有的)“黎曼度量”都是诱
导度量，即视为欧式空间的浸入子流形.

例子 1.1.3. 令 M = S1 表示 R2 中的单位圆周，选择一个坐标卡：用 θ 参数化 S1，即x = cos θ

y = sin θ

其中 0 < θ < 2π. 那么我们有 dx = − sin θ, dy = cos θ. 从而 S1 上关于 i : S1 ⊂ R2 的诱导度量为

gS1 = (dx⊗ dx+ dy ⊗ dy)|S1 = dθ ⊗ dθ

例子 1.1.4. 令 M = S2 为 Rn+1 上的单位球面，选择一个坐标卡：用 θ, z 参数化 S2，即
x =

√
1− z2 cos θ

y =
√
1− z2 sin θ

z = z

其中 0 < θ < 2π,−1 < z < 1. 那么我们有诱导度量

gS2 =
1

1− z2
dz ⊗ dz + (1− z2)dθ ⊗ dθ

称为 S2 的 round 度量. 若利用经纬度参数化球面，同样得到诱导度量.

注记 1.1.3. 事实上，对任一 n 维球面 Sn 上有 Rn+1 的标准度量 g0 的诱导度量.

2. 乘积度量 设 (Mm, gM ), (Nn, gN ) 为黎曼流形，定义乘积流形 M ×N 上的黎曼度量 gM×N

如下：

对任意 (p, q) ∈ M ×N 以及 X(p,q), Y(p,q) ∈ T(p,q)(M ×N)，规定

gM×N (p,q)(X(p,q), Y(p,q)) := (gM )p(dπ1X(p,q), dπ1Y(p,q)) + (gN )q(dπ2X(p,q), dπ2Y(p,q))

其中 π1, π2 为典范投影. 写成矩阵为如下分块对角(
(gM )m×m 0

0 (gN )n×n

)

定义 1.1.5. 称 (M ×N, gM×N ) 为乘积黎曼流形.
10一些教材中称“嵌入”的情形为黎曼子流形.
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例子 1.1.5. 环面 Tn = S1 × · · · × S1，取 S1 ⊂ R2 上的诱导度量 gS1，如上构造乘积度量

gTn = dθ1 ⊗ dθ1 + · · ·+ dθn ⊗ dθn

我们称 (T, gTn) 为平坦环面.

例子 1.1.6. 设 Bn := {x ∈ Rn : ||x|| < 1} 为单位实心开球，其上可定义黎曼度量

g =
4

[1−
∑n

i=1(x
i)2]2

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi

称为单位球的 Poincaré 度量，参见 [16]. 特别地，当 n = 2 时，(B2, g) 与前文中的双曲平面 (H, g)

是同一个流形.

3. 共形度量 设 (M, g) 为一黎曼流形，对任一光滑函数 u : M → R，定义 e2ug 为

e2up g(Xp, Yp) := e2u(p)gp(Xp, Yp)

为 M 上新的黎曼度量. 请读者思考：为什么选取因子 e2u？

定义 1.1.6. 称黎曼度量 g′ 与 g 是共形的，如果存在 M 上的光滑函数 u 使得

g′ = e2ug

容易发现共形的黎曼度量保持切空间向量的夹角，因此是保角的.

1.1.3 等距变换

回忆曲面论中的等距，意为保持第一基本形式不变的变换.当我们给定流形的度量，就可以定义
流形之间的等距变换.

定义 1.1.7. 设 (M, gM ), (N, gN ) 为黎曼流形，称微分同胚11f : M → N 为等距变换，如果

f∗gN = gM

即 (gM )p(X,Y ) = (gN )f(p)(dfp(X), dfp(Y )).

注记 1.1.4. 注意到经典微分几何中曲面是局部的概念，可以退而求其次在流形层面规定局部的等
距. 即对任意 p ∈ M，存在 p 的一个邻域 U 使得

f : U → f(U)

是一个微分同胚且 f∗gN = gM .

黎曼几何是一门内蕴几何学，因此在黎曼几何范畴中我们默许等距的黎曼流形是“等价的”.

例子 1.1.7. 欧氏空间 (Rm, g0) 与 (Rm, gA) 是等距的.请读者显式写出这个等距映射！
11本小册中如不加说明，默认微分同胚是光滑同胚.
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例子 1.1.8. 令 M = R>0 × (0, 2π)，规定黎曼度量

g = dr ⊗ dr + r2dθ ⊗ dθ

构造映射

f : M → R2 − {(x, 0)|x > 0}, 其中 (r, θ) → (r cos θ, r sin θ)

这里 R2 − {(x, 0)|x > 0} 装备标准欧式度量. 容易验证 f 是一个等距变换，实际上是实平面的极坐

标表示.

例子 1.1.9. 视 Tn = Rn/Zn，那么典范投影 (Rn, g0) → (Tn, g0)是一个局部等距，但不是整体等距.

¶ 等距变换群 容易发现等距变换 f 的全体构成一个群，以下我们考虑黎曼流形 (M, g) 到自身的

变换. 规定记号
Isom(M, g) = {f : (M, g) → (M, g)|f 是等距变换}

Diff(M) = {f : M → M |f 是微分同胚}

显然 Isom ⊂ Diff. 我们称 Isom(M, g) 为黎曼流形 (M, g) 的等距变换群. 此后大部分的讨论可以只
限于“视等距同构一致的意义下”，即对黎曼流形作“商”：M/Γ，其中 Γ ∈ Isom(M).

例子 1.1.10. (Rm, g0) 的等距变换群称欧式群，即 E(m) = O(m)⋉Rm.

例子 1.1.11. (S2, gS2) 的等距变换群为正交变换群 O(3).

1.1.4 黎曼度量的存在性

¶ 黎曼度量总是存在 黎曼度量是可以被任一微分流形 (Hausdorff 且 C2 可数) 整体定义的，为
此要用到单位分解的技术，我们有如下定理:

定理 1.1.1 (黎曼度量的存在性). 微分流形 M 上总存在一个黎曼度量.

证明参见 [15] 的 P92-93. 事实上也可以通过取诱导度量的方式来证明之. 这需要用到 Whitney
于 1936 年得到的结果，即 Whitney 嵌入定理，参见 [13]，它表述为：任一 m 维微分流形 M 可嵌

入 2m+ 1 维的欧式空间作为其子流形. 于是可以规定诱导度量为 g = f∗g0，其中 f : M → R2m+1.
但一般给定黎曼流形 (M, gM )，度量 gM 与 f∗g0 不同，为此 J.Nash 有更强嵌入定理，即 Nash 嵌

入定理，参见 [10]，它表述为：任一黎曼流形 (M, gM ) 可以等距地嵌入充分大维数的欧氏空间 RN，

即 gM = f∗g0. 当 M 紧致时，可取 N = m(3m+11)
2 ；当 M 非紧时，可取 N = m(m+1)(3m+11)

2 .12

注记 1.1.5. 对紧黎曼流形，Gromov 在 1986 年的工作中将这个维数改进为如下，参见 [3].

N =
m2 + 5m+ 6

2

此后，Günther 于 1989 年进一步将维数改进为

N = max{m
2 + 5m

2
,
m2 + 3m+ 10

2
}

特别地，当 m = 2 时，我们知道最低的等距嵌入维数是 10，优于 Nash 时期的 17。

12事实上，我们这里提到的是 C∞ 等距嵌入，而任何 m 维紧黎曼流形总是存在到 R2m+1 的 C1 等距嵌入，即

Nash − küiper 定理，参见 [9].
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¶ 黎曼度量确实是“度量” 容易发现，一个流形的黎曼度量不唯一. 若 g1, g2 都为 M 的黎曼度量，

那么 ag1 + bg2(a, b > 0) 为 M 的黎曼度量. 事实上，我们可以定义全体黎曼度量的集合 Riem(M)，

集合论意义下它是一个凸锥.
一个自然的问题是：给定一个流形，能否找到一个“合适的”黎曼度量，使得一些几何量变得

容易研究？这是黎曼几何中其中一个主要的研究对象. 因此，在黎曼几何范畴中，我们需要定义一
系列“度量不变量”，例如曲率，并且研究这些不变量与流形拓扑之间的关系.
必须指出的是，我们规定的 g 目前还不能称为严格意义上的“度量”，度量的含义是一个 M 上

的距离函数 d，满足

1. 正定性：d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, ∀x, y ∈ M；

2. 对称性：d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ M；

3. 三角不等式：d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ M

因此我们需要在流形 (M, g) 上规定一个满足以上性质的距离函数 d，并且其直接来自于黎曼度

量 g. 为此先定义流形上正则曲线 γ : [0, 1] → M 的长度，即

s(t) =

∫ t

0
< γ′(t), γ′(t) >

1/2
γ(t) dt, 0 ≤ t ≤ 1

利用一阶微分形式不变性不难看出 s(t) 与参数的选取无关，与古典微分几何类似，可以定义弧长参

数 s，并且其满足切向量为单位向量，再记 L[γ] = s(1) 表示曲线弧长泛函.
因此，任一正则曲线间存在等距变换 (请读者证明之)，即一维流形的内蕴几何是平凡的. 换言

之，一维流形无黎曼几何.

注记 1.1.6. 上述讨论可以自然推广到分段正则曲线上.

于是我们定义黎曼距离(函数)d 为

d(p, q) := inf{L(γ)|γ ∈ Ωp,q}

其中 Ωp,q := {γ : [0, 1] → M |γ(0) = p, γ(1) = q}. 我们断言上述定义的 d 是一个度量，读者自行验

证度量函数的三条性质，只有 d(p, q) = 0 =⇒ p = q 是非平凡的，证明参见 [15] 的 P94-96. 得到以
下定理:

定理 1.1.2. 距离函数 d 使 (M,d) 成为一个度量空间.

我们这里提供另一种证明，参见 [5].

证明. 我们要证明：p ̸= q =⇒ d(p, q) > 0. 注意到 M 是 C2 的，选取一个坐标邻域 (p ∈)U 使得
q /∈ U . 并且记 φ(U) = B1(0) =: V, φ(p) = 0. 利用 φ 诱导 V 上的度量

h := (φ−1)∗g

于是 φ 为 (U, g) 与 (V, h) 之间的等距. 令

λ := inf{hij(x) 的最小特征值|x ∈ B1/2(0)}> 0
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于是估计

< X,X >h≥ λ < X,X >g0 , ∀X ∈ Γ(TM)

对任一连接 p, q 的曲线 γ，总能找到 φ(γ) 与 ∂B1/2(0) 的第一个交点，称曲线连接 p 与该交点的部

分为 φ(γ̃)，于是重新参数化意义下有弧长估计

Lh[φ(γ)] ≥ Lh[φ(γ̃)] =

∫ 1

0
< φ(γ̃), φ(γ̃) >

1/2
h dt ≥

√
λ

∫ 1

0
< φ(γ̃), φ(γ̃) >

1/2
g0

dt ≥
√
λ

2
> 0

等距拉回到 M 上，显然有 d(p, q) > 0.

例子 1.1.12. 考察双曲平面 (H, g)上的黎曼距离. 对 p = (0, a), q = (0, b)，b > a > 0. 任取 γ ∈ Ωp,q，

于是有

L[γ] =

∫ 1

0

√
1

y(t)2
(x′(t)2 + y′(t)2)dt ≥

∫ 1

0

y′(t)

y(t)
dt = log b

a

因此双曲平面上 y 轴的两点距离可以用 d(p, q) = b
a 来刻画.

注记 1.1.7. 根据以上的讨论我们知道：给定黎曼流形间的等距变换 φ : (M, gM ) → (N, gN )，并且

dM , dN 为由各自黎曼内积诱导的距离函数. 显然 φ 是保距离的，即

dN (φ(p), φ(q)) = dM (p, q), ∀p, q ∈ M

事实上反过来也成立. 读者可以参考 Myers 和 Steenrod 于 1939 年的工作，参见 [8]. 我们叙述以
下定理：

定理 1.1.3 (Myers − Steenrod，1939). 在上述设定下，若 (M,dM ) → (N, dN ) 是保距离的满射，那

么它是等距同构.

因此所谓“等距”的概念有两个含义，即黎曼度量与距离函数的一致. 上述定理被 Palais 优化，
即

定理 1.1.4 (Palais,1959). 黎曼流形诱导的距离函数可以反过来决定流形的 (微分)结构与黎曼度量.

读者不妨再进一步思考：若直接给定黎曼流形的距离函数，使它称为度量拓扑，那么这个距离

函数能诱导黎曼度量 g 吗？ 答案是否定的. 考虑 R2 上的“曼哈顿距离”，两点之间的曼哈顿连线

有无数多条 (都是最短的)，而我们将会说明在充分小邻域内最短线是唯一的，即测地线.

¶ 度量拓扑与流形拓扑的一致性 从拓扑学上看，我们不希望几何中研究的对象呈现两种拓扑，在

一致的拓扑下讨论问题总是尽如人意. 一个“惊喜”的观察是:

定理 1.1.5. 黎曼流形 (M, g) 的度量函数 d 诱导的拓扑 (度量拓扑) 与流形本身的拓扑是一致的.

证明同样参见 [15] 的 P94-96.

注记 1.1.8. 这个事实告诉我们: 从拓扑结果上看，装备了度量结构的黎曼流形 M 相比流形 M 本

身并无差异.
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关于这个定理，我们给出另一种证明，以说明分析学的方法在流形上的应用. 为此先证明一个
引理.

引理 1.1.1. 固定 p 点，规定流形 M 上的函数 f(q) := g(p, q)，那么 f(p) 在流形拓扑的意义下是

连续函数.

证明. 注意到 M 是 C2 的，主要证明 f 依序列连续即可. 即

qi → q =⇒ f(qi) → f(q)

即可. 又注意到 |f(qi) − f(q)| ≤ d(qi, q)，于是只要证明 qi → q 时，有 d(qi, q) → 0 即可. 规定
φ(U) = B1(0), φ(q) = 0，注意到收敛性可以刻画为存在 N，对任意 i > N，都有 φ(qi) ∈ B1/N (0).
取

Λ := sup{hij(x) 的最大特征值|x ∈ B1/2(0)}

显然有估计

< X,X >h≤ Λ < X,X >g0

我们取从 φ(q) 到 φqi 的直线段 φ̃i(t) := tφ(qi)，对于 i > N，有

Lh[γ̃i] ≤
√
Λ

k

令 k → ∞ 即可.

注记 1.1.9. 从三角不等式中可以看出函数 f 不光是连续的，还是 Lipschitz 连续的. 但这个函数一
般不光滑. 在欧式空间中，我们会发现 p 本身是不可导点(若考虑 f2 可以消除不可导性.). 以后我
们将说明：在充分小的 p 的去心邻域内是光滑的.

最后我们来证明这个定理.

证明. 1. 由函数 f(q) 的连续性可知，度量拓扑意义下的开集被拓扑流形的开集包含.请读者思考
为什么？

2. 对流形拓扑下的开集 U，总是可以利用分离性找到两点 p, q 使得 p ∈ U, q /∈ U，与引理类似的

方法，可以在利用局部欧氏空间的度量分离两点，再通过等距同构拉回到流形上，找到分离二

者的并且在 U 内部的度量开集.

注记 1.1.10. 我们称上述度量球

Br(p) := {q ∈ M |d(p, q) < r}

为测地球. 对于充分小的 r，它具有欧式的拓扑性质，但当 r 比较大时，它的拓扑变得复杂.
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1.2 黎曼测度与实分析

1.2.1 黎曼测度

回忆分析学中利用测度来规定积分，而这里黎曼流形可以利用黎曼度量给出一种测度，进而分

析学(特别是函数论与实分析)，我们来叙述之. 给定黎曼流形 (Mm, g) 以及切空间上一组单位正交

基 {e1, · · · , em}，定义其为正向，并且张成平行六面体的体积为

vol(e1, · · · , em) = 1

又注意到对自然基 {∂1, · · · , ∂m} 有基变换 ∂i = ajiej，于是

gij =< ∂i, ∂j >=
∑
k

aki a
k
j = ATA, A = (aij)

记 G = det(gij)13，我们有

vol(∂1, · · · , ∂m) = det(ATA)vol(e1, · · · , em) =
√
G

将讨论限制在一个坐标卡 (U,φ) 内，取 U 的紧子集 K，定义 K 的体积为

vol(K) :=

∫
φ(K)

√
Gφ−1dx1 · · · dxm =

∫
K

√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxm

往后默认积分都是流形上的，因此采用上式第二个等号的表达. 其中 dx1 · · · dxm 表示欧氏空间
中的 Hausdorff 测度，dx1 ∧ · · · ∧ dxm 表示拉回以后的测度，并且

√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxm 称为黎曼体

积元素.
利用积分的变量替换可以验证上述体积的定义与坐标卡的选取无关，参见 [15].接下来将这个紧

集 K 的体积推广到整体，为此需要选择流形局部有限的坐标卡覆盖 {(Uα, φα)}，并且 {ρα} 是从属
于其的单位分解，于是

vol(K) :=
∑
α

∫
K∩Uα

ρα
√
Gdx1α ∧ · · · ∧ dxmα

可以验证上述定义不依赖于单位分解的选取，参见 [15].

1.2.2 黎曼流形上的实分析

现设 C0(M) 为 M 上具有紧支集的连续函数环，对 f ∈ C0(M) 可定义∫
M

f =
∑
α

∫
Uα

ραf
√
Gdx1α ∧ · · · ∧ dxmα

由上述讨论可知，这个定义是良性的. 且 φ ≥ 0 蕴含

f ≥ 0 =⇒
∫
M

f ≥ 0

13往后若不加说明，默认 G 为黎曼度量的 Gram 矩阵.
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于是我们得到一个正的线性泛函 Γ : C0(M) → R，满足

Γ(f) ≡
∫
M

f

由 Riesz 表示定理可知，在 M 上存在唯一的 Borel 测度 dvol 使得对任意 f ∈ C0(M)，有∫
M

f =

∫
M

fdvol

其中这里的 dvol(=
√
Gdx1∧· · ·∧dxm)就是黎曼体积元素或者称为体积密度.往后我们直接记 dvol =

dVg.

注记 1.2.1. 在每个坐标卡内可以将上述积分视为对 n− 形式 dVg =
√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxm 的积分，当

流形可定向时可以定义整体非零的 n− 形式使得∫
M

fdvol =
∫
M

fdVg

若选取上述幺正标架 {e1, · · · , em} 的对偶场 {ω1, · · · , ωm}，那么体积元表示为

dVg = ω1 ∧ · · · ∧ ωm

进而可以定义 f ∈ C0(M) 的 Lp 范数

||f ||Lp :=

(∫
M

|f |p
)1/p

特别地，当 p = 2，可以定义如下内积

< f, g >L2 :=

∫
M

fg

使得 L2(M) 成为 Hilbert 空间. 至此，我们在黎曼流形上构造了一种函数空间，这为分析应用于几
何的研究提供了条件。将来我们会看到，考察流形上的函数能一定程度上反映流形的几何.

1.3 散度定理

1.3.1 散度

我们已经知道如何在流形 M 上构造函数空间，下面考察一个特别的光滑函数. 设 X 为 M 的

一个光滑向量场，定义一个 C∞ 函数 divX，称为 X 的散度.

定义 1.3.1. 向量场 X 的散度 divX : M → R 是 M 的函数，满足

(divX)Vg = d(i(X)Vg)

这里 i(X) 为 Vg 的内乘积，即 [i(X)Vg](X1, · · · , Xm−1) = Vg(X,X1, · · · , Xm−1)
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这里 X 有表示 X = Xi∂i，易知

i(X)Vg =
∑
i

Xi
√
G(−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxm

进一步计算得到

d(i(X)) =
∑
i

∂i(
√
GX i)dx1 ∧ · · · ∧ dxm

回忆定义，我们有

divX =
1√
G
∂i(X

i
√
G)

注记 1.3.1. 从上式可知，散度不依赖于流形的定向，不可定向流形也能定义向量场的散度. 特别地，
当 M = Rm 时，gij = δij，我们有

divX =
∑
i

∂i

这就是经典的向量场散度.

利用 Cartan magic 公式，我们有

LX(Vg) = i(X)dVg + d(i(X)Vg) = divX(Vg)

这说明向量场的散度是体积元沿向量场的无穷小变化速率.
回忆微分流形中的 Stokes 公式，我们可得如下定理:

定理 1.3.1 (散度定理). 设 X 为流形 M 具有紧支集的光滑向量场，则∫
M

divXdvol =
∫
∂M

< X, n > darea

其中 n 为边界 ∂M 的外法向，darea 是面积元.往后我们记为 dSg.

特别地，若 ∂M = ∅，那么
∫
M divXdVg = 0.

1.3.2 梯度

注意到一个特别的向量场，即一个函数的梯度 gradf . 回忆，对任意向量场 X，有

Xf =< X, gradf >

于是在局部表示 gradf = F i∂i, X = Xj∂j 下，可得

gijF
iXj =< X, gradf >= Xf = ∂jfX

j

对比 Xj 前系数可知 gijF
i = ∂jf，用 gjk 拉上指标，我们有 F k = gjk∂jf，于是梯度被局部表示为

gradf = (gji∂jf)∂i
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注记 1.3.2. 当 M = Rm 时

gradf = (∂1, · · · , ∂m)

就是经典的函数梯度.

事实上，黎曼流形上的函数梯度保留了欧氏空间的部分几何性质，例如梯度场与函数水平集

f−1(c)(正交回忆 0 = Xf =< X, grad, f >)，其中 c 为 f 的一个正则值. 同时，可以知道 gradf
是 df 的对偶，这是因为 < X, gradf >= Xf = df(X) 可以视为

g(X, gradf) = g∗(df,X)

1.3.3 黎曼流形上的 Laplacian 算子

最后将函数梯度作为向量场取散度，我们得到一个重要的算子.

定义 1.3.2. 对任意 M 上的光滑函数 f，定义 Laplacian 算子为

△f := div(gradf)

在局部坐标表示下，我们有

△f =
1√
G
∂i(

√
Ggij∂jf)

抽象出来，称

△ :=
1√
G
∂i(

√
Ggij∂j)

为 Laplacian − Beltrami 算子.

注记 1.3.3. 当 M = Rm 时，有

△f =
∑
i

∂iif

这是经典的 Laplacian 算子.

带入散度定理，我们有

推论 1.3.1. 若 ∂M = ∅ 且 f 为 M 上具有紧支集的光滑函数，则∫
M

△f = 0

并且容易验证

div(fX) = fdivX+ < gradf,X >

若令其中 X = gradg，于是

div(fgradg) = f △ g+ < gradf, gradg >

对 ∂M = ∅ 的情形应用散度定理，我们有

定理 1.3.2 (第一 Green 公式).∫
M

f △ gdVg =

∫
M

g △ fdVg = −
∫
M

< gradf, gradg > dVg

不难发现欧氏空间的版本是其特殊形式，参见 [4].
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第二章 联络与曲率

2.1 仿射联络

2.1.1 线性联络的多种理解

¶ 向量丛上的联络：协变导数

¶ 向量丛上的联络：平行移动

¶ 联络的局部性质：仿射联络

2.2 Levi − Civita 联络

2.3 曲率
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第三章 附录

3.1 经典微分几何

旨趣 这一节中我们回顾经典微分几何的理论.

3.1.1 第一、二基本形式

¶ 第一基本性质 设 Mm 为 Rm+k 的嵌入子流形. 不妨记嵌入为

φ : U(⊂ Rm) → Rm+k

其中 U 为 Rm 中开集，即 M 的参数域，参数为 (x1, · · · , xm). 并且记切向量为

φi =
∂φ

∂xi
, i = 1, · · · ,m

设切空间为 Tφ(x)M = span{φ1, · · · , φm}. 称微分同胚 γ = φ ◦ u 为 M 上正则曲线1，其中 u : I =

[0, 1](⊂ R) → U, u = (u1, · · · , um). 于是有

γ′ =
d(φ ◦ u)

dt = φi
dui
dt

这里 γ 的弧长表示为

s(t) =

∫ t

0
|γ′|dt

设 dγ 为 γ 的切映射，我们有 dγ(d/dt) = (dui/dt)φi，且记 vi = dui/dt，并且2

gij =< φi, φj >Em+k

于是 (
ds
dt

)2

= |γ′|2 = gijv
ivj

对任意 v = viφi, w = wjφj ∈ Tφ(t)M，我们规定第一基本形式为

I(v, w) = gijv
iwj

1即光滑且切向量不为零，即 dγ/dt ̸= 0. 往后我们默认术语“光滑”、“正则”都表示正则曲线，有时直接称曲线.
2注意到这里的内积 < −,− >Em+k 是欧氏空间的自然内积，往后忽略下标.

18



第三章 附录 19

¶ 第二基本形式 再考察曲线的二阶导

γ′′ =
d
dt

(
d(φ ◦ u)

dt

)
=

d2ui

dt2 φi +
dui
dt

duj
dt φij

设法空间 Nγ(t)M = (Tγ(t)M)⊥. 并记

hij = ProjNγ(t)M
(φij)

为向量 φij 在法空间 Nγ(t)M 上的投影. 于是

ProjNγ(t)M
(γ′′) = hijv

ivj

我们取弧长参数 s，令 vi = dui/ds，由于 gij
dui

ds
duj

ds = 1，故

hijv
ivj = κProjNγ(t)M

(n)

其中 κ 为曲线 γ 的曲率，n 为其主法向量. 对任意 v = viφi, w
jφj ∈ Tγ(t)M，规定第二基本形式为

II(v, w) = hijv
iwj

注记 3.1.1. 必须指出，注意到余维数 codimM = k，当 k = 1 时即为超曲面，此时第二基本形式就

是经典的 R 值二次型形式；k > 1，此时的第二基本形式 hijv
iwj 就是 Nγ(t)M 值二次型.

¶ Christoffel 符号 由于 φij − hij ∈ Tγ(t)M，不妨设

φij = Γk
ijφk + hij

同时有

< φij , φk >= Γl
ijglk

注意到 ∂j < φi, φk >=< φij , φk > + < φi, φjk >，易得

< φij , φk >==
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)

用 gij 拉上指标，有

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

称 Γk
ij 为 Christoffel 符号. 回到曲线的二阶导，我们有

γ′′ =

(
d2ui

dt2 + Γi
jk

duj
dt

duk
dt

)
φi mod Nγ(t)M
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3.1.2 测地线与协变导数

根据上述的讨论我已经知道，弧长参数 s 下，有(
d2ui

dt2 + Γi
jk

duj
dt

duk
dt

)
φi = κProjTγM (n)

定义曲线 γ 的测地曲率为

kg =

∣∣∣∣(d2ui

dt2 + Γi
jk

duj
dt

duk
dt

)
φi

∣∣∣∣
若 kg ≡ 0，称曲线为测地线. 一般地，取任意向量场 X = Xiφi ∈ Γ(TM)，定义沿着曲线 γ 的协变

导数为
DX

dt = (∂kX
i + Γi

jkX
j)

duk
dt φi mod Nγ(t)M

3.1.3 黎曼曲率

前面我们都是在切丛上讨论问题，下面考察法丛上的导数. 对 Nφ(x) ∈ Nφ(x)M，记Weingarten
系数为

∂iN = Nk
i φk mod Nφ(x)M

由 < N,φj >= 0，可得 < ∂iN,φj > + < N,φij >= 0. 于是

Nk
i = − < hij , N > gjk

因此

∂iN = − < hij , N > gjkφk mod Nφ(x)M

将这个公式应用于 hij，我们有

φkij = ∂kφij = (∂kΓ
m
ij + Γl

ijΓ
m
lk− < hij , hkl > glm)φm mod Nφ(x)M

注意到 φkij = φjik，于是

∂jΓ
m
ik − ∂kΓ

m
ij + Γl

ikΓ
m
lj − Γl

ijΓ
m
lk = (< hik, hjl > − < hij , hkl >)glm

定义黎曼记号为

Rm
ijk = ∂jΓ

m
ik − ∂kΓ

m
ij + Γl

ikΓ
m
lj − Γl

ijΓ
m
lk

用 gij 拉下指标，有

Rijkl = Rm
ijkgml

于是 Rijkl =< hik, hjl > − < hij , hkl >，容易观察到对称性 Rijkl = Rlijk = Rklij = Rjkli. 定义一个
(0, 4) 型张量，对任意 X = Xiφi, Y = Y iφi, Z = Ziφi,W = W iφi ∈ Γ(TM)

R(X,Y, Z,W ) = RlijkX
lY iZjW k

称 R 为黎曼曲率张量. 利用对称性可以定义
R(X,Y,X, Y )

< X,X >< Y, Y > − < X,Y >2

称为切子空间 span{X,Y } 的截面曲率. 注意到我们一共有 m(m− 1)/2 个这样的截面曲率.
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3.2 Ricci 流简介
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