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1 球面的刚性：Liebmann 定理

旨趣 我们先介绍一个整体几何基本的工具，即极值原理. 操作机理为：紧致闭曲
面上的连续函数必有极值，再通过极值性刻画几何. 利用极值原理可以证明球面的
Liebmann定理，其刻画了球面的刚性.从证明中可以发现，Hilbert引理是本质的，我
们选取了主曲率函数作为讨论极值的函数. 最后发现主曲率函数之间的单调关系是导
致极值可操作的底层逻辑，刻画了一般的 Weingarten 曲面，并做推广.

1.1 极值原理

操作原理 一些朴素的观念在解决问题时有奇效，数学分析中我们知道紧集上的连续

函数必存在极值.现在将这个观点推广到微分几何，即 E3 中紧致曲面上的连续函数必

存在极值. 将这个简单的事实称为极值原理，并且我们断言：(紧致) 曲面上的特殊连
续函数是否取极值刻画了曲面的几何. 这个预见性的推断将几何与分析联系起来，而
“极值性”担任了二者之间简单却深刻的桥梁. 我们先从抽象层面解释极值原理的操作
思路.

设 M 为 E3 中一紧致曲面，f : M → R 为光滑映射. 由极值原理，不妨设 f 在

p ∈ M 处取极大 (小) 值. 于是有

df = 0, d2f的 Hesse 矩阵半负 (正) 定

前者断言算子 df 是零化算子，往往能推出硬性的几何信息，例如正交；后者给出范

围性的条件，往往能推出某个几何量小 (大) 于等于零.
更细致的刻画需要归结为一元函数. 不妨在极值点附近任取光滑曲线 γ，这是

f ◦ γ 为单变量函数，于是极值性改写为

d
ds |s=0f(γ(s)) = 0,

d2

ds2 |s=0f(γ(s)) ≤ (≥)0

反证 有时极值原理可以反其道而行说明曲面不紧致. 只要在曲面上构造出不存在极
值的连续函数.

例 1.1. 证明 Int(D2) := {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < 1} 为 E3 中非紧致曲面.

证明. 取 Int(D2) 上连续函数 f(x, y) = 1
1−x2−y2

即可.

1.2 Liebmann 定理

定理 1.1 (Liebmann,1899). 设 M 为 E3 中紧致连通闭曲面，且 Gauss 曲率 K 为常

数，则 M 必为标准球面.
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这是整体微分几何范畴具有代表性的工作. 一般整体微分几何往往由局部的几何
信息加上弱的整体信息 (例如拓扑条件：紧致性、连通性等等) 推出一个强的整体结
果. 必须指出：拓扑条件中，只有紧致性与闭曲面是本质的，连通性只为了保证不出
现多个球面.若读者熟悉黎曼几何，从内蕴的角度看可以发现，条件中“E3 中的曲面”

是不可缺少的，它表示曲面 M 是 E3 的光滑嵌入子流形. 事实上我们有反例，即平坦
环面 T 2，它的 Gauss 曲率恒为零. 从这一点也可以看出，不存在光滑嵌入到 E3 中的

平坦环面.1

1.2.1 第一引理

从定理的结果可以看出，拓扑条件下，常 Gauss 曲率蕴含 Gauss 曲率大于零. 因
此，最初的想法是要确定：E3 中紧致闭曲面至少存在 Gauss 曲率大于零的点，即椭
圆点.

引理 1.1. 设 M 为 E3 中紧致闭曲面，则必存在至少一个椭圆点.

注记 1.1. 事实上，即使不为解决以上定理，我们会自然猜想：E3 中紧致闭曲面上一

定存在椭圆点. 直观上这很容易理解，条件保证曲面作为 E3 的子集是有界闭集，考虑

以原点为球星的大球面包住该曲面再逐渐缩小，直至与该曲面产生第一个交 (切) 点，
这个点处曲面的弯曲必然大于球面的弯曲，则曲面该点必为椭圆点.

我们将这个直观严格刻画出来.

证明. 虽然上述说法提供了很强的几何观念，但是我们还是利用构造函数及其极值原
理的方法来说明证明，事实上函数的极值点就是上述的交 (切) 点，读者很容易发现
这个几何关系.

取曲面 M 的位置向量 x(p), p ∈ M，构造距离平方函数

d2(p) = x(p) · x(p)

显然函数光滑，由紧致性可知在 M 上存在极大值点，不妨记为 p0. 我们有

d|p0d2 = 0, d2|p0d2 ≤ 0

取过 p 点 M 上任一光滑曲线 γ 使得 γ(0) = p0，不妨 x = x ◦ γ(s). 第一式得到
x(0) · ẋ(0) = 0，蕴含 x(0) ⊥ ẋ(0). 令 n 为 M 的法向量场，于是 x(p0) = λn(p0)，其

中 λ ̸= 0.2第二式得到
x(0) · ẍ(0) + ẋ(0) · ẋ(0) ≤ 1

1实际上，不存在 C2 的嵌入，但存在 C1 的嵌入，即 Nash−Kuiper 定理，参见 [5]. 但直到 2012
年才找到这样 C1 嵌入的构造，参见 [1].

2直观上可以发现，p0 点必为与大球面的交 (切) 点.
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注意到 ˙γ(0) 方向的法曲率 kn( ˙γ(0)) = ẍ(0) · n(p0) 于是

kn( ˙γ(0)) ≤ −1

λ

由曲线 γ 的任意性可知主曲率满足

k1, k2 ≤ −1

λ

因此 K = k1k2 ≥ 1
λ2 > 0.3

注记 1.2. 从思想方法上看，这里的距离平方函数反映了曲面的 (外蕴) 几何，这是分
析在几何上的一次简单应用.

回到引理前的断言，我们说明了 E3 中紧致闭曲面若具有常 Gauss 曲率，则必有
正的常 Gauss 曲率. 随即有以下推论：

推论 1.1. E3 中不存在常零 Gauss 曲率或常负 Gauss 曲率的紧致闭曲面.

1.2.2 第二引理：Hilbert 引理

再次回到定理条件，从 Gauss 曲率为常数我们知道

k1k2 ≡ const

若将 k1, k2(k1 ≥ k2) 分别视为曲面的两个主曲率函数，它们显然是连续的，若无脐点
则具有光滑性. 在常 Gauss 曲率下注意到：当 k1 取局部极大值时 k2 必取极小值. 在
这个极值点处，我们有以下非平凡的观察:

定理 1.2 (Hilbert,1909). 上述主曲率函数 k1, k2 若满足:

1. k1 在 p0 点处达局部极大值;

2. k2 在 p0 点处达局部极小值;

3. k1 ̸= k2，即 p0 非脐点.

则 K ≤ 0.

证明. 我们利用 E.Cartan 幺正标架法给一个简洁的证明，主要思路是用主曲率函数

以及两个微分形式 ω1, ω2 表示联络 1− 形式 ω2
1，再通过 Gauss 方程得到“外蕴表达

的”4Gauss 曲率.
3不难看出，这里的 λ 就是大球面的半径.
4所谓外蕴表达指的是在表示过程中用到了 Weingarten 公式与 Codazzi 方程. 事实上，回忆古典微

分几何，联络 1− 形式 ω2
1 可以仅用 Gauss 公式推出，再结合 Gauss 方程得到一个内蕴的表达.
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由 3. 可知 P0 不是脐点，于是在局部主曲率函数光滑，不妨选择曲率线网. 于是
有 Weingarten 公式： ω3

1 = k1ω
1

ω3
2 = k2ω

2

结合 Codazzi 方程整理得到
0 =

[
−(k1)v√

G
ω1 + (k1 − k2)ω

2
1

]
∧ ω2

0 =

[
−(k2)u√

E
ω2 + (k1 − k2)ω

2
1

]
∧ ω1

从上式中观察得到

(k1 − k2)ω
2
1 =

(k1)v√
G

ω1 +
(k2)u√

E
ω2

对上式两边取外微分，结合极值原理和 Gauss 方程可得

K =
1

(k1 − k2)

[
(k1)vv√

G
− (k2)uu√

E

]
由于 k1 > k2，又 k1, k2 分别取极大极小值，故 (k1)vv ≤ 0, (k2)uu ≥ 0，因此

K ≤ 0

1.3 Liebmann 定理的证明

我们援引陈省身先生基于 Hilbert 的工作给出的证明，参见 [2].

证明. 由推论1.1可知曲面 M 上每点都是椭圆点，由紧致性可知条件 k1k2 = K ≡
const > 0 蕴含某点处 k1, k2 分别取极大极小值 (由于 K 是一致的常数，故取最大最

小值)，不妨记为 p0. 由定理1.2可知 p0 必为脐点. 以下不等式说明对每一点 p ∈ M，

都是脐点

k1(p0) ≥ k1(p) ≥ k2(p) ≥ k2(p0) = k1(p0)

故 M 是球面 (的一部分). 紧致性蕴含 M 为闭子集，光滑性 (微分流形) 蕴含 M 为开

子集，再由连通性可知 M 为标准球面.

1.4 推广

我们观察以上证明，条件 K ≡ const 只是用来说明“当 k1 取极大值时 k2 取极小

值”，而本质上 k2 是关于 k1 的递减函数，即存在递减函数 k2 = f(k1). 在 [7] 中给出
更一般的刻画，称为 Weingarten 曲面. 上述递减的情形称为椭圆型 Weingarten 曲面.

5



在这个观点下将 Liebmann 定理的条件改写为“设 M 为 E3 中紧致连通闭曲面，存在

递减函数 f 使得主曲率函数 k1, k2 满足关系 k2 = f(k1)”. 于是可以模仿上述证明给
出椭圆型 Weingarten 曲面的结果 (这是更本质的).

定理 1.3. 设M 为 E3中紧致连通闭曲面，且是具有正 Gauss曲率的椭圆型Weingarten
曲面，则 M 必为标准球面.

注意到 k2 = f(k1) 其中 f 是递减函数的情况可以很多，例如常 (正) 平均曲率曲
面，即 k1 + k2 = H ≡ const. 我们有如下推论：

推论 1.2. 设 M 为 E3 中紧致连通闭曲面，且是具有正 Gauss 曲率常平均曲率曲面，
则 M 必为标准球面.

注意到上述推论1.2中，条件 K > 0 实际上为曲面加了拓扑限制，即同胚于球面

(或者说单连通). 而事实上条件 K > 0 可以弱化为“曲面同胚于球面”，这就是著名的

Hopf 定理.

6



2 凸曲面的 Hadamard 定理与积分公式

旨趣 我们首先利用支持函数的值分布直观上刻画凸曲面，以此为基础证明Hadamard
定理. 注意到可以通过选择整体分布的 1− 形式利用 Stokes 公式对紧致闭曲面有一个
几何的刻画，于是得到两个 Minkowski 积分公式. 最后用积分公式回过来刻画凸曲面
的整体几何.

2.1 凸曲面的刻画

我们现在观察一类曲面.

定义 2.1. 称 E3 中紧致连通闭曲面 M 为凸曲面，如果其为与每点切平面的同一侧.
即对任意 p0 ∈ M，函数 f(p) = (x(p)− x(p0)) · n(p0) 在 M 上不变号.

对于这类曲面，[6] 中摘录了 Hadamard 在 1897 年的工作.

定理 2.1 (Hadamard,1897). E3 中紧致连通闭曲面 M 若 Gauss 曲率处处为正，那么
M 必为凸曲面.

我们利用反证法给出证明，事实上若存在一点 p0 使得其切平面的两侧均有曲面

的点，直观上 K(p0) < 0. 一个非平凡的观察是：p0 点的切平面应夹于另外两个与之

平行的切平面之间，故有 3个共线的法向量，必有其二相同，这说明 Gauss映射 g 不

是单射！我们断言这件事情是不可能的，即 Gauss 曲率处处为正的曲面出发的 Gauss
映射一定是 1− 1 的. 事实上当时 Hadamard 给出的证明就是利用如下引理：

引理 2.1. E3 中紧致连通且 Gauss 曲率处处为正的闭曲面出发的 Gauss 映射一定是
1− 1 的.

注记 2.1. 有些教材中也将这个引理称为 Hadamard 定理，例如 [7]，因为它是本质的.

2.2 Hadamard 定理的证明

我们先证明引理.

证明. 先证明 g为满射.对任意 e ∈ S2，要证存在 n(p0) = e.考察函数 f(p) = n(p)·e ≤
1. 由极值原理可知，存在极大值点 p0 使得

0 = df(p0) = (nu · e)du+ (nv · e)dv

于是5 nu · e = 0

nv · e = 0

5从该方程组中我们隐约可以观察到几何信息，即 e 是与切平面正交的，为此需要使用切向量来说
明.
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不妨取正交参数网，有如下表示
nu = −L

E
xu −

M

G
xv

nv = −M

E
xu −

N

G
xv

于是 
−L

E
(xu · e)−

M

G
(xv · e) = 0

−M

E
(xu · e)−

N

G
(xv · e) = 0

注意到上述方程组的系数行列式为 K > 0，故只有零解，因此 e = ±n(p0). 再利用极
大性，可知

0 ≥ fuu =

[
−L

E
xuu −

M

G
xuv

]
· e

将 e = −n(p0) 带入上式，我们有

0 ≥ L2

E
+

M2

G

矛盾！

再证 g 为单射. 假设存在两个点 p, q 使得 g(p) = g(q) = e ∈ S2. 注意到 K =

(nu × nv)/(xu × xu) 为 g 的 Jacobi 行列式，利用 K > 0 结合逆映射定理可知，存在

p, q 的邻域 Up, Uq，其内 g 是微分同胚. 不妨 Up ∩ Uq = ∅ 以及 g(Up) ⊂ g(Uq). 由于 g

是满射可知 ∫
M−Up

KdA ≥
∫
S2

dÃ = 4π

而

4π =

∫
M

KdA ≥
∫
M−Up

KdA+

∫
Up

KdA > 4π

矛盾！

注记 2.2. 我们在证明单射性质时用到了 K 是 g 的 Jacobi 行列式这一事实. 实际上，
对任何局部 K ̸= 0 的曲面，都有 g 的局部微分同胚性，我们把满足这样的 M 上的点

称为正则点，像中的点称为正则值，参见 [4]. 立即可以发现 S2 中某个正则值 e 的原

像 g−1(e) 的局部是曲面 M 中的“山丘”或“盆地”，并且原像个数 #g−1(e) 可以体

现曲面的凹凸性或粗糙程度.

最后我们来证明 Hadamard 定理.

证明. 假设存在点 p0 使得其切平面两侧存在曲面的点. 因此，对于函数 f(p) 在 M 上

变号，即 {p ∈ M |f(p) > 0} 和 {p ∈ M |f(p) < 0} 非空. 不妨设 q1, q2 分别为二者的

最大最小值，对 f 求一次微分可知 n(q1), n(q2) 都与 n(p0) 平行，故 g 不是单射，矛

盾！
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定义 2.2. 称 E3 中紧致连通闭曲面 M 为卵形面，如果 Gauss 曲率处处为正.

注记 2.3. 事实上，Hadamard 定理的条件可以弱化为 K ≥ 0，但证明困难得多，参

见 [3].

2.3 积分公式

回忆 Gauss − Bonnet 定理的证明，实际上我们应用了整体微分几何一个重要的
工具——Stokes 公式，即利用一个整体定义的 1− 形式在积分上联系曲面与其边界.
特别地，当选择一些特殊的 1− 形式并且 ∂M = ∅ 时，会有深刻的几何信息.

2.3.1 Minkowski 积分公式

我们在 E3 中紧致连通闭曲面 M 上给定两个整体定义的 1− 形式 (x, n, dn) 和
(x, n, dx)，分别作用外微分，有

d(x, n, dn) = (dx, n, dn) + (x, dn, dn)

= (ω1e1 + ω2e2, e3, ω
1
3e1 + ω2

3e2) + (x, ω1
3e1 + ω2

3e2, ω
1
3e1 + ω2

3e2)

= ω2 ∧ ω1
3 − ω1 ∧ ω2

3 + (2ω2
3 ∧ ω1

3)(x · n)

= [2H + 2K(x · n)]ω1 ∧ ω2

同理

d(x, n, dx) = [2H(x · n) + 2]ω1 ∧ ω2

构造支持函数 φ = x · n. 由 Stokes 公式，我们有∫
M

HdA+

∫
M

KφdA = 0

和 ∫
M

HφdA+

∫
M

dA = 0

我们称以上二式为 Minkowski 积分公式.

2.3.2 积分公式在凸曲面上的应用

凸曲面的一个好处是：在其包围的区域内任一点都在其同一侧，于是可以选取原

点在其内部使得支持函数 φ 不变号.
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Liebmann 定理的另一证明 假设 M 为 E3 内紧致连通闭曲面，且具有常正 Gauss 曲
率 (必有椭圆点)，即是一个卵形面，由 Hadamard定理，即定理2.1可知该曲面一定是
凸曲面. 于是可以选取其围成区域内部一点为原点，选择合适的法向量使得支持函数
φ < 0，第一 Minkowski 积分公式蕴含此时 H > 0. 我们需要联系 H 和 K，为此做如

下观察：

H2 −K =
1

4
(k1 − k2)

2 ≥ 0

取等号当且仅当 k1 = k2，即脐点. 要证 Liebmann 定理即证恒有 H2 = K.

证明. 利用第一 Minkowski 积分公式，我们有∫
M

Kφ = −
∫
M

H ≤ −
∫
M

√
K = −

√
K

∫
M

再利用第二 Minkowski 积分公式，进而

−
√
K

∫
M

=
√
K

∫
M

Hφ ≤ K

∫
M

φ ≤
∫
M

Kφ

综上只能 H2 = K.

在常平均曲率的凸曲面上的应用

定理 2.2. 设 M 为 E3 中紧致连通凸闭曲面，且具有常平均曲率，则 M 必为标准球

面.

注记 2.4. 这个定理实为推论1.2的推广. 我们把正 Gauss 曲率的条件换成凸曲面 (由
Hadamard 定理).

证明. 利用 Minkowski 积分公式，我们有∫
M

Kφ = −
∫
M

H = H2

∫
M

φ =

∫
M

H2φ

说明
∫
M
(H2 −K)φ = 0. 而 (H2 −K)φ ≥ 0，故

H2 = K
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