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图 1. Otto Nikodym and Stefan Banach

A mathematician is a person who can find analogies between
theorems; a better mathematician is one who can see analogies
between proofs and the best mathematician can notice analogies

between theories. One can imagine that the ultimate mathematician is
one who can see analogies between analogies.

——Stefan Banach
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第一版前言. 泛函分析一般作为本科高年级的分析课程，我们希望
通过在基本的分析课程：Fourier分析、实分析与复分析，以及基本的
微分方程课程：常微分方程与动力系统、偏微分方程中积累大量的分
析对象的例子以及技术，最后在泛函分析的课程中得到高观点的一般
化讨论. 因此，基于研究对象的不同，将基础的泛函分析分成两大部
分：

• 空间理论
• 算子理论

分别对应这份讲义的第一、三部分. 此外，我们需要加入抽象理论的
具体应用，讲义的第二部分着重研究了一类特殊的度量空间 (连续函
数空间)以及空间完备性的进一步讨论 (Baire纲集理论)；并且基于笔
者的兴趣，在第四部分添加了广义函数空间和 Gromov-Hausdorff 收
敛的应用. 这是因为泛函分析的思想并不仅仅限制在分析与微分方程
理论的观点，还可以将方法论沿用到现代几何学和物理.

1. 泛函分析可以理解为“拓扑空间上的分析”，因此我们默认读
者已经掌握了点集拓扑的基本内容，本小册不再对基本的拓
扑概念做回顾，重要的结论：例如 Urysohn度量化定理 (第4章
中会利用度量化原理来说明部分半赋范局部凸空间是否可度
量化已经度量是否完备，见命题3.1)；拓扑性质在乘积意义
下的保持 (见第1章)，其中相对重要的是完备性的保持和紧
性的保持 (特别注意紧性的保持可以针对不可数个空间，即
Tychonoff定理，见定理1.3)，在第8章中将用于说明乘积空间
KBE 的紧性以此与弱 * 拓扑联系；第5章中的逐点收敛、(紧)
一致收敛都有相应的拓扑对应，我们并未给出叙述，读者需
要知晓；最后，还应该熟悉拓扑空间邻域基的刻画，我们将在
第4章中以邻域系的语言代替度量叙述，这是学习拓扑向量空
间比不可少的一关，初学者不应该畏惧！拓扑的大部分事实
我们都参考了 [12, 26].

2. 古典分析乃至实复分析中大部分使用的 ε − δ 语言依托于底
层空间 (一般是 Rn, Cn, Lp, C∞

c ) 度量的存在性，因此讲义
的前三章都限制在带度量拓扑的空间讨论. 其中度量空间中
最重要的概念当属完备性，它被刻画为“小子集的性质”(见
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第1章的 Cauchy-Cantor 定理 (定理1.4)). 之所以重要是因为
完备的空间在序列收敛性的操作上是有技术优势的，经验总
结来看：序列 (xn)n≥1 可以仅依靠刻画“直径 diam”的收敛
来说明收敛；不完备的空间可以被完备化 (见定理1.7)，并且
原空间是嵌入的稠密子空间；此外，完备空间中一个重要的
方法是压缩映射原理，以此可以给出 Banach不动点定理 (见
定理2.1)：函数空间中出现的极值问题通过 Fermat’s principle
可以转化为取等，进而抽象为如下泛函方程

T [f ] = 0

的解的唯一性问题，此时若我们能够证明泛函 T 是压缩的，
那么配合空间的完备性可以说明存在达到极值的函数，这是
变分法的内涵. 我们将利用这个技术解决常微分方程中的唯
一解问题，见问题10.

3. 更重要的空间是赋范线性空间，其上有与线性结构兼容的度
量结构，这使得元素做代数运算来研究拓扑更加便利，而事实
上大部分函数空间都是赋范的. 读者可以将赋范空间的理论
理解成线性代数中有限维线性空间理论的推广，一个本质的
差异就是范数意义下的拓扑使得闭单位球不是紧球，这是著
名的 Riesz定理 (见定理1.3)，我们将在第8章中利用弱 *拓扑
来规避这种刚性. 另一个结构更丰富的空间是内积空间，首
要的区别是这类空间可以合理定义向量的夹角，即 Cauchy-
Schwarz 不等式 (见第3章定理1.1). 有了角度的概念进而可以
做正交分解，我们将说明 Hilbert空间是可做正交分解的，见
定理2.1，这个观点在现代数学的很多分支中都有应用，例如
实分析中 L2 上测度的分解 (参见 [3])、几何学中的 Hodge 理
论本质上就是将平方可积的微分形式空间将调和形式分解出
来 (参见 [13, 23, 27]) 等等. 其次，在 Hilbert 空间中对偶理
论更简洁，这个观察来自于 L2 空间的指数自共轭以及实分析
中的 Riesz表示定理，参见 [3, 16]，我们发现 Hilbert空间也
有类似的表示定理，它被叙述为

H ∼= H∗
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即 Hilbert 空间与其对偶空间等距同构 (见定理3.2)！这个结
果使得其上的共轭算子表达更加简单 (因为我们忽略了 H 与
H∗的差异)，见定理3.3. 此外，我们将证明 Hilbert空间甚至具
有类似有限维线性空间的简单结构，事实上，每个 Hilbert空
间可以被简单地等距同构为 l2(I)，其中 I 为其中完备正交系
的指标集. 基于这个事实，我们可以进一步研究一维 Fourier
分析，可以证明空间 L2

2π 的完备正交系为三角级数 (三角基，
见第3章定义4.3)

· · · , e−inx, · · · , e−ix, 1, eix, · · · , einx, · · ·

这是 Fourier 级数理论的重要成果. 注意，其中正交系的完备
性我们用到了分析中好核恒等元逼近的技术，参见 [19, 16]，
而第5章中还会给出利用 Stone-Weierstrass 定理 (见定理2.2)
的简单证明，这是古典 Weierstrass 第一第二定理的推广，即
研究连续函数代数的稠密子代数. 关于连续函数代数我们不
妨多说一点. 第5章中我们将介绍最广义的 Ascoli 定理 (见定
理1.1)，这个定理的思想是利用一个等度连续的概念将算子族
的逐点收敛性提高到有类似一致收敛性的效果，事实上在实
分析中可以利用测度连同 Egorov 定理或 Lusin 定理在损失
一个可控小测度的意义下直接提升到好的结果，参见 [3, 16].

4. 我们进一步谈赋范空间的完备性. 第6章中基于 Banach 空
间的完备性推广了 Baire 早期提出的纲集理论，我们把满足
“Gδ-集稠密”的空间统一称为 Baire 空间. 利用 Baire 纲定理
(见定理1.2) 可以证明两个关于算子的重要定理，即 Banach-
Steinhaus定理和开映射定理，见定理2.1和定理3.1，是说一族
算子的逐点有界性可以刻画整体 (一致)的有界性并且 Banach
空间之间的有界算子是开的. 我们将利用这套理论说明古典
分析中一系列结果，例如 Fourier级数收敛的连续函数、连续
但处处不可导函数的病态函数是大量存在的；Fourier 分析中
Dirichlet 核对应的 Fourier 变换算子族的无界性会导致“奇
点聚集”，这是 Fourier 分析理论有趣的地方；以及 Fourier
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变换算子

F : L1
2π → c0(Z)

是单射但不是满射，其中单射性质蕴含著名的Riemann-Lebesgue
引理，即∫ π

−π

f(x) sinnxdx
2π
→ 0, ∀f ∈ L1

2π

见定理2.3.
5. 以上都是带度量空间中的讨论，第4章我们研究一般的拓扑向
量空间，即有兼容的线性与拓扑结构的空间，这是因为度量
空间不能涵盖所有分析中的函数空间，例如著名的 Schwartz
空间，见第10章定义2.1. 这类空间的刻画最重要的事情就是
要清楚邻域基的结构. 此外，为了更好地操作极限语言，我们
利用其上的半范数族诱导一个有类似度量性质的拓扑，并且
这个拓扑直接等价于局部凸性质，见定理2.2与定理2.1. 第7章
将讨论这种一般空间上的算子延拓，即空间 E 的子空间 F 上
的满足某条件的算子 f，是否可以保持条件的情况下延拓成
为 E 上的算子. 这是 Hahn-Banach 延拓定理的结果，见定
理1.2. 用对偶空间的语言来叙述，就是子空间的对偶 F ∗ 与
原空间的对偶 E∗ 是否有联系？这件事情放在第8章进一步处
理，即讨论空间的对偶理论. 此外，Hahn-Banach定理的另一
个形式是利用超平面隔离不交的凸集，见定理2.1. 最后，我
们基于 Hahn-Banach延拓定理给出的对偶空间的结果刻画空
间 E 以及对偶空间 E∗ 上的弱拓扑与弱 * 拓扑. 这两个拓扑
以更柔性的方式刻画 Banach空间，这个说法体现在 Banach-
Alaoglu定理、Goldstine定理以及 Banach自反性定理上，见
定理3.1、定理3.2和定理3.3. 连同 Riesz 定理，它们是说 E∗

上的闭单位球可以赋予三种拓扑，其中算子范数 || − || 诱导
的拓扑 (强拓扑) 仅允许有限维球有紧性；弱 * 拓扑下的闭单
位球是紧球；弱拓扑下的紧性直接刻画了空间的自反性，即
E = E∗∗. 第8章中主要讨论 Banach 空间的对偶理论，我们
将线性代数中的短正合列推广到 Banach 空间范畴，即研究
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典型正合列的对偶以及二次对偶：

0 F E E/F 0

0 E∗/F⊥ E∗ F⊥ 0

0 (E∗/F⊥)⊥ E∗∗ E∗∗/(F⊥)⊥ 0

()∗ ()∗ ()∗

()∗ ()∗ ()∗

6. 对于算子理论，我们把大部分讨论集中在第9章. 主要研究了
紧算子的谱性质，特别是 Fredholm选择定理 (见定理2.1)，它
说明紧算子具有类似有限阶矩阵的秩-零 (rank-null)性质，为
此我们还希望存在能够逼近这类算子的算子族，用到有限秩
算子. 最后一节中研究 Hilbert 空间中的自伴紧算子，我们将
证明这类算子在 Hilbert空间中的谱分解定理，即定理3.2，是
说 Hilbert 空间中的自伴紧算子具有类似有限维空间中实对
称矩阵的性质，将 Hilbert空间作直和分解，并且每个直和项
与算子的特征子空间对应. 我们将在著名的 Sturm-Liouville
理论中看到它的应用，此外，几何学中，紧流形上的 Laplace
算子在 L2 空间上也有离散的谱分解.

发展至今，泛函分析已有不少成熟的教材，例如 [32, 6, 7, 8, 16,
17, 19, 21, 9]. 本小册叙述的章法上主要参考自 [32]，事实上讲泛函
分析这套理论的书籍汗牛充栋，此外分析学的内涵、技术与思想也不
是一次汇报或一份讲义能够领悟殆尽的. 我进入大学就读已近过三载，
三年以来修习了基本的 Fourier 分析、实复分析、泛函分析与偏微分
方程，当看到某个定理时，教科书告诉我可以“注意到”一些事情然
后顺藤摸瓜，验证一套成熟的理论往往比运营理论解决问题甚至独立
创造理论解决问题简单得多；因此分析的学习可比修行，我想需要怀
一颗虔诚的道心，所谓的“技巧”的领悟需要长年累月、一砖一瓦地
自省和尝试.

致谢. 这份讲义的大部分内容整理自浙江大学 2024-2025 秋冬学
期泛函分析荣誉课程的听课笔记，由刘伟华老师教授，参考许全华先
生的书 (泛函分析讲义，参见 [32])；第一部分和第二部分参考了同
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年在本科学校的泛函分析讨论班的汇报讲义；第四部分的广义函数与
Sobolev 部分选自同年偏微分方程荣誉课程，由王伟 (小) 老师和张挺
老师教授；Gromov-Hausdorff 收敛部分选自 2020 年浙江大学江文帅
老师在广西数学中心教授的几何分析短期课程以及 24 年秋冬本科学
校的几何分析讨论班汇报讲义. 感谢老师们的讲授和耐心的答疑，感
谢浙江大学的李 mh 博士提供的习题课资料，感谢讨论班成员：李福
汉、沈添奕、车倪逸、王嘉海等同学的汇报，感谢我的女朋友郑彤小
朋友敲了部分章节的习题 LATEX 代码 (尽管后期审稿发现不少错误).

作者：钱振烨

2025 年元宵
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• 这份笔记中的索引项可以点击跳转，不适合纸质阅读.
• 笔记还未经审稿，诸多格式与标点错误敬请谅解. 定期会进
行更新，如需获取最新版的笔记，可以到我的主页下载:

https://zhenye-math.github.io/

https://zhenye-math.github.io/
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范畴论基础

为简化和统一泛函分析中的叙述语言，我们简略引入范畴论.
¶ 范畴与态射.

定义 0.1. 一个范畴 C 由以下要素构成：

(1) 一些对象构成的族，记为 ob(C)；
(2) 由所有的集合 homC(A,B)构成的族，这里的 A,B 取遍 ob(C)
中所有对象，homC(A,B) 的元素 f 称为从 A 到 B 的态射，
也可以用 f : A→ B 表示；

(3) 对由任意三个对象 A,B,C 构成的三元组 (A,B,C)，存在映
射：

homC(B,C)× homC(A,B)→ homC(A,C)

其中

(g, f)→ gf

gf : A→ C 称为态射 f, g 的合成态射.

另外，这些要素满足三条公理，参见 [34].

定义 0.2. 称范畴 S 是 C 的一个子范畴，如果满足：

(1) ob(S) ⊂ ob(C)；
(2) 对任意对象 A,B ∈ ob(S)，有 homS(A,B) ⊂ homC(A,B)；
(3) 对于每个 C 中的对象 A，范畴 S 中关于 A 的恒同态射也是
范畴 C 中关于 A 的恒同态射；

(4) 范畴 S 中的合成法则是范畴 C 中的合成法则在 C 的态射上
的限制.

进一步称 S 是 C 的一个忠实子范畴，如果对任意对象 A,B ∈ ob(S)，
都有

homS(A,B) = homC(A,B)

¶ 函子. 函子建立不同范畴之间的联系.

定义 0.3. 设 C,D 为两个范畴. 称 F 为从 C 到 D 的函子，如果
包含如下两部分：
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(1) 对象族之间的映射：将范畴 C 中的对象 A 映到 D 中的对象
F (A)；

(2) 态射集之间的映射：将范畴 C 中的态射 f ∈ homC(A,B) 映
到 D 中的态射 F (f) ∈ homD(F (A), F (B))；

并且满足两条公理，参见 [34]. 称函子 F 是协变的，如果 F (gf) =

F (g)F (f)，反之称逆变的.
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CHAPTER 1

度量空间

1 度量空间中的基本概念
1.1 度量空间及其例子
1.2 度量空间的若干性质
1.3 度量空间范畴

2 不动点定理
2.1 压缩映射原理与 Banach 不动点定理
2.2 Brouwer 不动点定理与 Schauder 不动点定理

旨趣. 泛函分析中研究的一大类空间是度量空间，本册的前三章
讨论的空间都属于度量空间的范畴. 作为一种特殊的拓扑空间，度量
空间的好处是本身具有 Hausdorff 拓扑，因此讨论收敛性与连续性都
有意义，这些概念是“分析”的开端. 当然泛函分析也不限于研究度
量空间，我们将在第4章中研究更一般的空间以及在第7、8章中研究
更一般空间上的拓扑与收敛，其中以弱拓扑与弱 * 拓扑最为瞩目，见
第3节. 为叙述简明，我们默认读者已经掌握 [26, 12]中基本点集拓扑
的相关事实.

1. 度量空间中的基本概念

1.1. 度量空间及其例子.
1.1.1. 度量空间的定义与性质.

定义 1.1. 设 X 为非空集合，称函数 d : X ×X → R 为 X 上的
一个度量，如果满足

M1 正定性 d(x, y) ≥ 0；d(x, y) = 0 当且仅当 x = y，∀x, y ∈ X.
M2 对称性 d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ X.
M3 三角不等式 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ X.

21
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此时称 (X, d) 为度量空间.1

容易验证度量 d 诱导 X 上的拓扑 τd，称为度量拓扑，其中开集
为 ε-度量球 Bϵ(x) := {y|d(x, y) < ε}，其中 x ∈ X. 并且拓扑 τd 是
Hausdorff 的2，于是其中

(1) 收敛序列极限唯一.

因此在度量空间中谈序列极限和一般的极限概念是有意义的.

定义 1.2. 称序列 (xn)n≥1，依度量收敛 (简称收敛) 于 x ∈ X，并
称 x 为 (xn) 的极限，如果对任意 ε > 0，存在 N ≥ 1，都有

d(xn, x) < ε, ∀n ≥ N

记为 xn → x 或者 limxn = x. 此外，称 (xn) 是一个 Cauchy 列，如
果

d(xm, xn) < ε, ∀m,n ≥ N

注 1.1. 显然所有收敛序列都是 Cauchy 列，反之，称 X 是完备
的，如果所有 Cauchy 列都收敛. 并且

(2) 若 Cauchy 列存在收敛的子列，则 Cauchy 列收敛.

定义 1.3. 称度量空间间的映射 f : (X, d) → (F, δ) 在 x(∈ X) 处
连续，如果对任意 ε > 0，存在 η > 0，使得

δ(f(x), f(y)) < ε, ∀y ∈ Bη(x)

此外，称 f 在 X 上连续，如果在 X 上每点连续. 进一步称 f 在 X

上一致连续，如果上述 η 与 x 的选取无关.

不难看出
(3)
映射 f 在 x 处连续，当且仅当任意收敛于 x 的序列 (xn)，满足 lim f(xn) = f(x).

1此后本节中若不加说明，X 均指度量为 d 的度量空间.
2进一步是 T3, T4 的，参见 [26].
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这是熟知的 Heine 归结原理. 并且度量空间 X 中的闭集也可以用序
列收敛来刻画，即
(4)
F 为 X 中闭集当且仅当 A 中任一收敛序列 (xn) 的极限 x 满足 x ∈ A.

练习 1.1. 证明论断 (1)、(2)、(3) 和 (4).

定义 1.4. 称度量空间间的映射 f : (X, d) → (F, δ) 为等距嵌入3，
如果

δ(f(x), f(y)) = d(x, y), ∀x, y ∈ X

进一步称 f 是等距同构 (或简称等距)，如果 f 还是满射.

练习 1.2. 验证等距嵌入是连续的单射，进而说明等距同构蕴含同
胚.

拓扑学告诉我们关于度量拓扑空间 (X, τd)
4乘积空间的若干事实，

参见 [26, 12]：
• 可度量化5：

定理 1.1. 设 (Xn, dn)n≥1 为一列度量空间，则集合直积
X :=

∏
nXn 可度量化.

证明，sketch. 验证 d(x, y) := supn∈N+ dn(xn, yn)，其中
x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1 ∈ X，是 X 的度量，参见 [32]. □

• 完备性：

定理 1.2. 在定理1.1的设定下，若每个度量空间 Xn 完备，
则乘积空间 (X, d) 完备.

证明，sketch. 参见 [32]. □
3容易验证 f 为单射.
4往后若不加说明，混用记号 τd 与 d.
5[26]中证明，当拓扑空间 X 是 T1, T4 时，且有可数拓扑基即 C2 时 X 是可度量

化的，这是 Urysohn 度量化定理. 关于拓扑是否可度量化的细节可以参见 [26, 12]，
我们在第4章第3节中将利用度量化的若干事实说明 (实) 可微函数空间 Cm、连续
函数空间 C、全纯函数空间 H 以及 Schwartz 函数空间 S 等等在相应半范数拓扑
下是可度量化的.
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• 紧性：

定理 1.3 (Tychonoff). 设 (Xi)i∈I，I 为指标集6，为一列紧
拓扑空间7，则直积 X :=

∏
iXi 在乘积拓扑8下是紧空间.

证明，sketch. 参见 [26, 12]. □

练习 1.3. 证明紧度量空间 X 上的连续映射是一致连续的.

进一步可以利用序列与映射连续性的刻画验证度量函数 d 的连
续性，即当 X ×X 赋予乘积拓扑时，度量 d : X ×X → R 是连续的.
并且若定义 X 中点到子集 A(特别地，单点集) 的距离函数

ρ(x) := d(x,A) := inf{d(x, y)|y ∈ A}

则 ρ(x) 关于 x 是连续的，留给读者验证.

练习 1.4. 证明距离函数 ρ(x) 是连续的.

1.1.2. 度量空间的例子. 最直观的例子无外乎实直线 R 和复平面
C，也是微积分与单复分析中经典的研究对象，泛函分析将研究一般
的度量空间，甚至“无限维”度量空间. 以下例子是平凡的.

例 1.1. 对一般非空集合 X，规定度量

d(x, y) =

1, 如果x 6= y

0, 如果x = y

称 (X, d) 为离散度量空间.

推广微积分与单复变函数，实变函数与多复分析会在如下空间中
考量.

例 1.2. 无限域 K9的 n 重笛卡尔积 Kn 中的每个向量 (点) 表示
为 x = (x1, · · · , xn), ∀xk ∈ K，其上可由自然内积诱导度量

d(x, y) :=
√
< x, y >

6往后不再指出.
7称拓扑空间 X 是紧的，如果对 X 的任意覆盖 (Oi)i∈I，存在有限子覆盖.
8参见 [26].
9本册中若不加说明，表示 R 或 C.
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其中自然内积指 < x, y >:=
∑n

i=1 xiyi. 此时称 Kn 为欧氏空间. 若以
同一域中的元素为系数，线性代数中相同维数 (有限维) 的欧式空间
互相同构，即维数决定欧式空间的结构.

更一般地，现代实分析中将考虑在一般测度空间上研究，其中对
Lp 空间的研究最有用，乃至调和分析与流形上的分析. 其上的完备
性、稠密性与可分性、对偶空间、有界线性算子以及谱理论等等是早
期泛函分析研究的重点例子.

例 1.3. 设 (X,M, µ)为抽象测度空间，其中M, µ分别为 σ-代数
和其上的测度. 其上 Lp 空间 Lp(X,M, µ) =: Lp(X) 定义为

Lp(X) := {f : X → K : ||f ||p <∞}

其中

||f ||p :=
(∫

X

|f |pdµ
)1/p

特别地，p =∞ 时，

||f ||∞ := sup
x∈X
|f(x)|

称为 Lp 范数，见定义1.1. 在度量

d(f, g) =

(∫
X

|f − g|pdµ
)1/p

下成为度量空间，其中 1 ≤ p <∞10；特别地，取 X 为可列集11N(或
Z)，µ 为计数测度，即令 µ(n) := 1, ∀n ∈ N，此时 lp(N) 在度量

d(x, y) =
(

∞∑
n=0

|xn − yn|p
)1/p

10当 p < 1 时，d 满足如下拟三角不等式

d(f, h) ≤ 21−p(d(f, g) + d(g, h)), ∀f, g, h ∈ Lp(X)

11当 X 为不可列集时也可以定义相应的 lp(X)，特别地当 p = 2 时可见第3章
的第??节中可和族的概念.
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其中 x := (xn)n≥1, y := (yn)n≥1 为 lp(N) 中的序列，成为度量空间. 更
特别地，取 p =∞，本性有界空间 L∞(X) 以及有界序列空间 l∞(N+)

在度量

d(f, g) = sup
x∈X
|f(x)− g(x)|, d(x, y) = sup

n∈N
|xn − yn|

下成为度量空间，参见 [3, 14]. 熟知该度量下的收敛 (准确而言是范
数下的收敛) 为依范数 || − ||p 收敛.

例 1.4. 设 (X,M, µ) 为有限12抽象测度空间，X 上几乎处处有限
的可测函数全体 (记为 S) 在度量

d(f, g) =

∫
X

|f − g|
1 + |f − g|

dµ

下成为度量空间，称为可测函数空间. 回忆实分析，上述度量下的收
敛等价于依测度收敛，参见 [33, 3, 14]. 记全体实序列为 s，其在
Fréchet 度量

d(x, y) =
∞∑
n=1

|xn − yn|
1 + |xn − yn|

· 1
2n

下成为度量空间，称为序列空间.

另一个例子在第5章中会着重研究.

例 1.5. 设 X 为紧 Hausdorff空间，(Y, d)为度量空间，记 C(X,Y )

为全体 X 到 Y 的连续映射，其在一致度量

∆(f, g) = max
x∈X

d(f(x), g(x))

下成为度量空间，称为连续映射空间. 数学分析中将上述度量下的收
敛称为一致收敛. 此外，妥协定义

∆K(f, g) = max
x∈K,其中 K 为 X 的任一紧子集

d(f(x), g(x))

称为紧一致度量，其诱导的拓扑称为紧一致收敛拓扑13. 数学分析中
称该度量下的收敛为紧一致收敛.

12即 µ(X) <∞.
13更一般地，定义紧开拓扑，参见 [26, 12].



1. 度量空间中的基本概念 27

最后一个例子在几何中很常用，研究一般的黎曼流形，能应用分
析学的依据是其至少是一个度量空间.

例 1.6. 设 (M, g) 为黎曼流形，其中 g 为黎曼内积14. 其在度量

d(x, y) = inf
γ∈Ωx,y

Lg[γ]

下成为度量空间，记为 (M,dg)，其中 Ωx,y = {γ : [0, 1] → M |γ(0) =
x, γ(1) = y, γ 为分段光滑曲线}，Lg 为长度“泛函”，即

Lg[γ] :=

∫ 1

0

< γ′(t), γ′(t) >1/2
g dt

称黎曼流形 (M, g) 与 (N, h) 间的光滑同胚 f 是黎曼等距的，如果

f ∗h(X,Y ) = g(X,Y ), X, Y为 M 上的向量场

容易验证黎曼等距的 f 蕴含 (M,dg) 与 (N, dh) 的等距 (见定义1.4)，
反过来仍成立，见 Myers 与 Steenrod 在 1939 年的工作. 因此黎曼流
形度量的研究引入分析学的工具是合理的.

1.2. 度量空间的若干性质.
1.2.1. 完备性. 先前的例子中，熟知例1.2是完备的；数学分析中证

明了例1.5在一致度量下完备，但装备 Lp(p < ∞) 度量后不完备；实
分析中例1.4和例1.3完备，见问题3和问题4. 几何学中例1.6的完备性
可以被更直观地刻画，我们有 Hopf-Rinew 定理，是说黎曼流形的完
备性等价于测度完备性，参见 [29]，此外，它还蕴含完备黎曼流形任
一有界闭子集为紧集，读者不妨联系定理1.3.

下面我们希望直观解释“完备性”如何刻画度量空间. 数学分析
中曾经罗列过“实数系六大定理”，参见 [15]，本质上刻画实数系 R
在通常度量下的完备性：

C1 Cauchy 收敛准则；
C2 Cauchy-Cantor 定理；
C3 确界存在性定理；
C4 单调有界序列必有极限；
C5 Heine-Borel 定理；

14参见 [29].



28 1. 度量空间

C6 Bolzano-Weierstrass 定理.
其中 C1 是本质的，C3、C4 无法推广到缺少序关系的空间，C5、

C6 是一般拓扑空间和度量空间紧性的刻画，我们将在段落??中证明
它们的等价性. 最后，综合效率与实用性，我们希望 C2 能带来启发.

首先定义子集直径的概念，对 A ⊂ X，定义

diam(A) := sup
x,y∈A

d(x, y)

为子集 A 的直径.

定理 1.4 (Cauchy-Cantor). 度量空间 X 是完备的当且仅当若
(An) 为 X 中非空递降闭集列，即

· · · ⊃ An+1 ⊃ An ⊃ · · · ⊃ A1

且 lim diam(An) = 0，此时称集列 (An) 为闭集套，则
⋂

nAn 为单点
集.

证明，sketch. 先证必要性. 适当选取 (xn), xn ∈ An. 由条件可
知

d(xm, xn)→ 0, m, n→∞

即为 Cauchy 列. 由完备性和 An 的闭性可知存在极限 x ∈
⋂
An. 若

另有 y ∈
⋂
An，于是 d(x, y) > 0，这与 diam(An)→ 0 矛盾.

再证充分性. 设 (xn) 为 Cauchy 列，构造

An = {xk|k ≥ n}

不难验证 (An) 为闭集套，进而 (xn) 收敛. □

注 1.2. 解释上述定理的必要性，若去除条件 lim diam(An) = 0，
例如 (An = [n,∞))n≥1 在 R 中有

⋂
nAn = ∅. 告诉我们：度量空间的

完备性仅仅是刻画“小子集”的性质，参见 [32]. 换句话说，若子集
列 (An) 不够“小”，完备性无法在 (An) 中体现.

此外，一定程度上完备性与子空间的闭性有联系，注意到 (0, 1) ⊂
R 不完备但 [0, 1] 完备. 事实上我们有一般的讨论：

定理 1.5. 设 A ⊂ X，则
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(1) 若 (A, d) 为完备子空间，则 A 为 X 中闭集；
(2) 若 (X, d) 完备且 A 为闭集，则 (A, d) 为完备子空间.

证明. (1) 只要证 A 中所有收敛序列的极限在 A 中. 为此取
A 中收敛序列 (xn)，显然为 Cauchy 列，由完备性可知其收
敛于 A.

(2) 取 A 中 Cauchy 列 (xn)，由 X 的完备性知 (xn) 收敛，又 A

为闭集，进而极限在 A 中，故 A 完备.
□

注 1.3. 上述定理 (2) 中的 X 完备的条件不可去，注意到 Q 的闭
子空间可能不完备.

拓扑学告诉我们，T4 的拓扑空间中定义在闭子集上的连续函数可
以连续延拓到整个空间，称为 Tietze 扩张定理，参见 [26]. 而对于度
量空间，其稠密子集上的一致连续映射可以延拓为全空间上的一致连
续映射.

定理 1.6 (一致连续映射延拓). 设 (X, d), (F, δ) 为两个度量空间，
且 (F, δ)完备. 若映射 f : X0 → F 一致连续，其中 X0 为 X 的稠密子
集，那么 f 可唯一地延拓为一致连续映射 f : X → F，使得 f|X0 = f .

证明，sketch. 参见 [32]. □

回忆数学分析中利用有理数 Q 构造实数系 R(Cauchy 早期的工
作，参见 [15].)，这实现 Q 的完备化，我们将这个事实抽象出来，完
备化任一度量空间.

定理 1.7 (度量空间完备化). 设 (X, d) 为度量空间，则存在唯一
的 (等距意义下15) 完备度量空间 (X, d) 使得

(1) X 在 X 中稠密；
(2) d|X = d.

并且称 X 为 X 的完备化空间.

证明. 证明分以下四步.
15此后不再赘述.



30 1. 度量空间

Step 1 构造 (X, d). 令集合

X̃ := {(xn) : (xn)为 X 中 Cauchy 列}

考虑等价关系 ∼

(xn) ∼ (yn)⇐⇒ lim d(xn, yn) = 0

定义商集 X = X̃/ ∼，记其中元素为 x,y等等. 显然 X ⊂ X，
注意到常序列 (x) 为 Cauchy 列，所处等价类另记为 x̃，故
ι : (x) 7→ x̃ 为单射. 再规定 X 中度量为

d(x,y) := lim d(xn, yn)

验证 d 符合要求：
良定义 要验证 d(x,y) 有取值，注意到

|d(xm, ym)− d(xn, yn)| ≤ d(xm, xn) + d(ym, yn)

由 (xn), (yn)为 Cauchy列可知上式左侧为实 Cauchy列，
故收敛. 再验证 d(x,y) 与序列的选取无关，设另有两组
Cauchy 列 (x′n) ∈ x , (y′n) ∈ y 于是

|d(xn, yn)− d(x′n, y′n)| ≤ d(xn, x
′
n) + d(yn, y

′
n)

进而 lim d(xn, yn) = lim d(x′n, y
′
n).

度量 定义1.1的验证时容易的，留作习题.
Step 2 验证 X 在 X 中稠密且 d|X = d. 由之前的讨论，任取 x, y ∈

X，显然有 d(x̃, ỹ) = d(x, y)，故 d|X = d. 此外，任取 x ∈ X，
取代表元 (xn)，注意到

lim
n
d(x, x̃n) = lim

m
lim
n
d(xm, xn)→ 0

故 X 稠密.
Step 3 证明 (X, d) 完备. 取 (xn) 为 X 中 Cauchy 列，由 X 的稠密

性，对每个 n，存在 xn ∈ X，使得 d(xn, x̃n) < 1/n. 于是

d(xm, xn) = d(x̃m, x̃n) ≤ d(x̃m,xm) + d(xm,xn) + d(x̃n,xn)

<
1

n
+ d(xm,xn) +

1

m
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由 (xn) 为 Cauchy 列，进而 (xn) 为 Cauchy 列，记其所处等
价类为 x，于是

d(xn,x) ≤ d(xn, x̃n) + d(x̃n,x) <
1

n
+ d(x̃n,x)→ 0

因此 limxn = x，故 X 完备.
Step 4 证明 (X, d) 唯一. X 满足的确切条件可以归纳为

• ι : X → X 为等距嵌入.
• d|X = d.
• ι(X) 在 X 中稠密.

设 (X′,d′) 为满足上述条件的另一空间，并记 X 到 X′ 的等
距嵌入为 ι′. 下证 X 与 X′ 间存在等距. 定义

f : ι(X)→ X′, x̃→ ι′(x)

由条件，f 是一致连续的，又由 X 的稠密性与 X′ 的完备性
以及定理1.6可知，f 可被唯一地延拓成 X 到 X′ 的一致连续
映射 f ′. 并且可以验证延拓以后的 f 是等距嵌入，留作习题.
最后，由 ι′(X) 的稠密性可知 f ′ 为满射，进而为等距.

□

练习 1.5. 验证上述证明中的 d 为度量，f̃ 为等距嵌入.

1.2.2. 可分性.

定义 1.5. 称 F ⊂ X 为稠密子集，如果 F = X. 其中 F 为拓扑
τd 下的闭包. 称 X 是可分的，如果存在可数的稠密子集.

注 1.4. 实分析告诉我们：例1.3中的 Lp(X), lp, 1 ≤ p < ∞ 是可
分度量空间，见问题5，但 L∞(X), l∞ 不可分，见问题6.

练习 1.6. (1) 举例说明度量空间不一定有可数拓扑基.
(2) 证明可分度量空间有可数拓扑基.

注 1.5. 此外，可分性在 Hilbert 空间中是有趣的性质，见第3章
第??节中的叙述. 可分的空间问题可以优先处理其中可数的稠密子集
(可数性导致一些讨论是容易的，例如数学归纳法)，最后将稠密子集
的性质延拓到整个空间.
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1.2.3. 紧性.

定义 1.6. 称子集 F 是 ε-稠密的，如果 X ⊂ Bϵ(F )，其中 Bϵ(F ) :=

{x ∈ X|d(x, F ) < ε}

定义 1.7. 称子集 Y 是 ε-网，如果 d(y1, y2) > ε, ∀y1, y2 ∈ Y 且
X ⊂ Bϵ(F ).

度量空间的紧性在验证和操作上相对一般拓扑空间要便捷，我们
断言以下定理中的叙述 (3)是很好的验证工具，而 (2)的使用面广. 我
们将在第5章第2节定理1.1的证明中利用 (3)验证等度连续映射族闭包
H 存在有限 ε-网，进而说明 H 的相对紧性；此外，在应用定理1.1时
往往使用 (2) 找到收敛的子列.

定理 1.8. 以下说法互相等价：
(1) (Heine-Borel) (X, d) 是紧空间.
(2) (Bolzano-Weierstrass) X 任一中无限子集必有聚点，特别地，
任一序列都存在收敛子列.16

(3) (X, d) 完备且存在有限 ε-网17.

证明. 参见 [32]. □

1.3. 度量空间范畴. 显然全体拓扑空间连同连续映射作为态射成
为拓扑空间范畴，记为 (T OP , CONT I)，全体度量空间连同连续映
射作为态射成为 T OP 的忠实子范畴，记为 (MEC, CONT I)；若度量
空间以等距嵌入为态射，则成为 T OP 的子范畴，记为 (MEC, ISO)，
其中的同构为等距同构. 在此范畴下我们不区分互相等距的度量空间.

特别地，例1.6说明每个黎曼流形 (M, g) 成为度量空间，并且黎
曼几何中的黎曼等距等价于度量空间意义下的等距嵌入，因此全体黎
曼流形连同黎曼等距做成的范畴 (RIE , ISO)成为MEC 的忠实子范
畴. 第11章中将进一步讨论范畴 (RIE , ISO) 在几何背景下的拓扑与
收敛问题.

此外，我们已经介绍度量空间中的 Cauchy 列与 (一致) 连续映
射，见定义1.2和定义1.3. 很显然范畴 (MEC, CONT I)中的态射不保

16称为列紧性.
17划线处称为预紧性.
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持 Cauchy 列. 但是可以证明，一致连续映射保持 Cauchy 列，即设
(xn) 为 X 中 Cauchy 列，映射 f : X → Y 使得 (f(xn)) 仍为 Cauchy
列. 因此可以考虑相比上述范畴的子范畴 (MEC,UNCONT I)，其
中 UNCONT I 表示一致连续映射作为态射，讨论 Cauchy 列在度量
空间间的传递问题，进而讨论完备性的传递. 读者可以见定理1.6与定
理1.7.

练习 1.7. 验证上述划线处的论断.

概念上 (MEC,UNCONT I) 不再成为 (T OP , CONT I) 的子范
畴，因为我们在一般拓扑空间中不具有刻画集合大小与距离的尺度.
因此完备性是MEC 范畴的概念，事实上可以构造 T OP 范畴中同一
拓扑空间分别被完备和不完备的度量诱导，见问题1.



34 1. 度量空间

2. 不动点定理

2.1. 压缩映射原理与 Banach 不动点定理.
2.1.1. 压缩映射原理.

定义 2.1. 设 f : (E, d)→ (F, δ) 为度量空间间的映射，称 f 为

(1) Hölder 映射，如果存在 λ, α > 0，使得

δ(f(x), f(y)) ≤ λ · d(x, y)α, x, y ∈ E

并称 inf{α} 为 Hölder 指数.
(2) Lipschitz 映射，如果存在 λ > 0，使得

δ(f(x), f(y)) ≤ λ · d(x, y), x, y ∈ E

并称 inf{λ} 为 Lipschitz 系数.
(3) 压缩映射，如果存在 0 < λ < 1，使得

δ(f(x), f(y)) ≤ λ · d(x, y), x, y ∈ E

并称 inf{λ} 为压缩系数.

注 2.1. 根据定义，显然有

压缩映射 ⊂ Lipschitz 映射 ⊂ Hölder 映射 ⊂ 一致连续映射

例 2.1. (1) f : (0, 1)→ R，f(x) = 1/x 是连续映射.
(2) f : [0, 1)→ R，f(x) = 1/x 是一致连续映射.
(3) f : R≥0 → R，f(x) =

√
x 是 Hölder 映射，其中 α = 1/2.

(4) f : R→ R，f(x) = |x| 是 Lipschitz 映射.
(5) f : R→ R，f(x) = 1/2|x| 是压缩映射.

压缩映射的好处是可以迭代得到唯一的不动点，它可以提升为“泛
函”方程 f(x) = x(其中 f 可以是一般压缩的“泛函”) 的解的存在唯
一性. 为此任取 x0 ∈ E，令迭代

xn = fn(x0)

我们有

d(xn+1, xn) = λnd(x1, x0)
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对 p ≥ 1，有

d(xn+p, xn) ≤ d(xn+p, xn+p−1) + · · ·+ d(xn+1, xn)

≤ (λn+p−1 + · · ·+ λn)d(x1, x0)

因此 (xn) 为 Cauchy 列，并且

(5) d(xn+p, xn) ≤
λn(1− λp)

1− λ
d(x1, x0)

上述不等式称为后验估计，即从哪一项还是迭代，以及迭代多少次达
到既定精度. 若映射 f 从 x0 开始迭代，类似的办法可以得到

d(xm, x) ≤ (λm−1 + · · ·+ λ2 + λ+ 1)d(x1, x0)

=
1− λm

1− λ
d(x1, x0)

此时若令 m→∞，假设 (xn) 收敛，则有

(6) d(lim
m
xm, x0) ≤

1

1− λ
d(x1, x0)

称为先验估计.
以上方法称为压缩映射原理，不难得到如下定理：

定理 2.1 (Banach 不动点定理). 设 (E, d) 为完备度量空间，且
f : E → E 为压缩映射，那么 f 一定存在唯一不动点，即 f(x) =

x, x ∈ E.

其中不动点 x 是唯一的，注意到若另有不动点 x′，则

0 < d(x, x′) = d(f(x), f(x′)) < λd(x, x′)

这与 0 < λ < 1 矛盾！
2.1.2. Banach不动点定理的若干应用. Banach不动点定理在分析

与微分方程中有许多应用.

应用一 ：常微分方程解的唯一性考虑如下常微分方程 Cauchy 问题

(7)

dx
dt = f(t, x)

x(t0) = x0
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我们将其转化为如下积分方程

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

视上式右侧为 x 的“泛函”，记为 T [x]，则初值问题 (7) 成为
“泛函方程”不动点问题

(8) T [x] = x

于是常微分方程解的存在唯一性问题转化为某函数空间的不
动点存在唯一性问题. 我们亟待考量如下两个方面的问题：
• 在何种空间讨论方程 (8)？空间是否完备？
• 满足何种条件的 f 使得 T 存在不动点？进一步使得 T

存在唯一不动点？
古典常微分方程中考量的空间是连续函数空间 C(R)，其

上赋予一致度量成为完备空间，见例1.5. 因而具备应用定
理2.1的条件. [22] 中证明当函数 f 是 Lipschitz 连续函数
时局部存在唯一解，并且 Lipschitz 系数越小，唯一解的存在
范围越大，见问题10. 然而定理2.1没有交代不动点存在性条
件，因此减弱 f 正则性使得解存在至何种程度暂时无法得知.
事实上，我们将在第5章考量连续映射空间 C(X,Y )中连续映
射列，用等度连续的办法证明当 f 仅连续时方程 (8) 存在解，
参见 [22].

应用二 ：偏微分方程与 Sobolev 空间若将上述问题在一个更大的框
架内考量，我们还可以研究偏微分方程解的存在唯一性. 现
代偏微分方程的基本观点基于泛函分析，特别地也将考虑方
程 (8)的不动点问题. 进一步地，我们可以严格定义前文中打
引号的“泛函”，称 T 为函数空间 X18上的一个泛函，如果 T

为 X 上的一个映射. 因此，前文中例1.6的 L是一个泛函，称
为长度泛函，方程8中的 E 是一个泛函. 泛函的作用我们一般
用 [−] 表示. 于是偏微分方程可以适当转化为研究从函数空
间 X 到函数空间 Y 的泛函 T

T : X → Y

18函数 (或一般映射) 的集合 + 结构，例如例1.3、例1.4和例1.5.
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而真正的困难不在于泛函上的技术，而是如何找到合适的空
间 X,Y 以及合适的泛函 T . 为此，Schwartz建立了广义函数
的概念，随后 Sobolev 空间用于考量现代偏微分方程，这么
做的好处是可以摆脱函数正则性不佳的限制，并且这类空间
是完备的，我们将在第10章中介绍它们.

至此，我们可以对定义完备性做一个目的性的描述：完备性是出
于应用 Cauchy 列方法19人为给定的术语.

2.2. Brouwer 不动点定理与 Schauder 不动点定理. 我们再介
绍两类不动点定理，它们基于 20 世纪 Brouwer、Schauder 等人在拓
扑学与泛函分析的工作. 在分析中的应用不似定理2.1那么显著，但刻
画了空间中紧凸集的结构.

2.2.1. Brouwer 不动点定理.

定理 2.2 (Brouwer，1911). 欧式空间 Rm 中，任意 n 维 (n ≤ m)

有界闭凸集 D 到自身的连续映射存在不动点.

我们可以基于代数拓扑的工具给一个简单的证明，参见 [5].

证明，sketch. 注意到 D 同伦于 n 维闭单位球 Dn. 我们断言不
存在 Dn 到边界 Sn−1 的收缩 r，若不然，则有如下映射的正合列：

Sn−1 ι
↪→ D

r↠ Sn−1

其中 ι 为自然含入. 诱导同调群的长正合列：

· · · → Hn(S
n−1)→ Hn−1(S

n−1)→ Hn−1(D
n)→ Hn(S

n−1)→ · · ·

由于 Hn(S
n−1) = Hn−1(D

n) = Hn(S
n−1) = 0，而 Hn−1(S

n−1) = Z，矛
盾！假设连续映射

f : Dn → Dn

不存在不动点，进而可通过 f 构造 Dn 到 Sn−1 的收缩，这是不可能
的. □

注 2.2. 从证明中不难看出，有限维情形下，定理2.2等价于如下
论断：

19避免直接讨论极限、压缩映射原理等等.



38 1. 度量空间

不存在从有界闭凸集到边界的收缩.
基于这个观察，[11] 利用证明不存在从光滑带边流形到边界的光滑收
缩，进而证明定理2.2.

此外，定理2.2在拓扑与组合上蕴含一系列命题，例如
• (Borsuk-Ulam) 任意从 n 维球面 Sn 到 Rn 的连续映射，至少
存在一对对径点同像，即

f(x) = f(−x)

• (Pancake 定理) 任给 Rn 中 n 个有界可测集，存在一张 n− 1

维超平面将每个集合分成等测的两部分.
参见 [5].

2.2.2. Schauder 不动点定理. 在第2章乃至整个泛函分析中我们将
研究“无限维”的空间. 而不动点定理中，定理2.1仍然适用，我们断
言定理2.2在“无限维”20空间是失效的. 为此，我们给一个反例.

考虑 l2 空间. 对其中单位闭球 B 作如下映射：

f : x = (x1, · · · , xn, · · · ) 7→ (
√

1− ||x||22, x2, · · · , xn, · · · )

其中 ||x||2 :=
√∑∞

n=1 x
2
n. 不难验证 f 是连续的，留作习题. 但 f 不

存在不动点，若不然，f(x) = x，那么

x1 = x2 = · · · =
√

1− ||x||22

该方程组无解.
这个问题的本质出在定理1.3上，即无限维空间有界闭集不紧，因

此我们将定理2.2的条件加强为紧凸集21. 证明可见问题14.

定理 2.3 (Schauder不动点定理). 赋范线性空间 (见定义1.1)E 中
的紧凸集 D 到自身连续映射有不动点.

20这里有必要澄清“无限维”的含义，在第2章中我们定义的赋范线性空间本身
的线性结构带来一个“维数”的概念，这里所谈的“无限维”指的是拓扑的“维数”
. 1912 年 Brouwer 基于映射度理论证明线性空间 Rn 所谈的维数等价于 Rn 作为
拓扑空间的维数，因此往后我们将其混为一谈.

21我们回忆凸集的概念. 称度量线性空间 (X, d) 的子集 A 为凸集，如果任意
x, y ∈ X，都有

λx+ (1− λ)y ∈ X, 0 ≤ λ ≤ 1
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习题一

¶ 完备性不是拓扑概念.

问题 1. 本习题意图说明完备性不是拓扑概念.
(1) 设有函数 φ(x) = x

1+|x| , x ∈ R，并定义

d(x, y) := |φ(x)− φ(y)|, ∀x, y ∈ R

证明：由此定义的 d 是 R 上的度量并和 R 上通常意义下的
拓扑一致，但 d 不完备.

(2) 更一般地，设 O 为完备度量空间 (E, d) 上的开子集，且 O 6=
E. 映射 φ : O → E × R 定义为

φ(x) =

(
x,

1

d(x,Oc)

)
:= (x, ρ(x)), ∀x ∈ O

证明：φ 为从 O 到 E ×R 的一个闭子集上的同胚. 并由此导
出 O 上存在一个完备的度量，由其诱导的拓扑和 d 在 O 上
诱导的拓扑一致，而 (O, d|O) 不完备.

¶ 完备空间的快速 Cauchy 子列技巧.

问题 2 (快速 Cauchy 子列). 证明: 度量空间 E 完备的充要条件
为若任一序列 (xn) 满足

d(xn, xn+1) ≤ 2−n

则序列收敛，我们称该序列为快速序列.

问题 3 (Lp 空间完备性的快速 Cauchy 子列证明). 本习题希望读
者通过回顾 Lp 空间 (见例1.3)完备性的证明来熟悉快速 Cauchy列的
技巧. 通过以下步骤证明 L1(X) 的完备性：

在实分析中我们知道 Lp 空间 (见例1.3) 当 p ≥ 1 时的 Minkowski 不等式 (即三角
不等式)

||f ||p + ||g||p ≤ ||f + g||p

等价于闭单位球

B := {x ∈ X : d(x, x0) ≤ 1, 固定的 x0 ∈ X}

的凸性，参见 [3, 14]，这是“无穷维”空间中的例子.
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(1) 对 L1(X) 中任一 Cauchy 列 (fn)，证明存在问题2中的快速
Cauchy 子列，即存在子列 (fnk

)k≥1，使得

|fnk
− fnk+1

| ≤ 2−k

(2) 证明 (1) 中的子列 (fnk
) 依 L1 度量收敛，进而说明 Cauchy

列 (fn) 收敛.
(3) 将上述技巧推广到 Lp 空间，其中 1 < p ≤ ∞.

问题 4 (Lp 空间完备性的实分析证明). 在本习题中我们希望读者
比较与问题3的异同. 通过以下步骤证明 Lp(X) 的完备性：

(1) 当 p <∞时，证明 Lp中 Cauchy列依测度收敛，参见 [3, 14].
进而结合实分析中的 Riesz 定理说明存在子列 (fnk

)k≥1 依 Lp

度量收敛，进而 (fn) 收敛.
(2) 证明 L∞ 是完备的.

问题 5 (Lp 空间可分). 本习题意图说明 Lp 空间的可分性.
(1) 通过以下步骤说明 Lp(Rn)22可分.

(a) 证明 Rn 上具有紧支集的连续函数空间 Cc(Rn) 在 Lp 诱
导拓扑下稠密于 Lp(Rn)；

(b) 证明 Rn 上具有紧支集的阶梯函数空间 simple(Rn)在 Lp

诱导拓扑下稠密于 Lp(Rn)；
(c) 说明 (b) 中阶梯函数空间的端点取有理数的子空间仍稠
密，进而 Lp(Rn) 可分.

(2) 证明 lp(N+) 可分. [提示：考虑集合

Qω := {(x1, · · · , xn, 0, · · · ) : xi ∈ Q}

说明它的稠密性与可数性.]

问题 6 (L∞ 空间不可分). 本习题希望说明 L∞ 是不可分的.
(1) 设 A 为度量空间 (E, d) 的不可数子集，且存在 r > 0，使得

d(x, y) ≥ r, ∀x, y ∈ A

证明：E 不可分.
22设 (Rn,LRn

,m) 为 Rn 上的 Lebesgue 测度空间.
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(2) 考虑空间 L∞([a, b])，令

A := {χ[a,s](t) : s ∈ [a, b]} ⊂ L∞([a, b])

验证：
(a) A 为 L∞ 的不可数子集；
(b) A 中任意两点 χ[a,s], χ[a,s′]，满足

d(χ[a,s], χ[a,s′]) = 1

并利用 (1) 说明 L∞ 不可分.
(3) 考虑空间 l∞(N+)，令

A := {(xn)n≥1 : xn = 0或1}

利用 (1) 证明 l∞(N+) 不可分.

¶ 压缩映射原理的进一步讨论.

问题 7 (一致连续映射的刻画). 设 f : Rn → R 为一致连续映射，
证明：存在非负常数 a, b，使得

|f(x)| ≤ a||x||+ b

其中 ||x|| 为 Rn 通常意义下的模长.

问题 8 (交换压缩映射的不动点定理). 设 (E, d) 为完备度量空间，
f, g 为 E 上可交换的压缩映射，即 f ◦ g = g ◦ f . 证明：f, g 有唯一
的、共同的不动点.

问题 9 (非交换压缩映射的不动点定理). 本习题希望推广上一习
题的结果. 设 (E, d)为完备度量空间，回忆点 x到子集 A的距离函数

ρA(x) = d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A}

并记 χ 为 E 的全体紧子集构成的集族. 对任意的 A,B ∈ K，定义

dH(A,B) := sup
x∈E
|ρA(x)− ρB(x)|

(1) 证明 dH 是一个度量，称为 Hausdorff 度量.
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(2) 证明：

dH = inf{ε ≥ 0 : A ⊂ Bϵ(B), B ⊂ Bϵ(A)}

其中 Bϵ(□) := {x ∈ E : d(x,□) < ε}.
(3) 证明度量空间 (χ, dH) 是完备可分的，称为 E 的 Gromov-

Hausdorff 空间.
(4) 现令 f1, · · · , fn 为 E 上 n 个压缩映射. 定义 (χ, dH) 上的映
射 T 为

T (A) :=
n⋃

k=1

fk(A), A ∈ χ

证明 T 是压缩映射，并由此导出存在唯一的一个紧子集 K，
使得 T (K) = K，称为 Gromov-Hausdorff 空间的不动点.

问题 10 (常微分方程唯一解). 考虑如下常微分方程 Cauchy 问题

(9)

dx
dt = f(t, x)

x(t0) = x0

我们将其转化为如下积分方程

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

视上式右侧为 x 的“泛函”，记为 T [x].
(1) 设二元函数 f 在 R2上连续，且关于 x满足 Lipschitz条件，证
明：在点 (x0, t0)的某邻域，上述方程有且仅有一条积分曲线23.
[提示：利用定理2.1.]

(2) 记 (a)中积分曲线参量 t存在区间为 (t0− δ, t0+ δ)，以 x± :=

x(t0 ± δ) 为初始条件，将上述解延拓至整个实数轴 R.

23参见 [22].



CHAPTER 2

赋范线性空间与 Banach 空间

1 赋范线性空间中的基本概念
1.1 赋范空间及其例子
1.2 范数的等价性

2 连续线性映射
2.1 有界线性算子
2.2 Banach 代数

3 Banach 空间范畴

旨趣. 实复分析与微分方程中提供给赋范线性空间足够的例子，
因此我们将其中的结构抽象出来统一讨论蕴含，它蕴含两种基本结构，
即度量拓扑与线性结构. 其中最重要的当属空间的完备性，事实上我
们研究的大部分赋范空间都是完备的，此外其上连续线性泛函构成的
空间 (称为对偶空间)一定完备，第6、7、8章中将多次研究对偶空间的
完备性. 此外，赋范空间一个在有限维与无限维上有本质的区别，这
个差异被著名的 Riesz 定理 (定理1.3) 刻画，即无限维赋范空间的有
界闭集一定非紧！然而，我们将在第8章中利用 Banach-Alaoglu 定理
(定理??) 说明对偶空间 X∗ 中 w∗-拓扑下闭单位球的紧性.

1. 赋范线性空间中的基本概念

回忆实分析中一般测度空间 (X,M, µ)蕴含测度 µ有某些双射不
变性，进而容易讨论积分，配合代数结构 (例如拓扑群) 时还要求群
作用不变性 (称为 Haar 测度). 泛函分析中基本代数结构是向量空间，
因此进一步要求与代数结构适配的度量，体现在数乘不变性和平移不
变性上，即若 x, y, z ∈ X，λ ∈ K，其中 X 为域 K 上的度量向量空
间，进而要求

d(x+ z, y + z) = d(x, y), d(λx, λy) = |λ|d(x, y)
43
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我们将度量满足平移不变性的空间称为 F-空间，参见 [17].

1.1. 赋范空间及其例子.
1.1.1. 赋范空间的定义与例子.

定义 1.1. 设 X 为域 K 上的向量空间，称 X 上的映射 p : X →
R≥0 是一个半范数，如果满足

(1) 齐次性 p(λx) = |λ|p(x), ∀λ ∈ K；
(2) 三角不等式 p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X.

称 p 是一个范数，如果还满足 p(x) = 0 当且仅当 x = 0. 称 (X, p) 为
赋范空间，此时 p 记为 || − ||.

注 1.1. (1) 由定义可知赋范空间 (X, || − ||) 在如下度量

d(x, y) := ||x− y||

下成为度量空间，因此赋范空间继承第1章中所有度量空间的
性质，特别地，在范数诱导拓扑下的收敛，称为依范数 || − ||
收敛. 同时我们称完备的赋范空间为 Banach 空间.

(2) 度量不一定能诱导范数，例如第1章度量空间例1.4的度量.

此外，第1章中例1.3、例1.5上的度量还是一个范数，分别称为 Lp

范数 (记为 || − ||p)，和一致范数.

定义 1.2. 在定义1.1的设定下，若 X 上存在乘法 · 构成环，则
称 X 是一个赋范 K-代数；进一步若 X 为 Banach 空间，则称 X 为
Banach 代数.

实分析告诉我们，L1 赋予卷积 ∗ 运算后成为一个 Banach 代数，
见问题17，参见 [3, 14].

例 1.1. n 维向量空间 Kn，其上可以赋予范数：

(1) ||x||1 :=
∑n

k=1 |xk|；
(2) ||x||p := (

∑n
k=1 |xk|p)

1/p
, 1 ≤ p <∞；

(3) ||x||∞ := max1≤k≤n{|xk|}.

其中 x = (x1, · · · , xn) ∈ Kn.
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例 1.2. 设 Mn(K)为全体 n×n规格的 K变量矩阵空间，可定义
两种范数

(1) (算子范数) ||A|| := sup|x|≤1, x∈K |Ax|;
(2) (标准范数) ||A|| := tr (AA∗)1/2.

1.1.2. 收敛与绝对收敛. 赋范空间 (X, || − ||) 中可列个向量相加的
形式和

∑∞
n=1 xn 可以用以下部分和的极限刻画：

lim
N→∞

SN := lim
N→∞

N∑
n=1

xn

称为赋范空间中的级数.

定义 1.3. (1) 称级数
∑∞

n=1 xn 收敛，如果部分和序列 (SN)

依范数 || − || 收敛. 若 (SN) 为 Cauchy 序列，则称
∑∞

n=1 为
Cauchy 级数.

(2) 称级数
∑∞

n=1 xn 绝对收敛，如果数项级数
∑∞

n=1 ||xn|| 收敛.

定理 1.1. 赋范空间 (X, || − ||) 是完备的当且仅当绝对收敛的级
数收敛.

证明. 必要性根据定义验证即可，留作习题. 下证充分性. 取 Cauchy
列 (xn)，则存在子列 (xnk

) 满足

||xnk
− xnk+1

|| ≤ 2−k

进而数项级数
∑∞

k=1 ||xnk
− xnk+1

|| 收敛，即
∑∞

k=1(xnk
− xnk+1

) 绝对
收敛，由条件知其收敛，进而子列 (xnk

)收敛，故 Cauchy列收敛. □

练习 1.1. 证明上述定理的必要性.

1.2. 范数的等价性.
1.2.1. 有限维赋范空间. 从之前的若干例子中可以看出同一集合

可以赋予不用的范数成为不同的赋范空间，不同的范数可能诱导不同
的度量，进而生成不同的拓扑. 注意到不同度量诱导的拓扑是可比的，
由如下概念保证.
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定义 1.4. 给定集合 X 上两个不同范数 p, q，称 p 强于 q，如果
存在常数 C > 0，使得

q(x) ≤ Cp(x)

称 p, q 等价，如果 q 还强于 p，即还存在常数 c > 0，使得

cp(x) ≤ q(x) ≤ Cp(x)

注 1.2. 由定义可知更强的范数诱导更粗糙的拓扑，因此在强范数
下收敛的概念在弱范数下也收敛.

配合 Heine 归结原理，我们可以刻画赋范空间间的连续嵌入 (回
忆定义1.3). 即设 (X, p), (Y, q) 为赋范空间，线性单射

f : X → Y

为连续嵌入，如果若依范数 p收敛序列 (xn)蕴含序列 (f(xn))依范数
q 收敛.

练习 1.2. (1) f : (X, p)→ (Y, q) 为连续嵌入，当且仅当单射
f 满足：存在常数 C > 0 使得

q(f(x)) ≤ Cp(x), ∀x ∈ X

(2) 一般地，f 连续当且仅当存在常数 C > 0 使得

q(f(x)) ≤ Cp(x), ∀x ∈ X

显然，同一向量空间 X，若 p 范数强于 q 范数，则存在自然的连
续嵌入 (X, p) → (X, q). 等价范数的分析学性质一致，并且诱导的拓
扑也相同，我们几乎不作区分. 事实上对于有限维赋范空间，我有如
下深刻的定理，它蕴含有限维空间度量拓扑的结构的简单性.

定理 1.2. 有限维赋范空间上的范数均等价.

证明. 设 X 为域 K 上的 n 维向量空间. 记 {ek}nk=1 为一组基，则
存在线性同构

Φ : Kn → X, (x1, · · · , xn) 7→ x :=
n∑

k=1

xkek
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设 || − || 为 X 上范数，由三角不等式得

||x|| ≤
n∑

k=1

xk||ek||

≤

(
n∑

k=1

||ek||

)
max
1≥k≥n

{|xk|}

= C · ||(x1, · · · , xn)||∞

其中 C > 0. 因此实值函数

ϕ : (Kn, || − ||∞)→ [0,∞)

其中 ϕ((x1, · · · , xn)) := ||x|| = ||Φ((x1, · · · , xn))|| 是连续1的. 由于
(K, || − ||∞) 中闭单位球面为紧集，故 ϕ 在其上取最小值 c，由范数正
定性可知 c > 0. 又单位闭球面上的点 (x1, · · · , xn) 6= 0，因此

(x1, · · · , xn)
||(x1, · · · , xn)||∞

在球面上，故

||x|| = ϕ((x1, · · · , xn)) = ||(x1, · · · , xn)||∞·ϕ
(

(x1, · · · , xn)
||(x1, · · · , xn)||∞

)
≥ c·||(x1, · · · , xn)||∞

我们有

c · ||(x1, · · · , xn)||∞ ≤ ||x|| ≤ C · ||(x1, · · · , xn)||∞

因此 X 上所有范数都等价. □

练习 1.3. 验证上述证明中的划线处.

注 1.3. 上述证明通过建立与标准向量空间 Kn 的线性同构 Φ 实
现.

练习 1.4. 证明有限维赋范空间完备. 而完备子空间是闭集，进而
任一赋范空间的完备子空间一定是闭子空间.

练习 1.5. 证明有限维赋范空间中的任一有界闭集为紧集.
1回顾连续嵌入的定义，证明之.
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1.2.2. 无限维赋范空间. 以下定理直接指明赋范空间有限与无限
维的差异，另一个反常的现象可见练习1.2.

定理 1.3 (Riesz). 设 (X, || − ||) 为赋范空间，则 X 是有限维的当
且仅当 (X, || − ||) 上的闭单位球是紧的.

注 1.4. 由定理可知，无限维赋范空间中的有界闭集不紧. 进而无
限维赋范空间一定不是局部紧的 Hausdorff 空间2.

为此我们需要一个引理.

引理 1.1. 设 (X, ||−||)为赋范空间，F 是X 的闭子空间且 F 6= X.
那么对任意 ε > 0，存在 e ∈ X，使得 ||e|| = 1 且满足 d(e, F ) ≥ 1− ε.

证明. 由 F 6= X，取 x ∈ X − F，又由 F 为闭集可知

d := d(x, F ) = inf{||d− z|| : z ∈ F}

取 y ∈ F，使得 d ≤ ||x−y|| ≤ d/(1− ε)，并设 e = x−y
||x−y||，于是 e(/∈ F )

为单位向量. 任取 z ∈ F，有

||e−z|| = || x− y
||x− y||

−z|| = 1

||x− y||
·||x−y−||x−y||·z|| ≥ 1− ε

d
·d = 1−ε

□

定理1.3的证明. 必要性见练习1.5. 下证充分性. 设 X 无限维. 取
X 中单位向量 e1，设

F1 := Kx1 := {λx1 : λ ∈ F}

由练习1.4，F1 为 X 闭子空间. 又 X 无限维，结合引理1.1，存在单
位向量 x2(/∈ F1)，使得 d(x2, F1) ≥ 1

2
在记 x1, x2 生成子空间 F2，存

在 x3 /∈ F2，使得 d(x3, F2) ≥ 1
2
以此类推，我们有 d(xn+1, Fn) ≥ 1

2
于

是得到一列单位向量 (xn)n≥1 满足

d(xi, xj) ≥
1

2
, i 6= j

因此 (xn) 不存在收敛子列，与单位球面的紧性矛盾！上述 (xn) 的选
取依赖无限维. □

2称 Hausdorff 空间 X 是局部紧的，如果每点存在紧的邻域，简为记 LCH 空间
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2. 连续线性映射

2.1. 有界线性算子. 首先我们回顾线性代数中线性映射的概念.

定义 2.1. 设 X,Y 为域 K 上的向量空间. 映射 u : X → Y 是线
性的，如果

u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y), ∀λ, µ ∈ K, x, y ∈ X

进而称 u 为线性映射或线性算子. 并令 L(X,Y ) 为全体从 X 到 Y 的
线性算子构成的集合. 特别地，当 X = Y 时，简记 L(X).

同样有线性算子 u 的核空间

keru := {x ∈ X : u(x) = 0}

并且 u 为单射当且仅当 keru = {0}.
赋范线性空间一个好处是算子的连续性可以被有界性特征.

命题 2.1. 在定义2.1的设定下，以下命题互相等价：

(1) u 在 X 上连续；
(2) u 在 X 上某一点连续；
(3) u 在 X 的原点 O 处连续；
(4) 存在 C ≥ 0，使得对任意 x ∈ X，有 ||u(x)|| ≤ C||x||.

证明. 由向量空间的定义，(1)(2)(3)互相等价，并且 (4) =⇒ (1)是
显然的，留作习题. 故只证明 (3) =⇒ (4).

设 u 在原点 O 处连续，则存在 r0 > 0，使得 ||u(y)|| ≤ 1, ∀y ∈
B(0, r0). 任取 (0 6=)x ∈ X，并设 y = r0

x
||x||，于是 y ∈ B(0, r0)，进而

||u(y)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣u(r0 x

||x||

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

从而

||u(x)|| ≤ ||x||
r0

取 C = 1
r0
得证. □

练习 2.1. 证明上述命题中 (1)(2)(3) 互相等价，以及 (4) =⇒ (1).
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定义 2.2. 在定义2.1的设定下，称 u 是有界线性算子，如果对任
意 x ∈ X，都存在常数 C ≥ 0，使得

||u(x)|| ≤ C||x||

令

||u|| := sup
x∈X, x ̸=0

||u(x)||
||x||

为 u 的算子范数. 并记全体从 X 到 Y 的有界线性算子构成的集合为
B(X,Y ). 特别地，当 X = Y 时，记为 B(X).

练习 2.2. 验证范数 ||u|| 可以等价定义为

||u|| = sup
x∈X, ||x||≤1

||u(x)|| = sup
x∈X, ||x||=1

||u(x)||

并且对任意 x ∈ X，有 ||u(x)|| ≤ ||u|| · ||x||. 这里的 ||u|| 就是上述定
义中的最佳常数 C.

练习 2.3. 证明 B(X,Y ) 是赋范线性空间.

定理 2.1. 当 Y 为 Banach 空间时，B(X,Y ) 成为 Banach 空间.

证明，sketch. 取 (un) 为 B(X,Y ) 中 Cauchy 列，任取 x ∈ X，
有

||um(x)− un(x)|| ≤ ||um − un|| · ||x||

进而 (un(x))为 Y 中 Cauchy列，由 Y 完备可知存在极限. 对每点 x，
不妨记极限为 u(x)，因此我们逐点确定算子 u.

(1) 验证 u 为线性算子，留作习题.
(2) 验证 u 为有界算子. 注意到

||u(x)− un(x)|| ≤ lim
m
||um − un|| · ||x||

进而 u = un + (u− un) 有界.
(3) 验证 u 为极限算子. 利用上式，取 ||x|| = 1，于是

||u(x)− un(x)|| ≤ lim
m
||um − un|| → 0

即可.
□
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练习 2.4. 验证上述证明中的 (1).

有限维空间的另一个直观的结果是所有线性映射连续.

命题 2.2. 设 X 为有限维赋范空间，Y 为任一赋范空间，则所有
从 X 到 Y 的线性映射都连续，即 L(X,Y ) = B(X,Y ).

证明，sketch. 设 {ei}ni=1 为 X 的一组基. 对任意 x ∈ X，都有
x−

∑n
i=1 xiei，其中 xi ∈ K. 取 u ∈ L(X,Y ) 由定理1.2，存在常数 C，

使得

||u(x)|| ≤

(
n∑

i=1

||u(ei)||

)
· ||x||∞ ≤ C

(
n∑

i=1

||u(ei)||

)
· ||x||

这说明 u 有界. □

推论 2.1. B(X,K) 是一个 Banach 空间. 并称 B(X,K) 为 X 的
对偶空间，记为 B∗，其中元素称为连续线性泛函.

2.2. Banach 代数. 我们已经知道有界线性算子容易构成 Banach
空间，下面为算子赋予乘法 · 使之成为 Banach 代数.

命题 2.3. 设 X,Y,G 为赋范空间，且 u ∈ B(X,Y ), v ∈ B(Y,G)，
于是复合映射 v ◦ u ∈ B(X,G)，并且

||v ◦ u|| ≤ ||v|| · ||u||

证明，sketch. 留作习题. □

练习 2.5. 证明上述命题.

往后我们将 v ◦u简记为 vu，并看称算子的乘法. 容易验证 B(X)

在加法与上述乘法下构成一个代数，并且当 B(X) 为 Banach 空间时
成为一个 Banach 代数. 并且可以考虑极限运算，即

lim
n
un = u, lim

n
vn = v

进而
lim
n
unvn = uv

练习 2.6. 证明上述论断.
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此外，约定代数 B(X) 中的幂运算

u0 = IX ; un+1 = unu, n ≥ 1

定理 2.2. 设 X 为 Banach 空间，令 u ∈ B(X) 且 ||u|| < 1，那么
存在 v ∈ B(X)，使得

(IX − u)v = v(IX − u) = IX

这意味着 IX − u 为同构，即在代数 B(X) 中可逆.

证明. 考虑 B(X) 中级数
∑∞

n=0 u
n，于是

||un|| ≤ ||u||n

由于 ||u|| < 1，进而
∑∞

n=0 u
n 绝对收敛，由定理1.1，进而收敛，记其

极限为 v ∈ B(X)，即

v = lim
n

n∑
k=1

uk

那么

(IX − u)v = lim
n
(IX − u)

∞∑
k=0

uk = lim
n
(IX − un+1) = IX

同理有 v(IX − u) = IX . 因此 v 为 IX − u 的逆映射. □

线性代数与矩阵论为算子理论提供了基本的例子，它们大多是有
限维的，参见 [31]，我们稍后会见到无限维矩阵的例子，见问题15.

例 2.1. 设 X 为域 K 上的 n 维向量空间，熟知 L(X)(X 上全体
线性变换) 与矩阵空间 Mn(K) 代数同构. 这个同构由给定 X 上的一
组基 {ei}ni=1 确定：对任意 x ∈ X，有表示 x =

∑n
i=1 xiei，进而定义

u 的作用为

u(x) :=
n∑

i=1

xiu(ei)
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我们记 u(ei) =
∑n

j=1 uij ∈ Kn，进而 u 唯一确定矩阵

[u] :=


u11 u12 · · · u1n

u21 u22 · · · u2n
... ... ...
un1 un2 · · · unn


容易验证 u 7→ [u] 是代数同构，其中 u 的乘法为映射的复合，矩阵的
乘法为通常的乘法.

练习 2.7. 验证上述代数同构 u 7→ [u].

关于有界线性算子，分析学中一个常用的技巧是在一个空间的稠
密子空间 (一般更易处理)上讨论性质，再将其延拓到整个空间，注意
这个延拓是保范的 (见第7章1.3.2小小节). 以下定理保证延拓的合理
性.

定理 2.3. 设 X,Y 为 Banach 空间，G 为 X 的稠密子空间，则
任意有界线性算子 u : G → Y 可以唯一地延拓地成为有界线性算子
ũ : X → Y，并且 ||u|| = ||ũ||.

证明，sketch. 任取 x ∈ X，由 G 稠密，存在序列 (xn) ⊂ G 使
得 limn xn = x. 并且

||u(xm)− u(xn)|| ≤ ||u|| · ||xm − xn|| → 0, m, n→∞

故 (u(xn)) 为 Y 中 Cauchy 列，由 Y 的完备性可知存在极限 y. 定义

ũ(x) := y = lim
n
u(xn)

显然 ũ 是线性的，留作习题. 此外，我们有

||ũ(x)|| = lim
n
||u(xn)|| ≤ lim

n
||u|| · ||xn|| = ||u|| · ||x||

因此 ũ 有界且 ||ũ|| = ||u||. 又由于

||u|| = sup
x∈G, x ̸=0

||u(x)||
||x||

≤ sup
x∈X, x ̸=0

||u(x)||
||x||

= ||ũ||

故 ||u|| = ||ũ||. □

练习 2.8. 验证上述证明中 ũ 是线性的.
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3. Banach 空间范畴

我们将域 K 上全体向量空间连同线性映射作为态射视为一个范
畴，记为 (K−VEC,L)；同时，将全体 Banach空间连同连续线性映射作
为态射视为一个范畴，称为 Banach空间范畴，记为 (BAN ,LCONT I).
可以发现 BAN 作为K−VEC的子范畴，同时也成为 (MEC, CONT I)
的子范畴. 但注意这个范畴是加性范畴但不是 Abel 范畴，参见 [34].

事实上，我们也可以将线性等距嵌入作为态射，此时记为 (BAN ,LISO)，
不难看出它成为 (MEC, ISO) 的子范畴，此时简称 Banach空间之间
的线性等距同构为同构.

我们在2.2小节中介绍了将空间 B(X) 视为一个代数，连同两个
Banach代数之间的连续的代数同态作为态射成为一个范畴，称为 Ba-
nach 代数范畴，记为 (BANA,AHOMOCONT I)，同时 BANA也
可视为 BAN 的子范畴.
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习题二

¶ 无限维空间的基.

问题 11 (Hamel 基). 设 E 为域 K 上的无限维线性空间. 设
{ei}i∈I 为 E 中一组向量，若 E 中任一向量 x 可用 {ei}i∈I 中有限个
向量唯一线性表示，即对任意 x ∈ E，存在唯一一组 {αi}i∈I ⊂ K，使
得仅有有限多个 αi 不等于零且 x =

∑
i∈I αiei，则称 {ei}i∈I 为 E 中

的 Hamel 基.

(1) 用 Zorn 引理证明 E 有一组 Hamel 基.
(2) 假设 E 还是一个赋范空间，证明 E 上必存在不连续的线性
泛函.

(3) 证明在任一无限维赋范空间上，一定存在一个比原来的范数
严格 (即拓扑不相同)强的范数. 由此说明若线性空间 E 上任
意两个范数诱导同一个拓扑，则 E 必为有限维空间.

问题 12 (Schauder 基). 设 (E, || − ||) 为赋范空间，{en}n≥1 为可
数向量组. 若对任意 x ∈ E，可被唯一表示成 x =

∑∞
n=1 xnen，其中

xn ∈ K. 其中无限求和指的是如下范数收敛：

lim
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

xkek − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 0

则称 {en}n≥1 为 E 的一个 Schauder 基.

(1) 设 E 为存在 Schauder 基的 Banach 空间，则 E 可分.
(2) 利用 (1) 的结果证明 lp 可分，其中 p <∞.

一个问题是：任一可分的 Banach空间是否一定具有 Schauder基？答
案是否定的，1973 年 Enflo 给出反例，参见 Enflo, Per. ”A coun-
terexample to the approximation problem in Banach spaces.” (1973):
309-317..

¶ 赋范空间中的凸集. 我们称赋范空间 (E, || − ||) 是严格凸的，如
果对任意单位向量 x, y ∈ E，满足

||λx+ (1− λ)y|| ≤ 1
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称一致凸的，如果对任意 0 < ε < 2，存在 δ > 0，使得对任意单位向
量 x, y ∈ E 满足 ||x− y|| > ε，都有

||x+ y|| < 2− δ

问题 13. (1) 证明：一致凸的赋范空间一定严格凸.
(2) 设 E 为 Banach 空间，C 为 E 的凸闭子集，x ∈ E，记 d =

d(x,C)，证明：
(a) 若 E严格凸，则至多存在一个元素 y ∈ C，使得 ||y−x|| =

d；
(b) 若 E 一致凸，则存在唯一元素 y ∈ C，使得 ||y−x|| = d；
(c) 若 E 严格凸且 dim(E) <∞，则 E 一致凸；
(d) 若 E 严格凸，e1, · · · , en ∈ E 线性无关，则存在唯一序
列 (x1, · · · , xn) ∈ Kn，使得

||x−
n∑

k=1

xkek||

达到最小值. 称
∑n

k=1 xkek 为 x 关于 || − || 的最佳逼近
元素.

问题 14 (Schauder不动点定理的证明). 本习题意图给出定理2.3的
一个证明.

(1) 利用 K 的紧性取有限 ε-网 {x1, · · · , xN}. 构造 K 上的函数

ρi :=

ε− d(x, xi), d(x, xi) ≤ ε

0, d(x, xi) > ε
, i = 1, · · · , N

以此构造 K → K 的映射

ρϵ(x) :=

∑N
i=1 ρi(x)xi∑N
i=1 ρi(x)

验证：ρϵ 是良定义且连续的映射，并且满足

d(ρϵ(x), x) < ε, ∀x ∈ K

(2) 定义 n 维线性空间 Vn := span{x1, · · · , xN}，以及凸包 conv：

Kϵ := conv(x1, · · · , xn)(⊂ Vn)
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验证：

fϵ : ρϵ ◦ f : Kϵ → Kϵ

是连续的，进而利用定理2.1说明存在唯一不动点，记为 xϵ.
(由于 K 是凸集，故 Kε ⊂ K.)

(3) 说明
inf{d(x, f(x)) : x ∈ K} = 0

进而由 K 的紧性说明上述最小值可取到，进而存在 f 的不
动点. [提示：注意到

d(xϵ, f(xϵ)) = d(fϵ(xϵ), f(xϵ)) = d(ρϵ(f(xϵ)), f(xϵ)) < ε

]

¶ 线性代数与矩阵论.

问题 15 (无限维矩阵). 设 A = (aij)i,j≥1 为元素取自域 K 的无穷
维矩阵. 定义任意有穷序列 x = (xj)j≥1 ⊂ K，即 xj 仅有有限个非零.
A 的作用为

A(x) =

(∑
j≥1

aijxj

)
j≥1

(1) 证明 A 可以拓展成 l∞ 上的有界线性映射当且仅当

||A||∞ := sup
i≥1

∑
j≥1

|aij| <∞

在此情形下，我们有

||A||B(l∞) = ||A||∞

故 A 定义了 l∞ 上的线性映射.
(2) 证明 A 可以拓展成 l∞ 上的有界线性映射当且仅当

||A||1 := sup
j≥1

∑
i≥1

|aij| <∞

在此情形下，我们有

||A||B(l1) = ||A||1

故 A 定义了 l1 上的线性映射.
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(3) 假设 ||A||∞, ||A||1 <∞，证明 A可以拓展为 l2 上的有界线性
映射且

||A||B(l2) ≤ ||A||1/2∞ · ||A||
1/2
1

[提示：写成如下形式∑
i,j≥1

|aij||xi||yj| =
∑
i≥1

|xi|
∑
j≥1

|aij|1/2 · |aij|1/2|yj|

然后对内部的乘积式应用 Cauchy-Schwarz不等式；再次应用
Cauchy-Schwarz 不等式证明.]

(4) 在 (3) 的条件下，A 是否能对任意 1 < p <∞ 拓展成 lp 上的
有界线性映射？

问题 16. 本习题希望将线性代数与矩阵论中的线性群论推广到泛
函分析. 回忆一般线性群 GLn(K) 可以赋予合适的拓扑成为流形，例
如 Zariski拓扑. 回忆拓扑群的概念，称拓扑空间 G是一个拓扑群，其
拓扑记为 τG，如果 G 在乘法运算 · 下构成群，并且

G×G→ G, (x, y) 7→ x · y; G→ G, x 7→ x−1

连续. 设 E 为 Banach 空间
(1) 用 GL(E) 表示 B(E) 中可逆元构成的集合. 证明 GL(E) 关
于复合运算构成拓扑群，其拓扑继承为 B(E) 的子拓扑.

(2) 证明 u → u−1, u → v−1uv，其中 v ∈ GL(E)，是 GL(E) 的
自同胚.

¶ Banach 代数的构造.

问题 17. 本习题希望回忆实分析中的卷积 ∗ 运算，并将 L1 空间
构造成为 Banach代数，回顾问题3和问题4，我们已经证明 L1 是一个
Banach 空间. 取 (R,LR,m) 为 Lebesgue 测度空间，并设 f, g ∈ L(R)，
定义卷积 ∗ 为

f ∗ g :=
∫
R
f(x− y)g(y)dm

证明 Young 不等式：

||f ∗ g||1 ≤ ||f ||1 · ||g||1

以此说明 f ∗ g ∈ L1.
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内积空间与 Hilbert 空间

1 内积空间中的基本概念
1.1 内积空间的定义与例子
1.2 可内积化范数

2 正交分解
2.1 正交补与凸闭集
2.2 正交分解

3 Hilbert 空间的对偶理论
3.1 Riesz 表示定理
3.3 伴随算子

4 完备正交系及其应用
4.1 正交系的定义与例子
4.2 Hilbert 空间的同构
4.3 Hilbert 空间中的逼近问题

旨趣. 相比赋范空间，内积空间是结构更丰富的空间，在几何中
可以定义向量的夹角与平行四边形的面积. 分析中更感兴趣的是完备
的内积空间，即 Hilbert 空间，我们将刻画这个空间中的闭凸集极小
元 (对应几何上的逼近) 以及子空间的正交分解，后者统一分解现代
分析与几何中诸多对象，见小小节2.2.2. 此外 Hilbert 空间 H 存在自
然的对偶定理，即 H ∼= H∗(Riesz表示定理，见定理3.2)，它将空间 H

自身的元素与其上连续线性泛函等同，并且基于该对偶可以更简洁地
刻画第8章中的共轭算子 (见定理??). 最后，我们介绍 Hilbert 空间中
的完备正交系，一个惊喜的结果是利用一般的 Fourier变换算子 F 可
以建立同构

F : H → l2(I)

59



60 3. 内积空间与 HILBERT 空间

后者用更简单的方式展示了空间 H 的结构，其中著名的一维 Fourier
级数逼近论、Weierstrass 第二逼近定理 (我们将在第5章中再次证明)
以及 Sturm-Liouville 理论都可以视为这个同构的直接应用.

1. 内积空间中的基本概念

1.1. 内积空间的定义与例子.
1.1.1. 内积空间的定义. 我们知道，欧式空间 Kn 中有角度与面积

的概念，这是一般赋范空间不具备的. 下面希望为空间赋予这两个概
念.

定义 1.1. 设 X 为域 K 上的线性空间，称双线性函数

u : X ×X → K

是一个半内积，如果满足

I1 线性性

u(λx+ µy, z) = λu(x, z) + µu(y, z), ∀x, y ∈ X, ∀λ, µ ∈ K

I2 (共轭) 对称性 u(x, y) = u(y, z), ∀x, y ∈ X；
I3 非负性 u(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ X.

此时称 (X, u) 为一个半内积空间. 称半内积 u 是一个内积，往后记
为 < −,− >，如果满足：< x, x >= 0 当且仅当 x = 0. 此时称
(X,< −,− >)1为一个内积空间.

注 1.1. 当 K = C时，u关于第二个分量的线性性为共轭
线性，即

u(x, λy + µz) = λu(x, z) + µu(y, z), ∀x, y ∈ X, ∀λ, µ ∈ K

定理 1.1 (Cauchy-Schwarz 不等式). 设 (X, u) 为半内积空间，则
有

|u(x, y)|2 ≤ u(x, x) · u(y, y), ∀x, y ∈ H

并且取等号“=”当且仅当 x 与 y 成比例，即存在 (0 6=)λ ∈ R 使得

x = λy

1本章中简记为 X.
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证明. 设 λ ∈ K, x, y ∈ X，考察

0 ≤ u(x− λy, x− λy)

= u(x, x)− 2Re(λu(y, x))− |λ|2u(y, y)

其中 Rez 表示复数 z 的实部. 事实上，上式中的

2Re(λu(y, x)) = αu(y, x) + λu(x, y)

我们回忆符号函数 sgn 的概念，即

sgnk :=

 k
|k| , z ∈ K

0, k = 0

特别地，当 K = C 时，就是取单位复数 eiθ，其中 θ 表示复数 k 的辐
角；当 K = R 时，就是取实数的正负号.

将 < y, x > 写作 Bsgn < y, x >，λ 写作 tsgnλ，进而 B, t ∈ R.
以及令 A =< y, y >，C =< x, x >. 特别地，取 sgnλ = e−iθ =

sgn < y, x >. 进而

0 ≤ u(x, x)− 2Re(λu(y, x))− |λ|2u(y, y) = C − 2Bt+ At2 =: q(t)

注意到 q(t) 是关于实变量 t 的非负二次函数 (不失一般性，不妨 A >

0)，根据判别式
∆ = B2 − 4AC ≤ 0

即证. 不难看出，取等号当且仅当 x = λy, (0 6=)λ ∈ R. □

练习 1.1. 完善上述不等式中取等号情形的证明.

Cauchy-Schwarz 不等式一个直接的用途是说明 (半) 内积可以诱
导 (半)范数 (准确而言是证明三角不等式)，即在 (半)内积空间 (X, u)

中，令

p(x) := u(x, x)1/2, x ∈ X

其中半范数 p 性质的验证是直接的，留给读者补充. 进而称 p 为 (半)
内积诱导的 (半) 范数，此时

(10) (X, || − ||) 成为一个赋范空间.
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，如果 p = || − || 是一个范数. 若范数完备则称为 X 为 Hilbert
空间，本章中若无其他说明，简记 Hilbert 空间为 H. 此外，同样可
以验证
(11)
内积函数 < −,− > 的每个分量映射 (见第6章推论2.2) 在上述范数诱导的拓扑下连续.

注意，一般两个赋范空间的笛卡尔积 X × Y 上的线性映射称为双线
性映射，每个分量映射连续不一定蕴含整个双线性映射连续，第6章推
论2.2证明当 X,Y 完备时双线性映射是连续的，因此 Hilbert 空间上
的内积函数是双线性的连续泛函. 一般地，半内积函数 u 在上述半范
数 p 诱导的拓扑下每个分量连续，见第4章.

练习 1.2. 证明上述论断 (10) 和论断 (11).

1.1.2. 内积空间的例子. 第1章的例子中，例1.3中的 L2 是内积空
间，其中内积 (定义的良性由 Hölder 不等式保证，即若 f, g ∈ L2，则
fg ∈ L1) 为

< f, g >:=

∫
X

f · gdµ

其诱导的范数恰为 || − ||2. 此外 l2(N) = K∞ 为内积空间，内积为

< x, y >:=
∞∑
k=1

xkyk

特别地，l2(n) := l2(I) = Kn 为内积空间，其中 |I| = n，内积为

< x, y >:=
n∑

k=1

xkyk

上述空间都是 Hilbert 空间. 此外，例1.5中取 X = [0, 1], Y = K，可
以定义内积

< f, g >:=

∫ 1

0

fg

但注意此内积诱导的范数下空间不是完备的，熟知 L2 是它的完备化
空间.
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注 1.2. (1) 一种规避 K∞ 中无限求和 (涉及极限) 的办法是
定义集合 K 的弱直积 Kw，其中

Kw := {(x1, · · · , xn, · · · ) ∈ K∞|仅有限个 xn 非零}

内积为 < x, y >:=
∑∞

k=1 xkyk，是有限求和.
(2) 也可以在 Kn 甚至 Kw 中定义“非自然”的内积，即

< x, y >:=
∞∑
k=1

f(k)xkyk

其中 f(k) ∈ K 称为权重函数. 特别地，若存在 f(k) = 0，此
时内积弱化为半内积；可取 f(k) = 1

2π
, 1
k
, 1
2k
, kα，其中 α ∈ R

等等.

1.2. 可内积化范数. 几何中，利用内积可以妥善定义空间中向量
的夹角和平行四边形的面积，例如 X 中两非零向量 x, y 夹角 θ 的余
弦：

cos θ := < x, y >

||x|| · ||y||
注意到定理1.1保证余弦定义的良性，这是一般范数尚不具备的，参见
[8]，因此一般的范数空间无法良性定义角度和面积. 一个自然的问题
是：什么样的空间是内积空间？换言之，什么样的范数由内积诱导 (我
们称该范数为可内积化范数)？事实上，存在某种空间，其上不存在可
内积化的范数，见问题23.

命题 1.1 (极化恒等式). 设 H 为内积空间.

(1) 当 K = R 时，有

(12) < x, y >=
1

2
(||x+ y||2 − ||x|| − ||y||2)

(2) 当 K = C 时，有

(13) < x, y >=
1

4

3∑
k=0

ik||x+ iky||2

利用内积的定义直接验证即可，留作习题.

练习 1.3. 证明上述命题.
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利用上述命题，容易验证，内积空间间的线性等距嵌入 u : X → Y

一定保内积，即

< u(x), u(y) >=< x, y >, ∀x, y ∈ X

练习 1.4. 证明上述论断.

定理 1.2 (平行四边形公式). 设 (X, ||−||)为赋范空间. 范数 ||−||
可内积化，即由某个内积 < −,− > 诱导，当且仅当如下平行四边形
公式成立：

(14) ||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2
(
||x||2 + ||y||2

)
证明. 必要性是显然的. 下证充分性. 只考虑 K = R 的情形 (K =

C 的情形是同理的)，K = C 利用等式13同理讨论. 定义映射

< −,− >: X ×X → R

为

< x, y >:=
1

2

(
||x+ y||2 − ||x|| − ||y||2

)
显然有对称性与非负性，故只要验证线性性 (固定 y，x 7→< x, y > 线
性). 分以下三步验证：

Step 1 先证有 < 2x, y >= 2 < x, y >. 注意到

< 2x, y > =
1

2

(
||2x+ y||2 − ||2x|| − ||y||2

)
=

1

2

[(
||2x+ y||2 + ||y||2

)
− 2||y||2 − ||2x||2

]
=

1

2

[
1

2

(
||2x+ y + y||2 + ||2x+ y − y||2

)
− 2||y||2 − ||2x||2

]
= ||x+ y||2 − ||x||2 − ||y||2

= 2 < x, y >

其中上式第三个等号用公式14.
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Step 2 下面证明可加性 (< x+ z, y >=< x, y > + < z, y >). 由上一
步，我们有

< x, y > + < z, y > = 2

〈
x,

1

2
y

〉
+ 2

〈
z,

1

2
y

〉
=

∣∣∣∣∣∣∣∣x+ 1

2
y

∣∣∣∣∣∣∣∣2 − ||x||2 − ∣∣∣∣∣∣∣∣12y
∣∣∣∣∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∣∣∣∣z + 1

2
y

∣∣∣∣∣∣∣∣2 − ||z||2 − ∣∣∣∣∣∣∣∣12y
∣∣∣∣∣∣∣∣2

=
1

2

(
||x+ z + y||2 + ||x− z||2

)
− 1

2

(
||x+ z||2 + ||x− z||2

)
− 1

2
||y||2

=
1

2

(
||x+ z + y||2 − ||x+ z||2 − ||y||2

)
=< x+ z, y >

Step 3 最后验证数乘 (< λx, y >= λ < x, y >). 由上一步，对任意自
然数 n，有 < nx, y >= n < x, y >，于是

1

n
< x, y >=

1

n

〈
n
1

n
x, y

〉
=

〈
1

n
x, y

〉
从而对任意 m

n
∈ Q，都有〈m
n
x, y
〉
=
m

n
< x, y >

再由内积函数的连续性，可知上述性质对全体实数成立.
□



66 3. 内积空间与 HILBERT 空间

2. 正交分解

本节以及本章后两节中我们均在 Hilbert 空间 H 的框架下讨论.

2.1. 正交补与凸闭集.
2.1.1. 正交补空间.

定义 2.1. 设 H 为内积空间，称 x, y(∈ H) 正交，如果

< x, y >= 0

记为 x⊥y，此外，对任意 A ⊂ H(特别地，A 为单点集 {x})，称

A⊥ := {x ∈ H : x⊥y, y ∈ A}

为子集 A 在 H 中的正交补.

注 2.1. 对内积空间 H 中任一子集 A，它的正交补 A⊥ 是 H 的
线性子空间，由内积的连续性，A⊥ 是闭子空间，并且有

A⊥ = (A)⊥ = (spanA)⊥ = (spanA)⊥

其中 A 和 spanA 分别表示 A 的 (拓扑) 闭包和线性包络，即

spanA =

{
n∑

k=1

λkxk : xk ∈ A, λ ∈ K, ∀1 ≤ n ≤ |A|

}
2.1.2. 极小元引理. 为了研究 Hilbert 空间中闭凸集的逼近性质.

首先我们引入一个基本的观察，称为 Hilbert 空间中凸闭子集的极小
元引理，在欧式平面 R2 中具有极强的几何含义.

引理 2.1 (极小元引理). 设 C 为Hilbert空间 H 的凸闭子集，则
C 中范数最小的元素是存在且唯一的，称为 C 的极小元.

证明. 回忆平行四边形公式，即定理1.2

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2
(
||x||2 + ||y||2

)
, ∀x, y ∈ H

令 δ := inf{||x|| : x ∈ C}，我们将说明 C 中存在唯一元素 x 使得
||x|| = δ. 将 x/2, y/2 代入上式平行四边形公式，整理得

1

4
||x− y||2 = 1

2
||x||2 + 1

2
||y|| −

∣∣∣∣∣∣∣∣x+ y

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2
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由于 C 为凸集，于是 x+y
2
∈ C，进而

||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2 − 4δ2

上式说明范数取到 δ 的元素是唯一的. 下证存在性.
取 (yn)n≥1 ⊂ C 使得 ||yn|| → δ. 将上式中的 x, y 替换为 ym, yn，

于是

||ym − yn||2 = 2||ym||2 + 2||yn||2 − 4δ2

因此 (yn) 为 H 中 Cauchy 列，由完备性可知收敛于某点 x，又由 C

为闭集，于是 x ∈ C. 这里的 x 就是所求的极小元. □

注 2.2. 上述证明中，H 的完备性是必要的.

2.2. 正交分解.
2.2.1. Hilbert 空间中的正交分解.

定理 2.1 (正交分解). 设 E 为 H 的 (闭) 向量子空间. 存在唯一
的一对线性映射 P,Q 使得 P : H → E 以及 Q→ E⊥，并且如下分解

x = Px+Qx, ∀x ∈ H

时唯一的，一般我们记为

H = E ⊕ E⊥

称为 Hilbert空间的正交分解. 称 P 为子空间 M 的 (正交) 投影算子.
此外，这对映射满足：

(1) Px = x,Qx = 0，如果 x ∈ E；Px = 0, Qx = x，如果 x ∈ E⊥.
(2) 最佳逼近

||x− Px|| = inf{||x− y|| : y ∈ E}

(3) Pythagoras 定理

||x||2 = ||Px||2 + ||Qx||2

证明. 不妨设 E 为闭子空间. 任取 x ∈ H，作陪集 x+E := {x+y :

∀y ∈ E}，显然为凸闭集. 我们将 Qx 定义为 x+E 中的极小元，由引
理2.1，定义是良性的，进而定义 Px = x−Qx.
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首先验证这对映射的像空间：由于 Qx ∈ E，因此 Px ∈ E，故
P : H → E. 此外，要说明 Qx ∈ E⊥，即说明 < Qx, y >= 0, ∀y ∈ E.
不失一般性，设 ||y|| = 1，令 z = Qx. 由极小元的定义可知

< z, z >= ||z||2 ≤ ||z − λy||2 =< z − λy, z − λy >, ∀λ ∈ K

整理得到

0 ≤ −λ < y, z > −λ < z, y > +|λ|2

最后令 λ =< z, y > 可知 0 ≤ −| < z, y > |2，因此 < Qx, y >=<

z, y >= 0. 故 Q : H → E⊥. 同时由 E 为子空间可知 P,Q 是线性的.
再说明正交分解 x = Px + Qx 是唯一的. 若还存在分解 x =

x0 + x1，其中 x0 ∈ E, x1 ∈ E⊥，那么

x0 − Px = x1 −Qx

这说明 x0 − Px ∈ E, x1 − Qx ∈ E⊥，而 E ∩ E⊥ = {O}，故只能
x0 = Px, x1 = Qx，进而唯一.

(1)(2)(3) 为映射 P,Q 性质的直接推论，留作习题. □

练习 2.1. 证明上述定理中的 (1)(2)(3).

推论 2.1. 在定理2.1的设定下，

(1) 若闭子空间 E 6= H，则存在 y ∈ H − E 使得 y⊥E.
(2) E 为 H 的子空间，

(E⊥)⊥ = E

一般地，我们有

(A⊥)⊥ = spanA

其中 A 为 H 的子集.

练习 2.2. 利用定理2.1证明上述推论.
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2.2.2. 正交分解的应用概述. 下面我们不加证明地叙述 Hilbert 空
间中正交分解的例子.

• 测度论：R 上 σ-有限的测度 µ，由 Radon-Nikodym 定理 (参
见 [3, 16])，分解为绝对连续测度 µac、奇异连续测度 µsc、点
测度 µpp：

µ = µac + µsc + µpp

进而对 L2(R, µ) 空间作分解：

L2(R, µ) = L2(R, µac)⊕ L2(R, µsc)⊕ L2(R, µpp)

参见 [3, 16].
• Hodge 理论：设 S 为紧黎曼曲面，其上全体平方可积的微分
形式在如下内积 ∫

S

ω1 ∧ ∗ω2

其中 ω1, ω2 为微分形式，∗ 为 Hodge ∗ 算子，下构成 Hilbert
空间，记为 L2(S). 并且记 H为全体调和微分构成的集合，我
们有如下正交分解：

L2(S) = E ⊕ E∗ ⊕H

其中 E := {df : d 为外微分算子，f 为 S 上紧支集光滑函数}，
E∗ := {∗df : d 为外微分算子，f 为 S 上紧支集光滑函数}.
对于黎曼流形、复流形上的 Hodge 理论，可以参见 [13, 23].
• Laplace 算子谱分解：熟知在偏微分方程中，Rn 中的无界区
域上作用的 Laplace 算子 ∆ 的谱性质不好，然而在紧区域上
作用是具有离散的谱，利用 Hilbert 空间中算子的谱理论 (见
第9章第3节，或参见 [6, 25, 2]) 可以给出空间的分解或研究
特征值. 对于流形，当流形是紧致的时候 Laplace算子同样有
离散的谱，进而可以研究其上的 L2 空间以及谱分解的第一特
征值 (与流形的 Cheeger 常数有关)，有兴趣的读者可以阅读
相关的文献.
• Sturm-Liouville 理论：
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定理 2.2. 对常微分方程齐次边值问题

(15)


X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, l)

−α1X
′(0) + β1X(0) = 0,

α2X
′(l) + β2X(l) = 0

其中 αi ≥ 0, βi ≥ 0, αi + βi > 0, i = 1, 2. 这里的 λ ∈ R 成
为特征值，对应的解 X 称为特征向量. 我们有如下结论：
(1) 上述问题的所有特征值都是非负实数. 特别地，当 β1 +

β2 > 0 时，特征值都是正数.

(2) 不同特征值对应的特征函数彼此正交，即对不同特征值
λ, µ 对应的特征函数 Xλ, Xµ，满足

< Xλ, Xµ >L2((0,l))= 0

(3) 所有特征值组成一个单调递增以无穷远点 ∞ 为极限的
序列：

0 ≤ λ1 < λ2 < · · · < λn < · · · , lim
n→∞

λn =∞

(4) 任意函数 f ∈ L2((0, l)) 可以按特征函数系展开为

f(x) =
∞∑
n=1

CnXn(x)

其中

Cn =
< f,Xn >L2

||Xn||L2

这里的无穷级数收敛指的是依 || − ||L2 范数收敛：

||f −
N∑

n=1

CnXn||L2 → 0, N →∞
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3. Hilbert 空间的对偶理论

3.1. Riesz 表示定理. 回忆实分析中的 Riesz表示定理，它揭示了
紧支集实函数空间 Cc(X)2上的任一正连续线性泛函3都形如某个 σ-代
数连同测度的积分形式. 这一定程度上揭示了空间 Cc(X) 的对偶空间
Cc(X)∗，感兴趣的读者可以参见 [16, 3]，我们不加证明地叙述这个定
理.

定理 3.1 (Riesz 表示定理). 设 X 为 LCH 空间，u 为 Cc(X) 中
正的连续线性泛函. 那么存在 X 上的包含所有 Borel 集的 σ-代数M
以及唯一的的正测度 µ使得 (X,M, µ)称为测度空间，使得泛函 u具
有如下形式：

u[f ] =

∫
X

fdµ, f ∈ Cc(X)

并且测度空间还满足以下性质：

(1) µ(K) <∞，当 K 为 X 中紧子集；
(2) 内外正则性 (参见 [3])；
(3) 完备性 (参见 [3]).

此外，实分析中 Lp 空间的共轭指标

1

p
+

1

q
= 1

可以预见 L2 空间的自对偶性，下面我们将研究一般 Hilbert空间的对
偶性质.

3.2. Hilbert 空间中的对偶.

2一般我们假设 X 为局部紧的 Hausdorff 空间 (LCH 空间)，紧支集实函数空间
定义为

Cc(X) := {f : X → R :函数 f 有紧的支集 suppf}

其中支集 suppf 定义为 suppf := {x ∈ X : f(x) 6= 0}.
3其中正泛函 u 指的是

u[f ] ≥ 0, ∀f ∈ Cc(X)
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3.2.1. Hilbert 空间的 Riesz 表示定理.

定理 3.2 (Riesz表示定理). 设 H 为域 K上的 Hilbert空间，u为
H 上任一连续线性泛函，则存在唯一的元素 y ∈ H，使得

u(x) =< x, y >, ∀x ∈ H

换言之，u =< −, y > (: H → K) ∈ H∗，并且 ||u||H∗ = ||y||H . 反
过来，任一元素 y ∈ H，映射 < −, y > 是一个连续线性泛函，并且
|| < −, y > ||H∗ = ||y||H .

证明. < −, y >∈ H∗ 由练习1.2蕴含，此外 < −, y >= ||y|| 是显然
的. 下面证明上述定理的第一个论断.

首先，不妨 u 为非零泛函，令 E = keru( 6= H)，下面寻找要求
的 y ∈ H. 断言 y ∈ E⊥(合理性由 E 为闭子空间 (容易验证) 以及推
论2.1保证)，事实上，若 y ∈ E，则 u(y) =< y, y >= 0，进而 y = 0

矛盾.
再令 (0 6= z) ∈ E⊥，即 u(z) 6= 0，设

y = λz, λ =
u(z)

||z||2
∈ K

显然 (0 6=)y ∈ E⊥，我们断言 u =< −, y >. 为此任取 x ∈ H，由定
理2.1对 x 关于 E 作正交分解，显然

x = (x− u(x)

||y||2
y) +

u(x)

||y||2
y

其中 (x− u(x)
||y||2y) ∈ E,

u(x)
||y||2y ∈ E

⊥. 因此

< x, y >=<
u(x)

||y||2
y, y >= u(x)

除此以外，唯一性留作练习. 最后，||u|| = || < −, y > || 同样是显然
的. □

练习 3.1. 验证上述证明中 E 为闭子空间，(x− u(x)
||y||2y) ∈ E 以及

元素 y 是唯一的.

注 3.1. 上述定理的证明中取 λ 的共轭原因在于 y 位于 < −,− >

的第二个分量，是共轭线性的，事实上，u 还可以对应唯一的 x ∈ X
使得 u =< x,− >，并且满足上述定理的所有结果.
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练习 3.2. 上述注记表示的结果也称为共轭版本的 Riesz 表示定
理，通过取无共轭的 λ 证明之.

事实上，定理3.2刻画了如下同构 (线性等距同构)：

Φ : H∗ → H, u 7→ y

其中 y 为定理3.2结果中的 y.

练习 3.3. 验证 Φ是共轭线性映射，即数乘满足 Φ(λu) = λy, λ ∈
C. 特别地，当 K = R 或取共轭版本的 Riesz 表示定理时，Φ 是线性
的.

3.3. 伴随算子. 我们将在第8章介绍共轭算子，其蕴含如下等距嵌
入

B(X,Y ) ↪→ B(Y ∗, X∗)

其中 X,Y 为两个 Banach 空间. 利用上述 Hilbert 空间同构的事实
(H ∼= H∗)，我们可以简化上述等距嵌入为

B(H,K) ↪→ B(K,H)

其中 H,K 为两个 Hilbert 空间.

定理 3.3 (伴随定理). 设 H,K 为两个 Hilbert空间，u ∈ B(H,K)，
则存在唯一的 u∗ ∈ B(K,H) 使得

< y, u(x) >=< u∗(y), x >, ∀x ∈ H, y ∈ K

并且 ||u∗||B(K,H) = ||u||B(H,K). 称 u∗ 为 u 的伴随算子.

证明. 任取 y ∈ K，由 u ∈ B(H,K) 以及内积的连续性，

x 7→< u(x), y >, x ∈ H

是 H 上的连续线性泛函，由定理3.2，存在唯一的 z ∈ H，使得

< x, z >=< u(x), y >

并且

||u∗|| = sup
y∈K, ||y||≤1

||u∗(y)||
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令 u∗(y) = z，于是

< u(x), y >=< x, u∗(y) >, ∀x ∈ H, y ∈ K

不难验证上述定义的 u∗ 是线性的. 最后验证 ||u∗|| = ||u||：

||u∗|| = sup
y∈K, ||y||≤1

||u∗(y)||

= sup
y∈K, ||y||≤1

sup
x∈H, ||x||≤1

| < x, u∗(y) > |

= sup
x∈H, ||x||≤1

sup
y∈K, ||y||≤1

| < u(x), y > |

= sup
x∈H, ||x||≤1

||u(x)|| = ||u||

同时也说明 u∗ 唯一. □

练习 3.4. 验证上述证明中 u∗ 是线性的.

注 3.2. 事实上，在不等同 H 与 H∗ 的情况下，上述等式应该记
为

< y∗, u(x) >=< u∗(y∗), x >, ∀x ∈ H, y∗ ∈ K∗

并且 ||u∗||B(K,H) = ||u||B(H∗,K∗)，这意味着等距嵌入 B(H,K) ↪→ B(K∗, H∗).
注意，这里的内积 < −,− > 称为“形式内积”，见第7章小小节1.3.2，
实际上表示

< −,− >: H∗ ×H → K, < −,− >: K∗ ×K → K

与传统内积的些许区别是：形式内积 < −,− > 关于第二个分量是线
性的，但在定理3.3中我们还是沿用传统内积，即关于第二个分量共轭
线性.

此外，不难得到

(1) 设 u ∈ B(H,K)，则 (u∗)∗ = u.
(2) 设 H,K 为 Hilbert 空间，映射 u 7→ u∗ 是从 B(H,K) 到
B(K,H) 的同构.

(3) 设 H,K, J 都是 Hilbert空间，u ∈ B(H,K), v ∈ B(K, J)，则

(vu)∗ = u∗v∗ ∈ B(H, J)
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由此可知，若 u ∈ B(H) 可逆，则 u∗ ∈ B(H) 也可逆，并且

(u∗)−1 = (u−1)∗

练习 3.5. 证明上述 (1)(2)(3).

定义 3.1. u(∈ B)(H) 称为酉算子，如果 u∗u = uu∗ = IH .

显然，B(H) 中所有的酉算子关于乘法构成一个群.
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4. 完备正交系及其应用

回忆线性代数中任一有限维线性空间的结构由其基决定，一般地，
在 (无限维) 赋范线性空间中可以定义 Hamel 基，见问题11，我们将
在 Hilbert 空间中讨论基. 鉴于内积与正交概念，这族基有一系列良
好的性质，以此进一步介绍 Hilbert 空间中的逼近问题.

4.1. 正交系的定义与例子.
4.1.1. 正交系的定义与性质.

定义 4.1. 设 I 为指标集 (允许不可数)，H 为 Hilbert空间，(ei)i∈I
为 H 中一族向量. 称 (ei)i∈I 线性无关，如果其中任意有限个向量线
性无关.

(1) 称 (ei)i∈I 为正交系，如果 < ei, ej >= 0, ∀i 6= j ∈ I.
(2) 称 (ei)i∈I 为幺正系，如果

< ei, ej >= δij =

1, i = j

0, i 6= j

(3) 称 (ei)i∈I 为 H 的完备幺正系，如果线性包络4span(ei)i∈I 在
H 中稠密.

此外，当 (ei)i∈I 为幺正系时，对任一元素 x ∈ H，称标量族 x̂ :=

x̂(i)i∈I(⊂ K) 为 x 关于幺正系 (ei)i∈I 的 (广义)Fourier 系数 (见定
义4.3)，其中

x̂(i) :=< x, ei >, ∀i ∈ I

注 4.1. 当 I 为可数集时，我们将上述名词“系”该称“序列”，例
如正交系 (ei)i∈I 改为正交序列 (en)n≥1.

一个直接的观察是：

4称 spanS 为子集 S 的线性包络，如果

spanS :=

∑
有限和

cnsn : sn ∈ S, cn ∈ K


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命题 4.1. 当 I 为有限集时，记 |I| = n，(ek)
n
k=1 为幺正系. 若

x =
∑n

k=1 ckek，那么

ck = x̂(k) =< x, ek >, ∀1 ≤ k ≤ n

并且

||x||2 =
n∑

k=1

||ck||2

推论 4.1. 幺正系是线性无关的.

练习 4.1. 利用上一个命题证明上述推论.

4.1.2. 正交系的例子.

(1) Kn 中的幺正系为 (ek)
n
k=1，其中

ek = (0, · · · , 1, · · · ), ∀1 ≤ k ≤ n

其中第 k 个分量取 1，其余取 0. 并且这个正交系是完备的.
(2) l2(N) = K∞ 中的幺正序列为 (ek)n≥1，其中

ek = (0, · · · , 1, · · · ), ∀k ≥ 1

其中第 k 个分量取 1，其余取 0.
(3) 我们将在第5章中证明 Fourier级数理论中的经典结果，即 L2

2π

上存在完备幺正序列 e(x)，见定义4.2.

但注意，一般幺正系不唯一. 事实上，我们可以通过 Gram-Schmidt正
交化的操作使得一列线性无关的向量成为幺正系，证明可参见 [32].

定理 4.1 (Gram-Schmidt正交化). 设 H 为 Hilbert空间，(un)n≥1

为 H 中线性无关的一列向量，那么存在一列规范正交序列 (en)n≥1，
使得

span(un)n≥1 = span(en)n≥1

4.2. Hilbert 空间的同构.
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4.2.1. Fourier 系数最优逼近. 首先逼近问题指的是：任取 Hilbert
空间中向量 x 以及有限个线性无关向量 u1, · · · , un，能否找到如下范
数的最小值

||x−
n∑

k=1

ckuk||, ck ∈ K

有限维情况下，上述最小的范数出现在当 x−
∑
ckuk与子空间 span(uk)nk=1

正交时. 通过 Gram-Schmidt 正交化向量组 (uk)
n
k=1 后，总可以不

妨记 (uk)
n
k=1 为幺正系，因此往后有限个向量的情形都简记为幺正系

(ek)
n
k=1. 我们断言的 ck 即为定义4.1中的 Fourier 系数.

定理 4.2 (Fourier 系数最优逼近). 设 H 为 Hilbert 空间，(ek)
n
k=1

为其上幺正系，则对任意 x ∈ H，都有

||x−
n∑

k=1

x̂(k)ek|| ≤ ||x−
n∑

k=1

ckek||

记 δ = ||x−
∑n

k=1 x̂(k)ek|| 以及 Px =
∑n

k=1 x̂(k)ek，我们有

||x||2 = δ2 + ||Px||2

证明，sketch. 参见 [16]. □

推论 4.2 (Bessel 不等式). 设 H 为 Hilbert 空间，(ei)i∈I 为其上
幺正系，于是

||x||2 ≥
∑
i∈I

||x̂(i)||2

关于上述推论中的求和 ∑
i∈I

||x̂(i)||2

我们需要指明它的含义，特别是当 I 为不可数集时. 为此，设 I 为任
一指标集 (可能不可数)，规定映射

ϕ : I → K

称 ϕ 在 I 上是可和的，如果存在 Φ ∈ K，使得对任意 ε > 0，存在有
限子集 J0 ⊂ I，使得∣∣∣∣∣Φ−∑

i∈J

ϕ(i)

∣∣∣∣∣ < ε, ∀J0 ⊂ J(有限)
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并称 Φ 为 φ 在 I 上的和，记为

Φ =
∑
i∈I

ϕ(i)

不难验证如下性质：

(1) ϕ 在 I 上可和当且仅当 |ϕ| 在 I 上可和；
(2) ∑

i∈I

|ϕ(i)| = sup
(有限)J⊂I

∑
i∈J

|ϕ(i)|

(3) 若 ϕ 在 I 上可和，则 (ϕ(i))i∈I 中至多可数个元素非零. (因
此我们总考虑至多可列求和.)

练习 4.2. 证明上述 (1)(2)(3).

4.2.2. Riesz-Fischer 定理. 推论4.2实际上告诉我们一个深刻的事
实：

||x̂− ŷ||l2(I) ≤ ||x− y||H

其中 I 为 H 中幺正系的指标集，容易看出 l2(I) 也是一个 Hilbert 空
间，见例1.3. 也就是说，倘若我们考虑映射

F : H → l2(I), x 7→ x̂

上述不等式蕴含连续. 注意这里的记号 F 不是偶然的，事实上一定条
件下就是 Fourier 变换算子，见定义4.3. 我们断言 F 是一个满射，如
果 H 是完备的；此外，为 I 附上更多条件 (当 (ei)i∈I 完备时)，可能
使得 F 是一个等距 (进而为单射)，进而 F 实现 Hilbert 空间的同构：

H ∼= l2(I)

首先，我们来刻画 F 的满性.

定理 4.3 (Riesz-Fischer，1907). 设 H 为 Hilbert 空间，(ei)i∈I 为
其上幺正系. 对任意 ϕ ∈ l2(I)，存在 x ∈ H 使得 ϕ = x̂.

证明. 令

In := {i ∈ I : |ϕ(i)| > 1/n}, n = 1, 2, · · ·
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于是 |In| · (1/n)2 ≤ ||ϕ||2，这说明 In 为有限集. 再令

xn :=
∑
i∈In

ϕ(i)ei, n = 1, 2, · · ·

我们有 x̂n = ϕ · χAn，其中

χAn(i) :=

1, i ∈ An

0, i /∈ An

注意到此时
x̂n(i) 7→ ϕ(i) 当n→∞, ∀i ∈ I

并且 |ϕ− x̂n|2 ≤ |ϕ|2. 由控制收敛定理 (参见 [3, 16]) 可知

||ϕ− x̂n||l2 → 0

由于 In 为有限集，由定理4.2可知

||xn − xm||H = ||x̂n − xm||l2

因此 (xn)n≥1 为 Cauchy 列，由完备性，存在极限 x = limxn ∈ H. 故
对任意 i ∈ I，我们有

x̂(i) =< x, ei >= lim < xn, ei >= lim x̂n(i) = ϕ(i)

因此 x̂ = ϕ. □

4.2.3. 完备正交系. 最后，我们再来说明何时 F 是一个等距.

定理 4.4. 设 H 为 Hilbert 空间，(ei)i∈I 为其上幺正系. 以下说法
互相等价：

(1) (ei)i∈I 在 H 中是极大的，即对任意 (0 6=)x ∈ H，都使得
{(ei)i∈I , x} 为线性相关的向量组.

(2) (ei)i∈I 为完备幺正系.
(3) 对任意 x ∈ H，都有

||x||2 =
∑
i∈I

|x̂(i)|2

(4) 对任意 x, y ∈ H，都有

< x, y >=
∑
i∈I

x̂(i)ŷ(i)
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注 4.2. (1) 因此我们也称完备幺正系为极大幺正系，参见 [16].
(2) (3) 称为 Parseval 恒等式
(3) (4)中运算的合理性由 Hölder不等式保证，即若 x̂, ŷ ∈ l2，则

x̂ŷ ∈ l1. 而 (3) 是 (4) 的自然推论.

证明. 我们采用 (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4) =⇒ (1).
(1) =⇒ (2). 若不然，由推论2.1可知存在 (0 6=)y ∈ span(ei)⊥i∈I，使

得 {(ei)i∈I , y} 线性无关，与条件矛盾.
(2) =⇒ (3). 对任意 x ∈ H, ε > 0，由 span(ei)i∈I 稠密以及定

理4.2可知存在 z ∈ span(ei)i∈I 使得

||x− z|| < ε

其中

z =
∑

ik, 有限和

x̂(ik)eek

因此

(||x|| − ε)2 ≤ ||z||2

=
∑

ik, 有限和

x̂(ik)eek

≤
∑
i∈I

|x̂(i)|2 = ||x̂||l2

最后令 ε→ 0 以及推论4.2可知

||x||2 =
∑
i∈I

|x̂(i)|2

(3) =⇒ (4). 注意到 (3)等价于 < x, x >=< x̂, x̂ >，对任意 λ ∈ K，
有

< x+ λy, x+ λy >=< x̂ + λŷ, x̂ + λŷ >

于是

λ < x, y > +λ < y, x >= λ < x̂, ŷ > +λ < ŷ, x̂ >

分别取 λ = 1, i，可得

< x, y >=< x̂, ŷ >
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(4) =⇒ (1). 若不然，存在 (0 6=)z ∈ H 使得 < z, ei >= 0, ∀i ∈ I，
令 x = y = z，进而

< x, y >= ||z||2 6= 0

这与 < z, ei >= 0 矛盾. □

4.2.4. 可分与不可分 Hilbert空间. 因此，对于有完备幺正系的Hilbert
空间，我们建立了如下同构：

H → l2(I), x 7→ x̂

其中 I 为完备幺正系的指标集.
根据 Lp 空间理论，l2(I) 空间的同构仅依赖于指标集 I 的基数

(参见 [3]). 因此我们将判别具有完备正交系的 Hilbert 空间之间的同
构问题转化为判别其中完备正交系的指标集的基数！一个诱人的问题
是：是否所有 Hilbert空间都有完备的正交系？一旦解决这个问题，那
么 Hilbert 空间具有类似线性代数中有限维线性空间的“简单”结构，
即“维数决定同构”.

一个最简单的观察是：有限维 Hilbert 空间同构当且仅当维数一
致. 这个论断可以直接作为定理1.2的推论，但同时被如下同构

H → l2(I), |I| = dimH <∞

蕴含. 更进一步地，若 Hilbert空间有可数的稠密子集，只需要对其施
以 Gram-Schmidt 正交化可以得到完备正交系，参见 [32]，这个证明
方式被称为构造性证明，即完备正交系是可构造的. 另外，该构造方式
是逐个归纳的，因此正交系中向量的个数可数. 因此，可分的 Hilbert
空间一定存在 (可数) 完备正交系. 所幸我们遇到的大部分 Hilbert 空
间都是可分的，例如 l2n, l

2(N).
事实上，也存在不可分的 Hilbert 空间，下面给出构造. 设 I 为

指标集 (不一定可数)，定义

l2(I) = {x = (xi)i∈I : ||x||l2 <∞}

其中

||x|| := sup
(有限)J⊂I

(∑
i∈J

|xi|2
)1/2
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不难验证 l2(I) 为 Banach 空间. 在可和的意义下，定义其上内积为

< x, y >:=
∑
i∈I

< xi, yi >, ∀x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I

可以验证上述范数由该内积诱导，因此 l2(I) 在该内积下成为 Hilbert
空间. 我们取 l2(I) 中特殊的元素 ei，使得仅在第 i 位取 1，剩余全取
0，得到一族元素 (ei)i∈I，正好成为 l2(I) 的完备正交系. 此时，当 I

不可数时 (ei)i∈I 中元素个数也不可数，进而 l(I) 不可分.

练习 4.3. (1) 验证上述构造的范数 ||−||被上述内积< −,− >

诱导.
(2) 验证 (ei)i∈I 为完备正交系.

最后，对于不可分的 Hilbert 空间，我们可以通过 Zorn 引理说明
完备正交系的存在性.

定理 4.5 (完备正交系的存在性). 任一 Hilbert空间存在完备幺正
系.

证明. 设 O 为 Hilbert 空间 H 中全体非空幺正系构成的集族. 定
义其上偏序关系为包含关系 ⊂. 设 S 为 O 中任一全序子集族，显然⋃

S⊂S

S

为上界. 由 Zorn 引理可知该偏序集存在极大元 M . 断言 M 为完备
幺正系. 若不然，由推论2.1，存在 y ∈ H 使得 y ∈ spanM⊥，再由定
理4.4的 (1) 推出矛盾. □

4.3. Hilbert 空间中的逼近问题. 我们在问题13与引理2.1中研究
了一般赋范空间中的凸集的逼近，并且定理2.1中刻画了闭子空间投影
的最佳逼近. 逼近理论在古典分析中就有不少例子，例如 Fourier 级
数在连续函数空间中的最佳逼近性，参见 [20]，以及第5章中研究连续
函数空间甚至一般可积函数空间中的稠密子空间. 我们将在本节中利
用 Hilbert 空间完备正交系的存在性 (给出非构造性与构造性的证明)
研究 Fourier 级数与三角多项式在 L2

2π 空间 (见定义4.2) 中的应用.



84 3. 内积空间与 HILBERT 空间

4.3.1. 一维 Fourier 分析. 下面仅考虑 R 上以 2π 为周期的函数，
[20] 中将其称为圆周 S1 上的函数，因此只在区间 [−π, π] 上考虑，并
设 [−π, π] 上的测度为规范化后的 Lebesgue 测度，记为 dx

2π
. 首先需要

明确几个函数空间和序列空间的定义.

定义 4.2. 以下定义一维 Fourier 分析中的常用函数空间：

(1) 设测度空间 ([−π, π],L, dx
2π
)，其中 L为区间 [−π, π]上的 Lebesgue

σ-代数，取其上的 Lp 空间，记为 Lp
2π，其中 0 < p ≤ ∞. 定

义当 1 ≤ p <∞ 时的 Lp 范数为

||f ||Lp
2π

:=

(∫ π

−π

|f(x)|pdx
2π

)1/p

当 p =∞ 时，对应的 L∞ 范数就是通常定义的 L∞ 范数. 注
意，dx

2π
为 [−π, π] 上的概率测度. 并且由 Hölder 不等式可知

Lq
2π ⊂ L

p
2π, ||f ||Lp

2π
≤ ||f ||Lq

2π

其中 1 ≤ p < q ≤ ∞
(2) C2π 表示区间 [−π, π] 上以 2π 为周期的连续函数构成的空
间，可知 C2π ⊂ C([−π, π]). 取其上的范数为通常的一致范数
|| − ||∞，即

||f ||∞ = sup
x∈[−π,π]

|f(x)| = sup
x∈R
|f(x)|

(3) P(Ω) 表示欧式空间 Kn 中开区域 Ω 上全体 K 系数多项式构
成的空间，可知 P(Ω) ⊂ C(Ω,K). 特别地，我们用 P 表示闭
区间 [−π, π] 上全体复系数多项式构成的空间.

(4) T 表示闭区间 [−π, π] 上全体三角多项式构成的空间，可知
T ⊂ C([−π, π],C)，并且 T 中任一元素 T 可以表示为

T (x) =
n∑

k=m

cke
ikx, ck ∈ C, m < n ∈ Z

定义一维 Fourier 分析中的常用序列空间：

(1) c0(Z) 表示在无穷远处消失的复数序列空间，即

c0(Z) := {c = (cα)n∈Z ⊂ C : lim
|n|→∞

}cn = 0
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规定其上范数为极大范数，即 ||c||∞ = supn∈Z |cn|. 特别地，
可取 c0(N).

(2) e(x) := (en(x))n∈Z = (einx)n∈Z，称为三角基.

注 4.3. 显然 T 为 C2π 和 Lp
2π 的向量子空间.

此外，定义一维 Fourier 分析中几个基本概念，关于一般空间上
的 Fourier 分析可见第10章..

定义 4.3. (1) 定义 L1
2π 上的 Fourier 变换算子 F，即

F [f ](ξ) := f̂(ξ) :=

∫ π

−π

f(x)eiξx
dx
2π
, ∀f ∈ L1

2π, ξ ∈ R

特别地，当 ξ = n ∈ Z，记为

f̂(n) =

∫ π

−π

f(x)einx
dx
2π

称为 f 的第 n 个 (狭义)Fourier 系数，并且将 f 的所有
Fourier 系数构成的序列记为

F [f ] =
(
f̂(n)

)
n∈Z

(2) 定义 (1) 中的序列 F [f ] 连同三角基 e(x)(见定义4.2中序列空
间的 (2)) 为 C2π 上函数 f 的 Fourier 级数或称 Fourier 展
开，即

f(x) ∼
∑
n∈Z

f̂(n)einx

并且称

SN(f)(x) :=
∑
|n|≤N

f̂(n)einx

为 Fourier 级数的部分和.
(3) 称

DN(x) :=
∑
|n|≤N

einx =
sin(N + 1/2)x

sin(1/2)x

为 Dirichlet 核.
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注 4.4. (1) 有些文献将 Fourier 变换算子定义为

F [f ] :=
∫ π

−π

f(x)e−2πiξxdx

例如 [20].
(2) 事实上，广义的 Fourier 变换算子定义在一般 L2 空间甚至广
义函数空间上，见第10章，或参见 [35, 6, 17].

(3) 回忆闭区间 [−π, π] 上可积函数的“规范化”卷积为

f∗g(x) :=
∫ π

−π

f(y)·g(x−y)dy
2π

=

∫ π

−π

f(x−y)·g(y)dy
2π

= g∗f(x), ∀x ∈ [−π, π]

不难验证

SNf(x) = DN ∗ f(x)

4.3.2. L2
2π 的完备正交系. 首先，L2

2π 空间中的内积定义为

< f, g >:=

∫ π

−π

f(x)g(x)
dx
2π

不难验证范数 || − ||L2
2π
由其诱导且三角基 e(x) 在该内积下是幺正系.

我们断言三角基还是完备幺正系，即

L2
2π = span(en(x))n∈Z

为此需要说明任一 L2
2π 中的函数都可以被三角多项式逼近. 由实分

析的知识 (L2
2π 的可分性，见问题5) 可知 C2π 在其中稠密. 因此只要

证明 T 在 C2π 中稠密即可，事实上，我们将在第5章中应用 Stone-
Weierstrass 定理 (定理2.2) 给一个证明. 而在本章中，可以利用好核
与恒等元逼近的技术来证明这个结果，参见 [20, 19, 16].

定理 4.6 (Weierstrass 第二逼近定理). 对任意以 2π 为周期的连
续函数 f，存在三角多项式逼近. 换言之，对任意 ε > 0，存在三角多
项式 T ∈ T 使得

|f(x)− T (x)| < ε, ∀x ∈ R

至此，我们在上一小节中建立的同构

F : L2
2π → l2(Z), f 7→ F [f ]
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其像有了具象的表示，即函数的 Fourier 展开. 在这个例子中，可以
将定理4.3以及定理4.4的 (3) 用一维 Fourier 分析的语言重新叙述，参
见 [20]，即

• (Riesz-Fischer 定理) 对任意序列 (cn)n∈Z ∈ l2(Z)，存在函数
f ∈ L2

2π 使得 (cn) 为其 Fourier 展开的系数，即

f(x) ∼
∑
n∈Z

cne
inx

• (Parseval 恒等式)

||f ||2L2
2π

= ||F [f ]||2l2 =
∑
n∈Z

|f̂ |2
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习题三

¶ 内积空间的若干性质.

问题 18. 设 A为 l2空间的子集，其元素 x = (xn)满足 |xn| ≤ 1/n，
证明 A 是紧集.

问题 19. 设 H 为内积空间，xn, x ∈ H. 并假设

lim
n
||xn|| = x, lim

n
< y, xn >=< y, x >, ∀y ∈ H

证明 limn ||xn − x|| = 0.

问题 20. 设 (xn)是 Hilbert空间 H 中的有界序列. 证明存在 (xn)

的子序列 (xnk
)，使得对任意 y ∈ H 有

lim
n
< y, xnk

>=< y, x >

问题 21. 设 H 是内积空间. (x1, · · · , xn) 是 H 中的任一向量场，
称矩阵 (< xi, xj >)ij 的行列式为向量族 (x1, · · · , xn) 的 Gram 行列
式，记作 G(x1, · · · , xn).

(1) 证明 G(x1, · · · , xn) ≥ 0；且 G(x1, · · · , xn) > 0 当且仅当向量
值 (x1, · · · , xn) 线性无关.

(2) 假设向量族 (x1, · · · , xn) 线性无关. 令 E = span(x1, · · · , xn).
证明：

d(x,E)2 =
G(x, x1, · · · , xn)
(x1, · · · , xn)

问题 22. 设 H 为一个 Hilbert空间，并设 T ∈ B(H)且 ||T || ≤ 1，
证明：

(1) T (x) = x 当且仅当 T ∗(x) = x, x ∈ H；
(2) ker(id− T ) = ker(id− T ∗)；
(3) H = ker(id− T )⊕ (id− T )(H)

¶ 内积范数的存在性.

问题 23. 本习题希望说明 Lp 空间不可内积化，其中 p 6= 2.
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(1) 设 H 为 Hilbert 空间，Dn := {−1, 1}n，证明：
1

2n

∑
(ϵk)∈Dn

||ε1x1+· · ·+εnxn||2 = ||x1||2+· · · x+||xn||2, x1, · · · , xn ∈ H

(2) 设 (E, || − ||) 为 Banach 空间，并假设有一个 E 上的内积范
数 | − | 等价于 || − ||. 证明存在正常数 a, b，使得

a
n∑

k=1

||xk||2 ≤
∑

(ϵk)∈Dn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

εkxk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ b
n∑

k=1

||xk||2, x1, · · · , xn ∈ H

(3) 1 ≤ p 6= 2 ≤ ∞，证明 lp,Lp 没有等价的内积范数.





CHAPTER 4

拓扑向量空间与局部凸空间

1 拓扑向量空间中的基本概念
1.1 拓扑向量空间的定义与性质
1.2 拓扑向量空间中的邻域基

2 半范数空间与局部凸空间
2.1 半赋范空间
2.2 局部凸空间

3 局部凸空间的例子与若干注记
3.1 局部凸空间的例子
3.2 拓扑向量空间的若干注记

旨趣. 回忆前三章中研究的空间，其上都有确切的度量结构，这
至少使得分析中的 ε − δ 语言有操作性，本章中将研究最一般的空间
——拓扑向量空间 (TVS). 事实上分析与几何中许多空间并不是赋范
空间，甚至不存在自然产生的度量，例如 (实) 可微函数空间 Cm、开
区域上全纯函数构成的空间 H 以及 Schwartz 函数空间等等. 研究这
里空间最底层的方法是直接操作拓扑，进一步是了解清楚邻域基的情
况，因此我们在第1.1、1.2小节中刻画了 TVS 中的凸集和平衡集以及
具有二者性质的邻域，注意这两个概念在第7、8中进一步刻画 w-与
w∗-紧性. 在第2节中我们将试图为一般的 TVS 赋予“度量”，其中半
范数族诱导的拓扑有极具度量的性质 (命题3.1可用于判别是否可度量
化)，即连续性的刻画 (见2.2) 和局部凸性；反过来我们又能证明局部
凸的空间的原始拓扑与一族半范数 (Minkowski 泛函) 诱导的拓扑等
价，这个事实作为第7章第3节定义弱拓扑与弱 * 拓扑的前置.

1. 拓扑向量空间中的基本概念

1.1. 拓扑向量空间的定义与性质.

91



92 4. 拓扑向量空间与局部凸空间

定义 1.1. 设 X 为域 K 上的向量空间，τ 为 X 上的拓扑. 称 X

是一个拓扑向量空间1(简称 TVS)，如果映射

(16) Φ : X ×X → X, (x, y) 7→ x+ y

(17) Ψ : K×X → X, (λ, x) 7→ λx

在拓扑 τ 下连续2，此时称 X 的线性结构与拓扑结构兼容.

命题 1.1. 设 X 是一个 TVS，则伸缩平移算子

Ta,λ : X → X, x 7→ λx+ a

是一个同胚，当 λ 6= 0 时.

证明. 注意到 Ta,λ = Φ(−, a) ◦Ψ(λ,−)，因此 Ta,λ 连续. 此外，当
λ 6= 0 时，逆映射 T−1

a,λ = Ψ(1/λ,−) ◦ Φ(−,−a) 也连续. □

定义 1.2. 设 X 是一个 TVS，A ⊂ X，

(1) 称 A 是平衡集，如果 λA ⊂ A，这里 λA := {λx : ∀x ∈ A}，
其中 ∀λ ∈ K 且 |λ| ≤ 1.

(2) 称 A 是吸收集，如果对任意 x ∈ X，存在 (0 6=)λ ∈ K，使得
x/λ ∈ A.

注 1.1. (1) 不难验证：若 A是平衡集，则 0 ∈ A且 −A = A；
特别地，当 X = C，K = C 时，平衡集一定形如圆心为原点
O 的圆盘.

(2) 存在不是平衡集的吸收集：例如在 C 中，令 A = S1 ∪ {O}，
其中 S1 := {eiθ : θ ∈ R}.

(3) 存在不是吸收集的平衡集：例如在 C 中，令 A = {reiθ : 0 ≤
r < 1, θ ∈ [−π/4, π.4] ∪ [3π/4, 5π/4]}.

命题 1.2. 设 X 是一个 TVS，A ⊂ X，则有

(1) 设 A 向量子空间 (凸集或平衡集)，则 Int(A) 亦然.
1本章中均设 X 为域 K 上的向量空间，若进一步 X 是拓扑向量空间，则记拓

扑为 τ .
2此时 X ×X,K×X 取乘积拓扑.
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(2) 设 A 为凸集，则 A 亦然；当 A 为平衡集且 O ∈ Int(A)，则
Int(A) 也为平衡集.

证明. (1) 设 A向量子空间，要证明 Int(A)为向量子空间，即
说明如下映射

ϕ : A× A→ A, (x, y) 7→ λx+ µy, ∀λ, µ ∈ K

满足 ϕ(A× A) ⊂ A. 注意到

ϕ(A× A) ⊂ ϕ(A× A) ⊂ ϕ(A× A) ⊂ A

其中第二个包含号来自于 ϕ 的连续性. 要证明凸集和平衡集，
可取 λ+ µ = 1 和 A→ A 满足 x 7→ λx 的特殊情况即可.

(2) 设 A 为凸集，即证 λInt(A) + (1 − λ)Int(A) ⊂ Int(A) 即可.
注意到事实：

(18) 当 U, V 其一为开集时，U + V 为开集.

显然 λInt(A) 为开集，于是 λInt(A) + (1− λ)Int(A) 为开集，
进而由于 A 的凸性，我们有

λInt(A) + (1− λ)Int(A) ⊂ λA+ (1− λ)A ⊂ A

而 Int(A)为 A中最大的开集，因此 λInt(A)+(1−λ)Int(A) ⊂
Int(A).
此外，设 A 为平衡集且 O ∈ Int(A). 令 |λ| ≤ 1，于是

λInt(A) ⊂ λA ⊂ A

其中第二个包含号来自于 A 是平衡集. 若 λ 6= 0，由 λInt(A)
为开集可知 λInt(A) ⊂ Int(A)；当 λ = 0 显然成立.

□

练习 1.1. 证明以上证明中的论断 (18).
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1.2. 拓扑向量空间中的邻域基.

命题 1.3. 设 X 是一个 TVS，N (x) 为 x(∈ X) 的邻域系，那么

(1) 任意 x ∈ X，N (x) = N (O) + x；V ∈ N (O) 当且仅当 λV ∈
N (O)，∀(0 6=)λ ∈ K.

(2) 任意 V ∈ N (O)，存在 U ∈ N (O)，使得

U + U ⊂ V

(3) 原点 O 的任一邻域都是吸收集.
(4) 原点 O 有平衡的开 (闭) 邻域基.

证明. (1) 利用伸缩平移算子的同胚性容易验证.
(2) 任意 V ∈ N (O)，利用 Φ 的连续性，存在 W ∈ N ((O,O))，
使得 Φ(W ) ⊂ V . 由乘积拓扑的性质，存在 U1, U2 ∈ N (O)，
使得 U1 × U2 ⊂ W . 取 U = U1 ∩ U2，于是 U ∈ N (O) 且
U × U ⊂ W . 因此

U + U = Φ(U × U) ⊂ Φ(W ) ⊂ V

(3) 任意 V ∈ N (O)，任取 x ∈ X，定义

Ψx : K→ X, λ 7→ λx

显然连续且 Ψx(0) = 0. 进而存在 λ ∈ K 满足 |λ| > 0 使得

Ψx(BK(0, |λ|)) ⊂ V

其中 BK(0, |λ|) := {k ∈ K : |k| < |λ|}，即 λx ∈ V .
(4) 首先证明存在开的平衡邻域基. 我们断言：对任意 V ∈ N (O)，
存在平衡集 U ∈ N (O)，使得

U ⊂ V

事实上，于 (3) 的证明类似，有

Ψ(BK(0, |δ|)× V ′) ⊂ V
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其中 δ ∈ K 满足 |δ| > 0 且 V ′ ∈ N (O). 即 λV ′ ∈ V 其中
|λ| ≤ |δ|. 令

U :=
⋃

|λ|<|δ|

λV ′

显然为开集，且 U ⊂ V . 取 µ ∈ K 满足 |µ| ≤ 1，于是

µU =
⋃

|λ|<|δ|

µλV ′ ⊂
⋃

|λ|<|δ|

λV ′ = U

即 U 为平衡集. 取 Int(U)，由命题1.2的 (1) 可知 Int(U) 为
满足条件的开邻域.
再证存在闭的平衡邻域基. 即证：对任意 V ∈ N (O)，存

在平衡闭邻域 W ∈ N (O)，使得

W ⊂ V

事实上，(2) 与上述开邻域的讨论，蕴含存在平衡邻域 U ∈
N (O)，使得

U + U ⊂ V

而命题1.2的 (2) 说明 U 为平衡闭邻域，为此取 W = U，只
要说明 U ⊂ V 即可. 对任意 x ∈ U，(1) 蕴含 x+ U ∈ N (x).
不难看出，存在 y ∈ U 使得 y ∈ x + U，即存在 z ∈ U 使得
y = x+ z，进而

x = y − z = y + (−z) ⊂ U + U ⊂ V

进而 x ∈ V，即 W ⊂ V .
□

赋范空间中我们知道线性算子的连续性等价于有界性，回忆命
题2.1，对于拓扑向量空间我们仍然有类似的性质.

命题 1.4. 设 X,Y 为 TVS，u : X → Y 为线性映射，则以下说法
互相等价：

(1) u 连续；
(2) u 在原点 O 处连续；

若 Y 为赋范空间，则以上两条等价于
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u 在原点 O 的某个邻域内有界.

证明. (1) =⇒ (2) 是显然的，而 (2) =⇒ (1) 由命题1.3的 (1) 与 u

的线性性蕴含. 下证 (2) =⇒ (3)，为此对任意 Y 中邻域 V ∈ NY (O)，
存在 X 中邻域 W ∈ NX(O) 使得

u(W ) ⊂ V

即
||u(x)|| ≤ sup

y∈V
||y||, ∀x ∈ W

再证 (3) =⇒ (2)，设 u 再 V (∈ N (O)) 内有界，即存在 C > 0 使得

sup
x∈V
||u(x)|| ≤ C

进而对任意 ε > 0，令 U = ϵ
C
V，我们有

||u(x)|| < ε, ∀x ∈ U

□

进而可以定义拓扑向量空间的对偶.

定义 1.3. 设X,Y 为 TVS，令 B(X,Y ) := {u : X → Y |u为连续线性映射}.
特别地，记为 B(X)，如果 Y = X；记为 X∗ 如果 Y = K，称为 X 的
对偶空间.
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2. 半范数空间与局部凸空间

2.1. 半赋范空间.
2.1.1. 半范数拓扑的构造. 回忆半范数的定义，见定义1.1. 以此可

以定义半距离

dp(x, y) := p(x− y), ∀x, y ∈ X

它显然满足：

(1) dp(x, y) ≥ 0 且 dp(x, x) = 0；
(2) dp(x, y) = dp(y, x)；
(3) dp(x, z) ≤ dp(x, y) + dp(y, z).

进而定义半距离下的开球

Bp(x, r) := {y ∈ X : dp(x, y) < r}, x ∈ X, r > 0

称 Bp(x, r)为球心 x半径 r 的开 p-球. 与度量拓扑类似，上述开 p-球
诱导 X 上的拓扑 τp，即其中的开集为若干开 p-球之并. 一个观察是：
τp 是 Hausdorff 的当且仅当 p 是一个范数，我们留给读者验证. 下面
我们希望通过一族半范数出发构造 Hausdorff 拓扑. 鉴于构造手段的
技术性，我们需要如下术语：

定义 2.1. 称半范数族 (pi)i∈I，其中 I 为指标集，是定向的，如果
对任意 i, j ∈ I，存在 k ∈ I 使得

pk ≥ max{pi, pj}

否则称不定向的.

事实上，我们总可以通过“扩充”操作使得半范数族 (pi)i∈I 定向，
为此，取任一有限子集 J ⊂ I，令

qJ := max
i∈J

pi

显然 qJ 为半范数. 扩充得到的新的半范数族 (pi)i∈I′ := (pi)i∈I ∪ (qJ)

是定向的. 我们依靠半范数族 (pi)i∈I 构造拓扑的方式为：取定开集为

O :=
⋃
α∈Γ

BqJα
(xα)
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其中 Γ 为指标集，Jα(⊂ I) 为有限子集，并且 xα ∈ X, rα > 0. 记此开
集诱导的拓扑为 τ ′3. 倘若 (pi)i∈I 可定向，只需要取开集为

O :=
⋃
i∈I′

Bpi(xi, ri)

其中 I ′(⊂ I) 为有限子集，并且 xi ∈ X, ri > 0，不难验证如此构造的
拓扑与上述拓扑 τ ′ 是一致的.

下面我们说明 τ ′ 确实是一个拓扑. 显然 ∅, X ∈ τ ′，以及任意并在
其中封闭，因此只要验证两个开集的交仍是开集. 又注意到任意两个
开集

A =
⋃
α∈Γ

BqJα
(xα, rα), B =

⋃
β∈Λ

BqJβ
(xβ, rβ)

之并为

A ∪B =
⋃
α∈Γ

⋃
β∈Λ

(
BqJα

(xα, rα) ∩ BqJβ
(xβ, rβ)

)
因此只要说明两个开 pJ -球之交是开集. 为此不妨取两个开球为B1, B2，
其中

B1 = BqJ1
(x1, r1), B2 = BqJ2

(x2, r2)

其中 J1, J2(⊂ I) 为有限子集. 不妨交集非空，任取 x ∈ B1 ∩ B2，令

r = min{r1 − dqJ1 (x− x1), r2 − dqJ2 (x− x2)}(> 0)

再令 J = J1 ∪ J2，qJ1 , qJ2 ≤ qJ . 现考虑开球 B := BqJ (x, r). 断言
B ⊂ B1 ∩ B2，为此任取 y ∈ B，于是

dqJ1 (y − x1) ≤ dqJ1 (y, x) + dqJ1 (x, x1)

≤ dqJ (y, x) + dqJ1 (x, x1)

< (r1 − dqJ1 (x, x1)) + dqJ1 (x, x1) = r1

这说明 y ∈ B1，同理 y ∈ B2，因此 B ⊂ B1 ∩ B2.

3本章中为与 TVS 原始的拓扑 τ 区分，不加说明情况下默认一般半范数族
(pi)i∈I 诱导的拓扑为 τ ′.
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2.1.2. 半范数拓扑的性质. 上文中我们已经知道，仅单个半范数诱
导的拓扑一定不是 Hausdorff 的，但一族半范数诱导的拓扑 τ ′ 具备
成为 Hausdorff 拓扑的可能性：注意到 τ ′ 是 Hausdorff 的当且仅当
半范数族 (pi)i∈I 是可分点的，即对任意 (0 6=)x ∈ X，存在 pi 使得
pi(x) 6= 0，或等价地，若 supi∈I pi(x) = 0 则 x = 0.

此外，上一节中我们介绍过拓扑结构与线性结构的相容性，期望
半范数族诱导的拓扑能够使得 X 成为拓扑向量空间.

命题 2.1. 设 (pi)i∈I 为 X 上的一族半范数，那么由 (pi)i∈I 诱导
的拓扑 τ ′ 与 X 的线性结构相容，并且拓扑 τ ′ 是使得每个 pi 连续的
最弱拓扑.

证明. 与线性结构相容只要说明定义1.1中的映射 (16) 和 (17) 在
τ ′ 下连续，为此利用半范数的三角不等式与正齐次性可以说明，留作
习题. 下面我们来说明 τ ′ 是使得每个 pi 连续的最弱拓扑. 首先说明
pi 连续. 为此任取 x0 ∈ X, ε > 0，当 x ∈ Bpi(x0, ε) 时有

|pi(x)− pi(x0)| ≤ pi(x− x0) < ε

因此 pi 在 x0 处连续.
最后说明 τ ′ 是最弱拓扑. 为此设 τ 为 X 上使得所有 pi 连续的拓

扑，下证 τ ′ ⊂ τ . 不难验证 τ 与线性结构相容 (见证明后的练习)，故
只要验证 Nτ ′(O) ⊂ Nτ (O). 任取 V ∈ Nτ ′(O)，存在有限子集 J(⊂ I)

使得 ⋂
i∈J

Bpi(0, ε) = BpJ (0, ε) ⊂ V

而 Bpi(0, ε) = p−1((−ε, ε)). 又由于 pi 在 τ 下连续，故 Bpi(0, ε) 为 τ

中开集，因此
⋂

i∈J Bpi(0, ε) 也为 τ 中开集，从而 V ∈ Nτ ′(O). □

练习 2.1. 证明定义1.1中的映射 (16) 和 (17) 在 τ ′ 下连
续.

上述论证中使用了乘积拓扑的性质，我们将半范数拓扑的乘积拓
扑性质的验证留给读者：
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练习 2.2. (1) 设 (X, (pi)i∈I) 与 (Y, (qj)j∈J) 为两个集合与其
上半范数族，分别诱导拓扑 τ1, τ2. 令 K = I × J 以及 k =

(i, j) ∈ K，规定

rk(x, y) := max
i,j
{pi(x), qj(y)}, ∀(x, y) ∈ X × Y

于是 (rk)k∈K 为直积 X × Y 上的一族半范数，且其诱导的拓
扑 τ ′ 与 τ1, τ2 的乘积拓扑一致.

(2) τ ′ 是 Hausdorff 的当且仅当 τ1, τ2 是 Hausdorff 的.

定义 2.2. 设 X 为向量空间，(pi)i∈I 为一族半范数，称 X 为半赋
范空间，记为 (X, (pi)i∈I). 称拓扑向量空间是半赋范的，如果其拓扑
可由一族半范数诱导.

定义 2.3. 称拓扑向量空间是局部凸空间 (简称 LC)，如果原点 O

存在凸的邻域基.

显然线性结构结合命题1.3的 (1) 蕴含每点有凸的邻域基.
上述讨论告诉我们：半赋范空间是拓扑向量空间. 一个自然的问

题是：任一拓扑向量空间是否是半赋范空间？即任一拓扑向量空间的
拓扑是否可由一族半范数诱导？本章最终的目的是说明半赋范空间与
局部凸空间等价，见定理2.1和定理2.2，因此上述问题归结为任一局
部凸空间是否是拓扑向量空间. 答案是否定的，事实上，实分析中 Lp

空间中单位球的凹凸性 (事实上等价于 Minkowski 不等式) 暗示我们：
Lp 空间当 0 < p < 1 时不应该是局部凸的. 见问题24.

根据半范数拓扑 τ ′ 的构造以及半范数开球的凸性可知：

定理 2.1. 半赋范空间是局部凸空间.

注 2.1. 我们需要澄清的是：向量空间 X 装备一族半范数 (pi)i∈I

诱导的拓扑 τ ′(特别地，一个半范数 p 诱导的拓扑)，其中以原点为球
心的开球的凸性与 (一族) 半范数的三角不等式等价. 留给读者验证.

回忆赋范空间 X 中范数强弱的概念 (见定义1.4)，即范数 p 强于
q，如果存在常数 C > 0 使得

q(x) ≤ Cp(x)
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进而存在强范数空间 (X, p) 到弱范数空间 (X, q) 自然的连续线性映
射 u : (X, p)→ (X, q)，它表现为

q(u(x)) ≤ C ′p(x), ∀x ∈ X

其中 C ′ 为常数. 事实上，两个半赋范空间间的连续线性映射有类似
范数的处理方式，特别地，只有一个半范数的空间.

命题 2.2. 设 (X, (pi)i∈I), (Y, (qj)j∈J)为两个半赋范空间，u : X →
Y 为线性映射. 那么 u是连续的当且仅当对任意 J 的有限子集 J ′，存
在 I 的有限子集 I ′ 以及常数 C > 0，使得

qJ ′(u(x)) ≤ CpI′(x)

其中 qJ ′ := maxj∈J ′{qj}, pI′ := maxi∈I′{pi}. 特别地，若 Y 为赋范空
间，则 u 连续当且仅当存在 I 的有限子集 I ′ 以及常数 C > 0，使得

||u(x)|| ≤ CpI′(x)

证明. 先证必要性. 对任意有限子集 J ′(⊂ J)，BqJ′ (0, 1)为 Y 中开
球. 由于 u 连续，u−1(BqJ′ (0, 1)) 为 X 中开集. 因此，存在有限子集
I ′ ⊂ I 以及 r > 0 使得

BpI′
(0, r) ⊂ u−1(BqJ′ (0, 1))

即当 x ∈ BpI′
(等价于 pI′(x) < r) 时

qJ ′(u(x)) < 1

注意到对任意 x ∈ X 以及 δ > 0，有 r
pI′ (x)+δ

∈ BqI′
(0, r)，进而

qJ ′

(
u

(
r

pI′(x) + δ
x

))
< 1

由 u 的线性性，我们有

qJ ′(u(x)) <
pI′(x) + δ

r

令 δ → 0 以及 C = 1/r，于是

qJ ′(u(x)) ≤ CpI′(x)
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再证充分性. 对任意 Y 中邻域 V ∈ NY (O)，存在有限子集 J ′(⊂
J) 以及 ε > 0，使得

BqJ′ (0, ε) ⊂ V

已知条件蕴含存在有限子集 I ′(⊂ I) 以及 C > 0，令 r = ε/C，于是

BpI′
(0, r) ⊂ u−1

(
BqJ′ (0, ε)

)
因此 u−1

(
BqJ′ (0, ε)

)
为 X 中原点 O 的一个邻域，进而 u−1(V ) 也为

O 的一个邻域，故 u 连续. □

2.2. 局部凸空间.
2.2.1. 局部凸空间的性质. 回忆命题1.3的 (4)，我们知道一般拓扑

向量空间存在平衡的邻域基，而对于局部凸的 TVS，上述平衡邻域基
可以加强为凸平衡邻域基.

命题 2.3. 设 X 为 LC，则原点 O 存在凸的平衡邻域基.

证明. 对任意 V ∈ N (O)，由局部凸性可知存在凸邻域 A(⊂ V )，
又由命题1.3的 (4)，存在平衡的邻域 B(⊂ A). 定义 B 的凸包：

U := conv(B) :=

{
n∑

i=1

λibi : 0 ≤ λi ≤ 1,
n∑

i=1

λi = 1

}
B 的平衡性蕴含 conv 为平衡集 (留作习题). 注意到 conv(B) 为包含
B 的小凸集，以及 A 的凸性可知

U ⊂ A ⊂ V

结合命题1.2可知 Int(U) 为原点 O 的凸的平衡开邻域，且

Int(U) ⊂ V

因此 O 存在凸的平衡开邻域基. 利用命题1.3的 (4) 可知原点 O 存
在平衡的闭邻域基，与上述同样的方法说明 U ⊂ V (细节留给读者补
充). □

练习 2.3. (1) 证明当 B 为平衡集时，conv(B) 为平衡集.
(2) 补充上述证明中凸的闭邻域基存在性的细节.
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2.2.2. Minkowski 泛函. 最后，我们将证明本章中最重要的一个结
果，半赋范空间与局部凸空间等价. 为此我们引入一个概念.

定义 2.4. 设 X 为 TVS，Ω 为 X 中原点 O 的凸的平衡开邻域.
称 pΩ : X → R 为关于 Ω 的 Minkowski 泛函，如果

pΩ(x) := inf
{
λ > 0 :

x

λ
∈ Ω

}
命题 2.4. 设 I(x) :=

{
λ > 0 : x

λ
∈ Ω

}
，于是

(1) I(x) = (pΩ(x),∞)；
(2) pΩ(x) < 1 当且仅当 x ∈ Ω.

证明. (2) 是 (1) 的自然推论，下面证明 (1). 断言：当 λ ∈ I(x) 以
及 µ > λ，则 µ ∈ I(x). 事实上由于 Ω 是平衡的，于是

x

µ
=
λ

µ
· x
λ
∈ Ω

又任取 λ0 ∈ I(x)，由于映射 λ 7→ x/λ 的连续性以及 x/λ0 ∈ Ω，
存在 ε > 0 使得

(λ0 − ε, λ+ ε) ⊂ I(x)

因此 I(x) = (pΩ(x),∞). □

练习 2.4. 证明上述命题中的 (2).

引理 2.1. 设 X 为 TVS，Ω,Ω1,Ω2 为原点 O 的凸的平衡开邻域，
于是

(1) Minkowski 泛函 pΩ 是 X 上的半范数，并且

Ω = {x ∈ X : pΩ(x) < 1}

(2) 若 Ω1 ⊂ Ω2，则 IΩ1(x) ⊂ IΩ2(x)，从而 pΩ2 ≤ pΩ1；
(3) 存在 Ω3 = Ω1 ∩ Ω2，使得

pΩ3 ≥ max{pΩ1 , pΩ2}

(4) pΩ 在原始拓扑 τ 下是连续的.
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证明. 上述引理中的 (2)和 (3)是显然的，留给读者验证. 其中 (1)
的

Ω = {x ∈ X : pΩ(x) < 1}

已被上一命题证明 (见上述练习). 我们只验证 pΩ 是半范数.

• 显然 pΩ ≥ 0.
• 正齐次性. 任取 (0 6=)α ∈ K 以及 x ∈ X，注意到

I(αx) =
{
λ > 0 :

αx

λ
∈ Ω

}
=

{
λ > 0 :

α
|α|x

λ
|α|
∈ Ω

}

由于 Ω 平衡，进而 α
|α|

(
x

λ/|α|

)
∈ Ω 等价于 x

λ/|α| ∈ Ω，于是
λ/|α| ∈ I(x)，这说明 λ ∈ I(αx)，等价于 λ/|α| ∈ I(x)，即

pΩ(αx) = |α|pΩ(x)

当 α = 0 时显然成立.
• 三角不等式. 取 λ ∈ I(x), µ ∈ I(y)，即 x/λ ∈ Ω, y/µ ∈ Ω. 由
于 Ω 凸，于是

x+ y

λ+ µ
=

λ

λ+ µ
· x
λ
+

µ

λ+ µ
· y
µ
∈ Ω

因此 pΩ(x+ y) ≤ λ+ µ，对 λ, µ 取下确界有

pΩ(x+ y) ≤ pΩ(x) + pΩ(y)

最后证明 (4). 对任意 ε > 0，由 (1) 可知

p−1
Ω ((−ε, ε)) = εpΩ((−1, 1)) = εΩ

即 pΩ 在原点 O 处连续. 对任意 x0 ∈ X，x ∈ x0 + Ω，我们有

|pΩ(x)− pΩ(x0)| ≤ pΩ(x− x0) < ε

因此 p 在 x0 处连续. □

定理 2.2. 设 X 为 LC，以及 (pΩ) 为半范数族，其中 Ω 取遍 X

中原点的凸平衡开邻域，那么 (pΩ) 诱导的拓扑 τ ′ 与 X 上的原始拓
扑 τ 一致. 这说明局部凸空间是半赋范空间.
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证明. 命题2.1蕴含 τ ′ ⊂ τ . 反过来，任取 V ∈ Nτ (O)，由命题2.3，
存在凸的平衡开邻域 Ω ∈ Nτ (O) 使得 Ω ⊂ V，那么

Ω = {x ∈ X : pΩ(x) < 1}

为拓扑 τ ′ 下的开单位球 BpΩ(0, 1)，即

Ω = BpΩ(0, 1) ∈ Nτ ′(O)

因此 V ∈ Nτ ′(O). 故 τ ⊂ τ ′. □
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3. 局部凸空间的例子与若干注记

3.1. 局部凸空间的例子. 所有的赋范空间都是拓扑向量空间，一
个有趣的例子是 Lp 空间当 0 < p < 1 时的情况，见问题24. 在给出大
部分非平凡的例子之前，我们叙述一个判断 Hausdorff 局部凸空间是
否可度量化的命题，感兴趣的读者可以参见 [32] p144 习题 8.

命题 3.1. 设 X 为 Hausdorff 局部凸空间，其上拓扑由半范数族
(pi)i∈I，则以下说法互相等价：

(1) X 可度量化；
(2) X 的原点 O 有可数邻域基；
(3) X 的任一点有可数邻域基；
(4) X 上的拓扑可由半范数族 (pi)i∈I 的可数的可分点的子族诱
导；

(5) X 上的拓扑可由半范数族 (pi)i∈I 的可数的可分点的定向子族
诱导；

(6) X 上的度量可由平移不变的距离诱导.

实可微函数空间是函数论与方程中主要的研究对象，我们将从闭
区间 [0, 1] 上的函数空间开始构造.

例 3.1 ((实) 可微函数空间). 设

Cm([0, 1]) := {f : [0, 1]→ R|函数 f 存在 m 阶连续导数}

其中 f (i) 表示 i 阶导函数，m ∈ N+ 或 m = ∞，后者称光滑函数空
间. 规定其上的半范数

pi(f) := sup
0≤x≤1

|f (i)(x)|, i = 1, 2, · · ·

事实上可以直接定向化为

qk(f) := sup
1≤i≤k, 0≤x≤1

|f (i)(x)|, k = 1, 2, · · ·

注意到上述半范数族可分点，利用命题3.1的 (5) 可知 Cm([0, 1]) 可度
量化，并且相应的度量是完备的 (注意到每阶导函数在相应半范数下
的收敛为一致收敛). 当 m =∞，不可用一个半范数诱导该拓扑.
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将其推广到多元函数，即考虑区域 [0, 1]d，可以定义 Cm([0, 1]d) :=

{f : [0, 1]d → R|f的 m 阶连续偏导数连续} 上的半范数为

pα(f) := sup
x∈[0,1]d

|∂αf(x)|

其中 ∂α = ∂α1
1 · · · ∂

αd
d ，α = (α1, · · · , αd) 为多重指标，∂i = ∂

∂xi
，满足

|α| = α1 + · · ·+ αd ≤ m.
对于一般区域，例如 Rd 中开区域 Ω，我们将定义半范数为

pK,α(f) := sup
x∈K
|∂αf(x)|

其中 K 为 Ω 中任一紧子集. 利用 Ω 中紧子集穷竭的方法取出一列以
包含关系递增的紧子集 (Kn)n≥1：

∅ ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ · · · ⊂ Ω

使得 (pKn,α)n≥1 是定向的可数可分点的半范数族，结合命题3.1可知
Cm(Ω) 可度量化，并且相应的度量是完备的.

但并非所有规定的半范数族诱导的拓扑可度量化，例如紧支集可
微函数空间

Cm
c := {f : [0, 1]d → R|f的 m 阶连续偏导数连续且具有紧的支撑集}

其中支撑集指的是

suppf := {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

其上定义半范数为：任取 ϕ ∈ C(Ω)，

pφ,α(f) := sup
x∈Ω
{ϕ(x)∂αf(x)}, |α| ≤ m

诱导的拓扑不可度量化.

我们曾在度量空间中列举过例1.5，现在考虑其上可能的半范数结
构.

例 3.2 (连续函数空间). 设 X 为一个局部紧的 Hausdorff 空间，
例如 X 为 Rd 或 C中的开区域，并令 C(X) := C(X,K). 规定其上的
半范数

pK(f) := sup
x∈K
|f(x)|
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其中 K 为 Ω 的任一紧子集. 通过穷竭的方法同样可以说明该半范数
族诱导的拓扑是可度量化的，并且相应的度量完备. 事实上，该拓扑
对应的收敛就是紧一致收敛，回忆例1.5中度量 ∆K 诱导的拓扑. 我们
将在第5章中进一步讨论之.

更特殊地，考虑

H(Ω) := {f : Ω→ C|f为区域 Ω 上的全纯函数}

赋予上述半范数族，同样成为完备的可度量化局部凸空间，在解析函
数论与复分析中有很大的应用，参见 [7, 10, 16, 9].

最后一个例子由法国数学家 Schwartz 构造，用于研究广义函数
空间上的 Fourier 变换，参见 [35, 25, 6, 21]，我们将在第10章中进
一步讨论.

例 3.3. 称 S(Rn) 为 Schwartz 空间 (或称速降函数空间)，其中

S(Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : ||f ||α,β <∞, ∀α, β}

其中 α, β ∈ N，且

||f ||α,β := sup
x∈Rn

|xα∂βf(x)|

其中 xα = xα1
1 · · · xαn

n . 于是 (|| − ||α,β)α,β 为 S(Rn) 上的半范数族使得
S(Rn) 成为局部凸空间. 与上述例子类似的方法可以证明 S(Rn) 是一
个可度量化空间并且度量是完备的，但不可赋范.

3.2. 拓扑向量空间的若干注记. 关于拓扑向量空间更多一般的叙
述可以参见 [32, 17].
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习题四

问题 24. 令 0 < p < 1, 考虑空间 Lp = Lp(0, 1), 并在 Lp 上赋予
距离 dp(f, g) = ‖f − g‖pp. 本习题的目标是证明 Lp 不是局部凸的且没
有非零线性泛函.

(1) 证明: Lp 是拓扑向量空间. 接下来, 我们先考虑 p = 1
2
的情

形, 用 B(r) 表示中心在原点、半径为 r 的 L 1
2
中的闭单位球:

B(r) =
{
f ∈ L 1

2
: ‖f‖

1
2
1
2

⩽ r
}
.

(2) 取 f ∈ B(
√
2r). 证明: 存在 t0 ∈ (0, 1), 使得∫ t0

0

|f(t)|
1
2dt =

‖f‖
1
2
1
2

2
.

(3) 定义

g(t) =

2f(t), 0 ⩽ t ⩽ t0,

0, t0 < t ⩽ 1,
且 h(t) =

0, 0 ⩽ t ⩽ t0,

2f(t), t0 < t ⩽ 1.

证明:
g, h ∈ B(r) 且 f =

g

2
+
h

2
.

(4) 由此导出 B(
√
2r) ⊂ conv(B(r)), 并有 conv(B(r)) = L 1

2
.

(5) 得出 L 1
2
是非局部凸的.

(6) 把以上结论推广到 0 < p < 1 的情形.
(7) 证明: Lp 上只有零线性泛函是连续的.
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空间理论的进一步讨论





CHAPTER 5

连续映射空间

1 等度连续与 Ascoli 定理
1.1 等度连续的定义与性质
1.2 Ascoli 定理：一般形式
1.3 Ascoli 定理的应用

2 Stone-Weierstrass 定理
2.1 子代数及其性质
2.2 Stone-Weierstrass 定理
2.3 Weierstrass 定理的应用

旨趣. 我们回忆古典函数逼近论中两大逼近定理，即 Weierstrass
第一第二逼近定理 (其中第二逼近定理已在第3章中给出证明)，分别
刻画任一连续函数可被多项式函数逼近以及任一周期连续函数可被三
角多项式函数逼近. 本章将把这套逼近定理推广到更一般的连续函数
空间，即研究从紧 Hausdorff 空间到一般度量空间上的连续映射能否
被满足某些条件的函数列一致逼近 (选取一致度量 ∆)，在上一部分空
间理论中被转化为子空间稠密性的问题. 又注意到连续映射构成代数，
因此一个更一般的问题是：给定连续映射空间 (代数)，存在何种性质
的稠密子代数？为此，我们先介绍 Ascoli定理，通过为逐点收敛加上等
度连续的条件刻画更一般的一致收敛，此外，通过映射族轨道的紧性
推出映射族的紧性；利用这个技术可以证明第1章在常微分方程解存
在性上遗留的问题以及单复分析中的 Montel 定理，在偏微分方程以
及 Sobolev空间中有进一步的应用，见第10或参见 [6, 35, 2]. 最后，我
们用一般形式的 Weierstrass 定理再次给出三角多项式空间 T 在 C2π

乃至 Lp
2π 中的稠密性，并且说明 Fourier 变换算子 F : L1

2π → c0(Z)
为单射，即 Riemann-Lebesgue 引理.

113
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1. 等度连续与 Ascoli 定理

本章中若不加说明，我们均假设 K 为紧的 Hausdorff空间，(E, d)
为度量空间，并且 C(K,E) 表示全体 K 到 E 的连续映射构成的集
合，其在一致度量 ∆ 下构成完备的度量空间，参见例1.5. 特别地，当
(E, || − ||) 为赋范空间时，∆ 为由范数 || − ||∞ 诱导的度量，其中

||f ||∞ := sup
x∈K
||f(x)||

当 E 为 Banach 空间时，(C(K,E), || − ||∞) 也为 Banach 空间 (参见
定理2.1). 回忆例1.5，在连续映射空间 (C(K,E),∆) 中，映射列的一
致收敛等价于依度量 ∆ 收敛，特别地，依照范数 || − ||∞ 收敛.

1.1. 等度连续的定义与性质.

定义 1.1. 设 K 为拓扑空间，E 为度量空间，H ⊂ C(K,E). 称
H 在点 x0(∈ K) 处是等度连续的，如果对任意 ε > 0，存在 x0 的邻
域 V ∈ N (x0)，使得

d(f(x), d(x0)) < ε, ∀x ∈ K, f ∈ H

进一步称 H 在 K 上等度连续 (简记为 EC)，如果其在 K 上每一点等
等度连续. 特别地，当 (K, δ) 为度量空间时，称 H 在 K 上一致等度
连续 (简记为 UEC)，如果对任意 ε > 0，存在 η > 0，使得

d(f(x), f(y)) < ε, δ(x, y) < η, ∀f ∈ H

注 1.1. (1) 若 H = {f}，H的等度连续性和一致等度连续性
也就是 f 的连续性和一致连续性. 更一般地，C(K,E) 中有
限个元素不影响任意子集 H 的 (一致) 等度连续性.

(2) 一致等度连续蕴含等度连续；Lipschitz连续甚至 Hölder连续
的函数列蕴含等度连续 (见定义2.1).

(3) 设函数列 (fn)n≥1 ⊂ C(K,E). 若 (fn)n≥1 一致收敛到 f ∈
C(K,E)，即

lim
n→∞

sup
x∈K

d(fn(x), f(x)) = 0,

则 (fn)n≥1 等度连续.
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我们知道单个映射在紧度量空间上连续等价于一致连续，对于映
射族也有类似的性质.

命题 1.1. 设 (K, δ)为紧度量空间，E 为度量空间，H ⊂ C(K,E)，
那么 H 等度连续当且仅当一致等度连续.

证明. 充分性是显然的，下证明必要性. 对任意 ε > 0，因 H 在 K

上等度连续，则对每一个 x ∈ K，存在 η(x) > 0，使得

d(f(x), f(y)) < ε, ∀y ∈ B(x, η(x)), f ∈ H

由紧性，存在有限个元素 x1, · · · , xn ∈ K，使得

K =
n⋃

k=1

B

(
xk,

η(xk)

2

)
取

η = min
{
η(x1)

2
, · · · , η(xn)

2

}
.

当 δ(x, y) < η，存在 k，使得 x ∈ B(xk,
η(xk)

2
)，进而

δ(y, xk) ≤ δ(y, x) + δ(x, xk) < η +
η(xk)

2
≤ η(xk)

于是

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), f(xk)) + d(f(xk), f(y)) < 2ε

这说明 H 一致等度连续. □

数学分析中我们知道一列连续函数逐点收敛的像不是连续函数，
例如闭区间 [0, 1] 上的连续函数列 (xn)n≥1，其逐点收敛的极限函数为

f(x) =

1, x = 1

0, x ∈ [0, 1)

不是连续的.

练习 1.1. 验证上述函数列在 [0, 1] 上不是等度连续的，并指出其
等度连续的区间.

事实上利用等度连续性可以实现连续函数列从逐点收敛到一致收
敛的过渡.
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命题 1.2. 设 K 为紧的 Hausdorff空间，E 为度量空间. 若逐点收
敛与 f 的函数列 (fn)n≥1(⊂ C(K,E)) 是等度连续的，则 f ∈ C(K,E)

并且 (fn) 一致收敛.

证明. 先证明极限函数 f ∈ C(K,E). 设 x ∈ K. 因 (fn)n≥1 等度连
续，故任取 ε > 0，存在 Vx ∈ N(x)，使得

d(fn(y), fn(x)) < ε, ∀y ∈ Vx, n ≥ 1

因此

d(f(y), f(x)) ≤ d(f(y), fn(y)) + d(fn(x), f(x)) + d(fn(y), fn(x))

≤ d(f(y), fn(y)) + d(fn(x), f(x)) + ε

因 (fn) 逐点收敛到 f，故令 n→∞，可得

d(f(y), f(x)) < ε

由此推出 f 在 x 处连续.
由于 x是K任意元素，可得 f ∈ C(K,E). 因K是紧的 Hausdorff

空间，故对任意 ε > 0，存在有限个元素 x1, · · · , xn ∈ E 及相应的邻
域 Vx1 , · · · , Vxn，使得

K =
n⋃

k=1

Vxk
.

则任取 x ∈ K，必有某个 xk 使得 x ∈ Vxk
. 那么当 n 充分大时，必有

d(fn(x), f(x)) ≤ d(fn(x), fn(xk))+d(fn(xk), f(xk))+d(f(xk), f(x)) ≤ 3ε

故 (fn) 一致收敛到 f . □

1.2. Ascoli 定理：一般形式. 下面我们介绍一般形式的 Ascoli 定
理，读者可以参见 [32, 17].

定理 1.1 (Ascoli 定理，一般形式). 设 K 为紧的 Hausdorff 空间，
(E, d) 为度量空间，H ⊂ C(K,E). 则 H 在 C(K,E) 中相对紧 (即 H
紧) 当且仅当：

(1) H 等度连续；



1. 等度连续与 ASCOLI 定理 117

(2) 对任意 x ∈ K，映射列 H 的轨道

H(x) := {f(x) : f ∈ H}

在 E 中相对紧.

证明. 必要性. 任取 ε > 0. 因H是紧的，故存在有限个 f1, · · · , fn ∈
H，使得任取 f ∈ H，总存在某个 1 ≤ k ≤ n，使得 ∆(f, fk) < ε. 由
于 f1, · · · , fn 连续，故对任一点 x ∈ K，存在 V ∈ N (x)，使得

d(fk(x), fk(y)) < ε, ∀y ∈ V, 1 ≤ k ≤ n.

因此

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), fk(x)) + d(fk(x), fk(y)) + d(fk(y), f(y)) < 3ε

所以 H 等度连续.
对任一给定的 x ∈ K，考虑映射 Φ : C(K,E)→ E, f 7→ f(x)，显

然 Φ 连续，进而 Φ(H) 紧，因此 H(x) 在 E 中的相对紧.
充分性. 回忆定理1.8，通过证明 H 完备且预紧来说明紧性.
我们分以下三步证明.

Step 1 证明 H 完备. 任取 H 中的 Cauchy 序列 (fn)n≥1，则对任一
个 x ∈ K，(fn(x))n≥1 也是 E 中的 Cauchy 序列. 因 H(x) 是
相对紧的，故 (fn(x))n≥1 有收敛子列. 那么由于 (fn(x))n≥1 是
Cauchy 序列，则 (fn(x))n≥1 也收敛. 由命题1.2可知 (fn)n≥1

一致收敛，故 H 是完备的.
Step 2 构造 ε-网. 由于 H 等度连续，则对任意 x ∈ K 及任意 ε > 0，

存在开集 Ox ∈ N (x)，使得当 y ∈ Ox 时，有 d(f(y), f(x)) <

ε, ∀f ∈ H. 因为 K 是紧的，故存在有限个开集 Ox1 , · · · , Oxn，
使得 K =

⋃n
i=1Oxi

.
因 H(x)是度量空间 E 中的相对紧集，故是预紧的，也就

是说存在有限的 ε-网覆盖 H(x). 那么存在有限集 Z ⊂ E，使
得

n⋃
i=1

H(xi) ⊂
⋃
z∈Z

B(z, ε)
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接下来，我们考虑有限集合 Zn. 对任意 z = (z1, · · · , zn) ∈
Zn，令

Bz =

{
f ∈ C(K,E) : sup

1≤i≤n
sup
x∈Oxi

d(f(x), zi) < 2ε

}
则我们如此得到 C(K,E) 中的有限多个子集 (Bz)z∈Zn . 对任
意 f, g ∈ Bz，有

∆(f, g) ≤ sup
1≤i≤n

sup
x∈Oxi

(d(f(x), zi) + d(g(x), zi)) < 4ε

故 diamBz < 4ε.
Step 3 验证 ε-网覆盖. 只需证明所有 Bz 的并集包含 H.

任取 f ∈ H. 我们知道，对任意 1 ≤ i ≤ n，f(xi) 属于某
个 B(zi, ε)，zi ∈ Z. 因此当 x ∈ Oxi

时，有

d(f(x), zi) ≤ d(f(x), f(xi)) + d(f(xi), zi) < 2ε.

令 z = (z1, · · · , zn)，则有

sup
1≤i≤n

sup
x∈Oxi

d(f(x), zi) < 2ε,

即 f ∈ Bz. 因此我们证明了 H ⊂
⋃

z∈Zn Bz.
□

以上一般形式的 Ascoli定理在具体问题上往往使用其充分性，即
说明某个连续映射族的等度连续性后得到整个映射族的相对紧性，此
外，映射族的相对紧性需要被刻画为度量空间中紧集的其他表述，回
忆定理1.8，我们往往用到映射族中存在 ∆ 收敛的子列. 就仅选择子
列而言，我们可以通过对角线选择法给出当 (K, δ) 为紧度量空间时
的 Ascoli 定理的证明，感兴趣的读者可以参考 [32] p104 习题 7，或
[30, 33]. 我们将具体的步骤叙述在问题25.

作为推论，或再次使用对角线选择法，我们可以证明以下更好用
的推论，证明参见 [32]：

推论 1.1. 设 Ω 为欧式空间 Kn 中开区域，(fn)n≥1(⊂ C(Ω,Kn)).
若

(1) (fn) 在 Ω 任一紧子集 K 上等度连续；
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(2) 对任一 x ∈ Ω，轨道 (fn(x))n≥1 有界 (此时等价于紧)
则存在子列 (fnk

)k≥1 使得 (fnk
) 一致收敛于某个连续函数 f .

1.3. Ascoli 定理的应用. 下面我们给出若干 Ascoli 定理的应用.
1.3.1. 常微分方程解的存在性：Peano 定理. 我们在完备度量空间

中介绍了利用压缩映射原理说明常微分方程解的存在唯一性问题，回
忆定理2.1以及问题10. 而尽可能降低 Cauchy 问题

dy
dx = f(x, y)

y(x0) = y0

中函数 f(x, y) 的正则性使得方程仅仅存在解是相对困难的问题. 当
函数 f 仅连续时，Euler 早期在常微分方程中的工作是利用 Euler 折
线做成的序列去逼近，其中利用 Ascoli 定理说明序列存在收敛的子
列，最终逼近到所要求的解，感兴趣的读者可以参见 [22].

1.3.2. 解析函数论：Montel定理. 另一个应用来自于单复分析中的
全纯函数列的收敛问题，我们将其叙述如下:

定理 1.2 (Montel). 设 Ω 为 C 中开区域，(fn)n≥1 为 Ω 上定义的
一列全纯函数. 若对 Ω 的任一紧子集 K，(fn) 在其上一致有界，则存
在子列 (fnk

) 在 Ω 的任一紧子集 K 上一致收敛于一 Ω 上的全纯函数
f .

证明. 设有 z0 ∈ Ω, r > 0，使得

D(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r} ⊂ Ω

由 Cauchy 公式，有

fn(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

fn(u)

u− z
du, z ∈ D(z0, r)

对 z 求导数，得

f ′
n(z) =

1

2πi

∫
∂D(z0,r)

fn(u)

(u− z)2
du

因此，

|f ′
n(z)| ≤ sup

z∈D(z0,r)

|fn(z)| ·
1

2π

∫
∂D(z0,r)

1

|u− z|2
du
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于是

sup
n

sup
z∈D(z0,z̄)

|f ′
n(z)| ≤

4

r
sup
n

sup
z∈D(z0,r)

|fn(z)| = Cr <∞

因此，我们推出 (fn|D(z0,z̄)
)n≥1 是常数为 Cr 的 Lipschitz 函数列，故

等度连续.
那么对每个紧子集 K ⊂ Ω，K 可被有限多个 D(z0, z̄) 覆盖，因

此 (fn|K) 等度连续. 由上一推论可知，(fn) 有一子列 (fnk
)k≥1，它在

Ω 的任一紧子集 K 上一致收敛. 最后，由解析函数理论可知，在任意
紧集上一致收敛的全纯函数列的极限函数必全纯. 所以定理得证. □



2. STONE-WEIERSTRASS 定理 121

2. Stone-Weierstrass 定理

本节中 K 均表示紧的 Hausdorff 空间，C(K,K) 表示全体从 K

到 K 的连续映射在一致范数 || − ||∞ 下构成的 Banach 代数，注意到
其对函数乘法

fg(x) := f(x) · g(x), ∀x ∈ K

封闭.

2.1. 子代数及其性质.

定义 2.1. 设 A ⊂ C(K,K)，

(1) 称 A 为 C(K,K) 的子代数，如果 A 为向量子空间且对乘法
运算封闭；

(2) 称 A 是可分点的，如果对不同的元素 x, y(∈ K)，存在函数
f ∈ A 使得 f(x) 6= f(y)；(等价于对任意 (0 6=)x(∈ K)，存在
函数 f ∈ A 使得 f(x) 6= 0.)

(3) 若K = R，称A为格，如果对任意 f, g(∈ A)，满足max{f, g},min{f, g} ∈
A.

在分析中我们经常将整个空间的问题转移到一个稠密子空间上考
虑，最后利用序列逼近到整个空间. 因此这里亟待解决的问题就是：
C(K,K)的稠密子代数有什么特征？著名的 Stone-Weierstrass定理解
决了这个问题. 事实上，在具体的问题中我们经常用到闭区间 [a, b]上
的多项式函数空间作为 C([a, b]) 的稠密子代数，这是 Weierstrass 在
函数逼近论中早期的结果，称为 Weierstrass 第一逼近定理，读者可
以参考 [15]. 泛函分析中将这套理论中抽象的性质提取出来，我们发
现只用到“存在某种单位元的”子代数的可分点性质即可蕴含子代数
的稠密性，参见 [32, 8, 9].

为此我们需要两个引理.

引理 2.1. C(K,K) 的闭子代数是一个格.

证明. 设 f ∈ A. 由于 C(K,R) 中的函数一定有界，故不妨令
‖f‖∞ ≤ 1. 为证 A 是格，我们只需证明 |f | ∈ A. 实际上，这是因为
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任取 f1, f2 ∈ A, 我们有

max{f1, f2} =
1

2
(f1+f2+|f1−f2|), min{f1, f2} =

1

2
(f1+f2−|f1−f2|),

则由 A 是一个向量空间以及 |f | ∈ A 可知 max{f1, f2},min{f1, f2} ∈
A, 即 A 是一个格.

令 t ∈ R 且 |t| ≤ 1. 任取 ε > 0, 令 u = 1−t2

1+ϵ2
, 则

1− u =
ε2 + t2

1 + ε2
, 0 ≤ u ≤ 1

1 + ε2
= δ < 1

通过 Taylor 级数，我们有
√
1− u =

∑
n≥0

anu
n

而且上述级数对 u ∈ [0, δ] 一致收敛. 因此，存在一个部分和 P , 使得

sup
0≤u≤δ

|
√
1− u− P (u)| ≤ ε√

1 + ε2

P 是 u 的一个多项式. 回到变量 t, 我们得到

sup
|t|≤1

∣∣∣∣∣
√
ε2 + t2

1 + ε2
− P

(
1− t2

1 + ε2

)∣∣∣∣∣ ≤ ε√
1 + ε2

故

sup
|t|≤1

∣∣∣∣√ε2 + t2 −
√
1 + ε2P

(
1− t2

1 + ε2

)∣∣∣∣ ≤
设 Q(t) =

√
1 + ε2P

(
1−t2

1+ϵ2

)
, 则 Q 仍是一个多项式. 上述不等式成为

sup
|t|≤1

∣∣∣√ε2 + t2 −Q(t)
∣∣∣ ≤ ε.

特别地，|Q(0)| ≤ 2ε. 再设 R(t) = Q(t)− Q(0) 则 R 是没有常数项的
多项式. 又因 0 ≤

√
ε2 + t2 −

√
t2 ≤ ε, 故可得

sup
|t|≤1

|t| − R(t)| ≤ 4ε.

因此，令 t = f(x), x ∈ K，我们推出

sup
x∈K
||f(x)| − R(f(x))|| ≤ 4ε.
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这意味着 ‖|f | − R(f)‖∞ ≤ 4ε. 因 A 是子代数且多项式 R 没有常数
项，知 R(f) ∈ A, 因此，|f | 可由 A 中的元一致逼近，即 |f | ∈ A. 但
A 是闭的，我们最后得到 |f | ∈ A. □

引理 2.2. 设 A 为 C(K,K) 的子代数，且满足

(1) A 在 K 上可分点；
(2) 对任意 x ∈ K，存在 f ∈ A 使得 f(x) 6= 0.

那么

(1) 任取 x ∈ K 以及 α ∈ R，存在 h ∈ A 使得 h(x) = α；
(2) 任取 x 6= y ∈ K，以及 α, β ∈ R，存在 h ∈ A 使得 h(x) = α

且 h(y) = β.

证明. (1) 任取 x ∈ K. 由条件 (2) 可知存在 g ∈ A, 使得
g(x) 6= 0, 记 b = g(x). 取 h = αg

b
, 则有 h ∈ A 且 h(x) = α.

(2) 任取 x 6= y ∈ K. 由于 A 是可分点的，故必有 f ∈ A, 使
得 f(x) 6= f(y). 我们宣称还可选取 f 使得 f(x) 6= 0 且
f(y) 6= 0. 事实上，如果后一结论不成立，可以假设 f(x) = 0,
那么 f(y) 6= 0; 然后再选择一个函数 g, 使得 g(x) 6= 0. 取
ε > 0, 设 f̃ = εg + f , 则
• 由线性性，可得 f̃ ∈ A.
• 对任意 ε > 0, 有 tildef(x) = εg(x) 6= 0.
• 因 f(y) 6= 0, 当 ε 足够小时，有 f̃(y) = εg(y) + f(y) 6= 0.
• 当 ε 足够小时，有 f̃(x) 6= f̃(y).

因此，f̃ 是所要求的函数. 综合以上讨论即知，存在一个函数
f ∈ A, 满足 f(x) 6= 0, f(y) 6= 0 且 f(x) 6= f(y). 接下来对
λ, µ ∈ R, 我们构造一个新的函数

h = λf + µf 2.

显然 h ∈ A. 我们要求 λ, µ的选取使得 h(x) = α及 h(y) = β,
这等价于求下面关于 λ 和 µ 的线性方程组λf(x) + µf(x)2 = α,

λf(y) + µf(y)2 = β.
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由于 f(x) 6= f(y), f(x) 6= 0 且 f(y) 6= 0, 以上线性方程组的
系数行列式不为零，所以方程组有唯一解，故引理得证.

□

2.2. Stone-Weierstrass 定理.
2.2.1. Weierstrass 定理：实形式.

定理 2.1 (Stone-Weierstrass定理，实形式). 设K为紧的Hausdorff
空间，A 为 C(K,R) 的子代数，

(1) A 在 K 上可分点；
(2) 对任意 x ∈ K，存在 f ∈ A 使得 f(x) 6= 0.

(即引理2.2的条件)，那么 A 为稠密子代数.

证明. 如有必要，用 A 代替 A，可假设 A 是闭的. 然后我们需要
证明 A = C(K,R). 设 f ∈ C(K,R) ε > 0.

对任意 x, y ∈ K，由引理2.2，存在函数 hx,y ∈ A，使得 hx,y(x) =

f(x)，hx,y(y) = f(y). 令

Ux,y = {z ∈ K : hx,y(z) + ε > f(z)}.

显然 Ux,y是开集，并且 x, y ∈ Ux,y. 固定 x，那么集族 {Ux,y}y∈K 就
是 K 的一个开覆盖. 由于 K 是紧的，可知存在有限个 y1, · · · , yn(x) ∈
K，使得

K = Ux,y1 ∪ · · · ∪ Ux,yn(x).

注意这里的 n(x) 指 n 依赖于 x. 相应地，对应着有限个函数
hx,y1 , · · · , hx,yn(x)，令 hx = max{hx,y1 , · · · , hx,yn(x)}. 由引理 5.2.4 可
知 hx ∈ A. 另外，由 hx,yi 的选取还可知在 K 上，f < hx + ε 及
f(x) = hx(x).

其次，令

Vx = {z ∈ K : f(z) > hx(z)− ε}.

该集合为开集并有 x ∈ Vx. 同样由 K 的紧性，可知存在有限个
x1, · · · , xm ∈ K，使得 K = Vx1 ∪· · ·∪Vxm . 令 h = min{hx1 , · · · , hxm}.
仍由引理 5.2.4 可知 h ∈ A. 并且在 K 上，f > h− ε 且 f < h+ ε，即
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‖f − h‖∞ < ε. 由 ε 的任意性，这意味着 f ∈ A. 因我们已经假设 A

是闭的，故得 f ∈ A. 因 f 是任意的，因此 A = C(K,R). □

注 2.1. 在使用时，上述条件中的 (2) 被“A 包含恒等于 1 的函
数”代替，该函数就是代数 A的单位元，因此上述定理有一个更好用
的推论.

推论 2.1 (Stone-Weierstrass定理，实形式). 设K为紧的Hausdorff
空间，如果 A 为 C(K,R) 在 K 上可分点的含幺子代数，那么 A 为
稠密子代数.

推论 2.2 (Weierstrass 第一逼近定理). 设 K 为 Rn 中紧子集，
则限制在 K 上的关于变量 (x1, · · · , xn) 的实系数多项式函数全体在
C(K) 中稠密. 特别地，闭区间 [a, b] 上全体实系数多项式函数全体在
C([a, b]) 中稠密.

事实上，这个定理的一元版本是可以被构造的，被称为 Bernstein
多项式，参见问题27.

2.2.2. Weierstrass定理：复形式. 下面我们来介绍复形式的Weierstrass
定理.

定理 2.2 (Stone-Weierstrass定理，复形式). 设K为紧的Hausdorff
空间，A 为 C(K,C) 的子代数，

(1) A 在 K 上可分点；
(2) 对任意 x ∈ K，存在 f ∈ A 使得 f(x) 6= 0.
(3) f ∈ A 蕴含 f ∈ A.

那么 A 为稠密子代数.

证明. 令 ReA = {Ref : f ∈ A}. 对任意 f ∈ A, 由于 A 是
C(K,C)的子代数并且是自伴的，故有 Ref = 1

2
(f+f) ∈ A且 Imf =

Re(−if) ∈ ReA. 于是可得 ReA ⊂ A 且 A = ReA+ iReA = {f + ig :

f, g ∈ ReA}.
因 ReA ⊂ A, 故容易看到 ReA 是 C(K,R) 的子代数. 并且 ReA

还满足定理2.1的其他条件：
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• ReA 在 K 上是可分点的. 任取两个不同的元素 x, y ∈ K, 因
A在K 上是可分点的，故存在 f ∈ A,满足 f(x) 6= f(y). 从而
Ref(x) 6= Ref(y) 或 Imf(x) 6= Imf(y). 注意 Imf ∈ ReA,
故结论成立.
• 对任意 x ∈ K, 存在 ϕ ∈ ReA, 使得 ϕ(x) 6= 0. 这个结论由本
定理中的条件 (2) 立即可得.

所以 ReA 在 C(K,R) 中稠密. 那么 A = ReA + iReA 就是 C(K,C)
的稠密子集. □

推论 2.3. (1) 设 K 为 Rn 中紧子集，则限制在 K 上关于变
量 (x1, · · · , xn) 的复系数多项式全体在 C(K,C) 中稠密.

(2) 设K为 Cn中紧子集，则限制在K上关于变量 (z1, · · · , zn, z1, · · · , zn)
的复系数多项式全体在 C(K,C) 中稠密.

注 2.2. 上述推论中的 (2)的条件不可减弱为仅关于变量 (z1, · · · , zn)
的多项式. 此外，对任一 C 中区域 Ω 上的全纯函数可能不存在关于
变量 z 的复系数多项式逼近，读者可以参考 Runge 定理，见 [18].

2.3. Weierstrass 定理的应用.
2.3.1. 在 Fourier 分析中的应用. 我们在第3章应用 Hilbert 空间

同构以及恒等元逼近的技术证明了空间 L2
2π 的完备正交系为三角基

e(x)，其中

e(x) = {· · · , e−inx, · · · , e−ix, 1, eix, · · · , einx, · · · }

其中重要的一步是说明三角多项式函数空间 T 在 L2
2π 空间中的稠密

性，它约化为连续函数空间 C2π 中的稠密性.
通过 Stone-Weierstrass 定理容易验证 T 在 C2π 中的稠密性，只

要说明 T 为其稠密子代数即可，参见 [32].

引理 2.3 (Weierstrass 第二逼近定理). 三角多项式函数空间 T 在
连续函数空间 C2π 中稠密.

练习 2.1. 利用定理2.2证明上述引理.

进而我们再次证明了：
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• 三角多项式函数空间 T 在 C2π 和 Lp
2π 中稠密.

• L2
2π 中的完备正交系为 e(x).

此外，我们还能够证明 Fourier分析中一个经典的结果，即 Riemann-
Lebesgue 引理.

定理 2.3 (Riemann-Lebesgue 引理). 设 f ∈ L2
2π，则存在唯一的

Fourier级数展开. 换言之，Fourier变换算子 F : L1
2π → c0(Z)是一个

单射.

注 2.3. (1) 定理证明的第一步是说明 F 的像空间属于 c0(Z).
这是经典分析中的 Riemann-Lebesgue 引理，即若 f ∈ L1

2π，
则

f̂(n)→ 0, |n| → ∞

这等价于

lim
|n|→∞

∫ π

−π

f(x)e−i|n|xdx
2π

= 0

利用 Euler 恒等式可以翻译成实函数的语言，即

lim
n→∞

∫ π

−π

f(x) sinnx = 0

这一步的证明只要用到 T 的稠密性，将 f 替换为三角多项式
函数并施以分部积分. 此外，这个过程暗示我们：Fourier 变
换将函数的光滑性转化为 Fourier 级数的敛散性. 我们把前
者称为物理空间中的指标，后者称为频率空间中的指标，见
第10，参见 [20, 19, 32].

(2) 注意到 F 与空间的线性性，因此上述定理等价于说明当 F [f ] =
0 时 (即 Fourier 展开为 0) 函数 f ≡ 0，参见 [32].

练习 2.2. (1) 证明

lim
|n|→∞

∫ π

−π

f(x)e−i|n|xdx
2π

= 0

其中 f ∈ L1
2π.

(2) 证明定理2.3.
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最后，一个自然的问题是：上述变换 F : L1
2π → c0(Z) 是否是

一个满射？若成立我们可以将所有 L1
2π 中的函数转化为频率空间中的

Fourier级数研究. 我们将在第6章中利用开映射定理的工具证明 F 不
是满射.
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习题五

¶Ascoli定理及其应用. 本段落意图给紧度量空间 (K, δ)上的Ascoli
定理的充分性一个简单证明. 设 (K, δ)为紧度量空间，(fn) ⊂ C(K,E)

为等度连续的函数列，并且每点 x ∈ K 的轨道 {fn(x) : n ≥ 1} 相对
紧.

问题 25. (1) 证明 K 可分，即存在可数稠密子集 D.
(2) 使用对角线方法，证明 (fn) 存在子列 (fnk

)k≥1，使得对任意
x ∈ D，有 (fnk

(x)) 收敛.
(3) 证明对任意 x ∈ K，(fnk

(x))k≥1 是 Cauchy 列；并由此导出
(fnk

)k≥1 在 C(K,E) 中收敛.

问题 26. 本习题希望说明 C 中开区域 Ω 上全纯函数全体 H(Ω)
上的紧一致收敛拓扑不可被范数诱导.

(1) 证明对每一个紧子集 K ⊂ Ω，

{f ∈ H(Ω) : supz∈K |f | = ||f ||∞,K < 1}

是 (H, τuc,K) 中的开集. 其中 τuc,K 表示 C(Ω) 上的紧一致收
敛拓扑.

(2) 假设 τuc,K 可以被范数 || − || 诱导，令 B := {f ∈ H(Ω) :

||f || < 1}. 证明对每个紧子集 K ⊂ Ω，有常数 t > 0，使得

tB ⊂
{
f ∈ H(Ω) : sup

z∈K
|f(z)| < 1

}
并证明 B 关于 τuc,K 是相对紧的.

(3) 证明 τuc,K 不可被 H(Ω) 上任何范数诱导.

¶ Bernstein 定理.

问题 27. 本习题的目的是证明 Bernstein定理：令 f ∈ C([0, 1],K)，
并设

Bn(f)(x) =
n∑

k=0

Ck
nf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k.

则 Bn 在 [0, 1] 上一致收敛到 f .



130 5. 连续映射空间

(1) 首先导出对任一正整数 n, 有公式
n∑

k=0

Ck
nkx

k(1−x)n−k = nx 和
n∑

k=0

Ck
nk

2xk(1−x)n−k = nx+n(n−1)x.

并由此证明
n∑

k=0

Ck
n(k − nx)2xk(1− x)n−k = nx(1− x).

(2) 对任意 ε > 0，选择适当的 δ > 0, 使得

x, y ∈ [0, 1], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

对任意固定的 x ∈ [0, 1]，令 I = {k : |x− k
n
| < δ} 及 J = {k :

|x− k
n
| > δ}. 证明

|f(x)− Bn(f)(x)| <ε
∑
k∈I

Ck
nx

k(1− x)n−k

+
2‖f‖∞
δ2

∑
k∈J

Ck
n

(
x− k

n

)2

xk(1− x)n−k.

从而导出

|f(x)− Bn(f)(x)| < ε+
2‖f‖∞
δ

x(1− x)
n

.

(3) 得出结论
lim
n→∞

‖f − Bn(f)‖∞ = 0.

问题 28. 对任意 x ∈ [0, 1], �fn(x) = xn. 在 [0, 1] 上的哪些点处，
(fn)n⩾1 等度连续？

问题 29. 考虑函数序列 (fn),这里 fn(t) = sin
(√

t+ 4(nπ)2
)
, t ∈

[0,∞).
(a) 证明 (fn) 等度连续并且逐点收敛到 0 函数.
(b) Cb([0,∞),R) 表示 [0,∞) 上所有有界连续实函数构成的空间，
并赋予范数

‖f‖∞ = sup
t⩾0
|f(t)|.

(fn) 在 Cb([0,∞),R) 中是否相对紧？



CHAPTER 6

Baire 纲集理论及其应用

1 Baire 纲定理与 Baire 空间
1.1 Baire 纲定理
1.2 Baire 纲定理的若干应用

2 Banach-Steinhaus 定理
2.1 Banach-Steinhaus 定理
2.2 Banach-Steinhaus 定理的应用

3 开映射定理与闭图像定理
3.1 开映射定理
3.2 闭图像定理
3.3 开映射定理的应用

旨趣. 历史上早期古典分析与函数论的研究中，大部分的视角限
制在连续函数 (一般地，有限个间断点的函数)上，并以此建立极限与
连续性的严格刻画 (Weierstrass、Cauchy等人的工作)、求导与微分以
及积分理论 (Riemann 等人的工作). 20 世纪初 Lebesgue 建立的测度
论体系使得可以研究更复杂的函数类型和积分，这是实变函数与实分
析的范畴，参见 [3, 16]. 在测度论创立之前，Baire曾建立了基于实数
R 完备性的纲集理论，1914 年 Hausdorff 观察到其中的完备性条件将
其推广到度量空间，事实上更一般的空间例如 LCH 空间也满足要求，
参见 [17]. 我们将在第1节中证明纲集定理，并应用其证明古典分析中
的两个事实：即第一纲函数的连续点与连续但不可导病态函数的普遍
性. 此外，连同 Baire定理，Banach-Steinhaus定理和开映射定理、闭
图像定理并为泛函分析中典型的三大定理. 其中 Banach-Steinhaus 定
理又称一致有界性原理，刻画了 Banach 空间算子族逐点有界与一致
有界性的联系，我们将用其解释 Fourier 级数不收敛的算子原因；最
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后，利用开映射定理说明 Riemann-Lebesgue 引理的反面不成立，即

F : L2
2π → c0(Z)

不是满射.

1. Baire 纲定理与 Baire 空间

1.1. Baire 纲定理.
1.1.1. 完备空间的 Baire 定理. 熟知实分析中的 Baire 纲定理，参

见 [33, 24, 30]，我们叙述如下：

定理 1.1 (Baire，1889). (1) R中一列稠密的开集列 (Gn)n≥1

构成的 Gδ 集 G :=
⋂

n≥1Gn 也稠密.
(2) R中一列无内点的闭集列 (Fn)n≥1构成的 Fσ 集 F :=

⋃
n≥1 Fn

也无内点.

基于其我们可以证明一系列关于实数的结果：

练习 1.1. 利用定理1.1证明：
(1) R 是不可数集.
(2) Q 是 Fσ 集但不是 Gδ 集.

定义 1.1. 设 X 为拓扑空间，E ⊂ X

(1) 称 E 是 Baire 第一纲集 (或称贫集)，如果 Int
(
E
)
= ∅；

(2) 称 E 是 Baire 第二纲集，如果 E 不是第一纲集；
(3) 称 E 是剩余集，如果 Ec 是第一纲集.

Baire最早证明定理1.1利用了 R的完备性，1914年 Hausdorff将
其推广到一般完备度量空间上.

引理 1.1 (Hausdorff，1914). 设 X 为完备度量空间，则 X 为第
二纲集.

证明. 反证法. 假设 X 为第一纲集，不妨设

X =
⋃
n≥1

Fn

其中 Fn 为闭贫集. 下面说明存在 x ∈ X 使得 x /∈
⋃

n≥1 Fn. 下面利用
归纳法构造一列闭球套：
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(1) 由于 F1 为闭贫集，存在闭球 B1 := B(x1, r1) 使得 B1 ⊂ F c
1，

其中 r1 < 1. (这是因为度量空间 X 是 T4 的，参见 [26].)
(2) 假设闭球 Bn = B(xn, rn) ⊂ Bn−1∩F c

n 已定义，其中 rn < 1/n，
下面构造 Bn+1：
由 Fn+1 为闭贫集，同样可取 Bn+1 := B(xn+1, rn+1) ⊂

Bn ∩ F c
n+1，并且 rn+1 < 1/(n+ 1).

因此存在一列闭球套

• B1 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ Bn+1 ⊃ · · ·
• limn→∞ diam(Bn) = 0

由定理1.4可知
⋂

n≥1Bn = {x}，其中 x ∈ X 但 x /∈ Fn, ∀n ≥ 1，因此
x /∈

⋃
n≥1 Fn. □

1.1.2. Baire 空间. 上述证明中找闭球套的方法可以推广到一般的
局部紧的 Hausdorff 空间 (即 LCH 空间)，参见 [17, 32]，利用其性质
可同样取出一列穷竭紧球套 (Bn)n≥1，满足

B1 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ Bn+1 ⊃ · · ·

并且我们断言 ⋂
n≥1

Bn 6= ∅

若不然，则 B1 ⊂
⋃

n≥2B
c
n. 注意到 X 为 Hausdorff 空间，进而每个

紧球 Bn 是闭球，于是 Bc
n 为开集，上式中右侧为一列开覆盖. 利用

B1 的紧性可知存在有限子覆盖，但结合 (Bn) 穷竭的性质，这是不可
能的.

因此我们证明了：

引理 1.2. LCH 空间一定是第二纲集.

事实上，上式引理的证明方法立即适用于空间的 Gδ 集与 Fσ 集，
我们有

定理 1.2 (Baire，Hausdorff). 若 X 为完备度量空间或 LCH空间，
则

(1) X 中一列稠密的开集列 (Gn)n≥1 构成的 Gδ 集 G :=
⋂

n≥1Gn

也稠密.
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(2) X中一列无内点的闭集列 (Fn)n≥1构成的 Fσ集 F :=
⋃

n≥1 Fn

也无内点.

这个定理被称为一般形式的 Baire 定理，也立即覆盖定理1.1. 下
面我们把上述两条关于 Gδ 集与 Fσ 集的结果抽象出来定义一般的空
间.

定义 1.2. 称拓扑空间 X 为 Baire 空间，如果

(1) X 中一列稠密的开集列 (Gn)n≥1 构成的 Gδ 集 G :=
⋂

n≥1Gn

也稠密.
(2) X中一列无内点的闭集列 (Fn)n≥1构成的 Fσ集 F :=

⋃
n≥1 Fn

也无内点.

由此显然完备度量空间与 LCH 空间是 Baire 空间. 并且在 Baire
空间中，可列个剩余集的交是剩余集，可列个贫集的并是贫集.

练习 1.2. 利用定理1.2说明无限维的 Banach 空间一定是不可数
维的.

注 1.1. 熟悉测度论的读者可能会把 Baire 第一纲集与零测集等
同，必须要指出的是：在 [0, 1] 区间上，存在正测度的第一纲集，也
存在零测度的稠密子集，参见 [19]. 事实上，Baire 的纲集理论出现于
Lebesgue 的测度论之前，是一个纯粹拓扑的概念.

1.2. Baire 纲定理的若干应用. 下面我们介绍 Baire 定理的一些
应用，在此之前需引入一个基本的工具用于讨论 Baire 空间中的开子
集与闭集列.

引理 1.3. 设 X 为 Baire 空间，则

(1) X 中任一开子集 E 是 Baire 空间；
(2) (Fn)n≥1 为 X 中闭集列，令 E =

⋃
n≥1En，则

⋃
n≥1 Int(Fn)

在 E 中稠密.

证明. (1) 设 (En)n≥1 为 E 中一列稠密开集，于是(
En ∪

(
E
)c)

n≥1
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为 X 中一列稠密开集. 由 X 为 Baire 空间，

G :=
⋂
n≥1

(
En ∪

(
E
)c)

稠密. 又由于

G =

(⋂
n≥1

En

)
∪

(⋂
n≥1

(
E
)c)

=

(⋂
n≥1

En

)
∪
(
E
)c

因此
⋂

n≥1En 为 E 的稠密子集.
(2) 任取 E 中非空开集 O，注意到

O = O ∩ E = O ∩

(⋃
n≥1

Fn

)
=
⋃
n≥1

(O ∩ Fn)

其中 (O∩Fn)n≥1为 O中闭集列. 由 (1)可知 O为 Baire空间，
于是存在 N ≥ 1使得 Int(O∩FN) 6= ∅，又由于 Int(O∩FN) ⊂
Int)(E)，因此 O ∩ Int(FN) 6= ∅. 因而

⋃
n≥1 Int(Fn) 在 E 中

稠密.
□

1.2.1. 连续函数列的极限函数. 第5章中研究连续函数空间 C(K,R).
我们已经知道连续函数的逐点收敛极限不一定连续，例如 xn.

定义 1.3. 称映射是第一纲的，如果其为一列连续映射的逐点收敛
极限.

因此分段函数

f(x) =

1, x = 1

0, x ∈ [0, 1)

是第一纲的.

注 1.2. 数学分析中我们知道 Dirichlet 函数

D(x) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ R−Q
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在 R 上处处不连续，但为一列第一纲函数的逐点收敛极限并且本身
不是第一纲的 (见练习1.3). 这说明一列第一纲函数逐点收敛的极限函
数不一定是一列连续函数的极限.

第5章中的做法是试图加强收敛性，即加上一个等度连续的条件
使得函数列是一致收敛的，从而得到连续的极限函数. 事实上，实分
析中的 Egorov 定理可以在损失一个可控测度意义下将逐点收敛提升
为一致收敛，以及 Lusin 定理同样得到可测函数限制意义下的连续函
数，参见 [30, 33, 3, 19]. 结合注1.1，受测度论的启发，我们不难观
察到连续函数列逐点收敛的极限函数的“大部分点”是连续的. 下面
给出这里“大部分”的严格刻画.

定理 1.3. 设 X 为 Baire 空间，(Y, d) 为度量空间，(fn)n≥1 为一
列从 X 到 Y 的连续函数并且逐点收敛于 f，则 f 的连续点集

cont(f) := {x ∈ X : f 在 x 处连续}

是 X 中稠密的 Gδ 集. 换言之，第一纲映射的连续点集是稠密的 Gδ

集.

引理 1.4. 设 X 为 Hausdorff 空间，(Y, d) 为度量空间，任意 f :

X → Y 的连续点集 cont(f) 必为 Gδ 集.

证明. 回忆映射的振幅，即

osc(f)(x) := inf
V ∈N (x)

sup
y,z∈V

d(f(y), f(z))

其中 N (x)为 x的邻域系. 显然 f 在 x处连续当且仅当 osc(f)(x) = 0.
进而

cont(f) =
⋂
n≥1

{x ∈ X : 0 < osc(f)(x) < 1/n}

说明 cont(f) 为 Gδ 集. □
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定理1.3的证明. 由引理1.4，只要证 cont(f)稠密. 对任意 N, r ≥ 1，
定义

F r
N :=

{
x ∈ X : d(fm(x), fn(x)) ≤

1

r
, ∀m,n ≥ N

}
=

⋂
m,n≥N

{
x ∈ X : d(fm(x), fn(x)) ≤

1

r

}
由 fn 连续，进而 F r

N 为闭集. 又由于 f 为 fn 的极限函数，于是
X =

⋃
N≥1 F

r
N . 令

Gr :=
⋃
N≥1

Int(F r
N)

由引理1.3的 (2) 可知每个 Gr 稠密开子集. 又由于 X 为 Baire 空间，
进而 G =

⋂
r≥1G

r 为稠密的 Gδ 集.
最后，我们断言 G ⊂ cont(f). 事实上，对任意 x ∈ G，即对任意

r ≥ 1 有 x ∈ Gr. 进而存在 N ≥ 1 使得 x ∈ Int(F r
N)，这说明

d(fm(y), fn(y)) ≤
1

r
, ∀m,n ≥ N, y ∈ Int(F r

N)

令 n → ∞，有 d(fm(y), f(y)) ≤ 1/r. 另一方面，由 fN 连续，存在
V ∈ N (x) 使得

d(fN(x), fN(x)) ≤
1

r
, ∀y ∈ V

令 U = V ∩ Int(F r
N)，于是 U ⊂ V 并且

d(f(y), f(x)) ≤ d(f(y), fN(y)) + d(fN(y), fN(x))

+ d(fN(x), f(x)) ≤
3

r
, ∀y ∈ U

这说明 f 在 x 处连续. 因此 G ⊂ cont(f)，进而稠密. □

练习 1.3. (1) 利用练习1.1的 (2)和引理1.4，证明不存在函数
f : R→ R 使得 cont(f) = Q

(2) 证明 Riemann 函数 R(x)

R(x) =

1
q
, x = p

q
∈ Q

0, x ∈ R−Q
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的连续点集 contR = R−Q

cont(D) = ∅

(3) 证明 Dirichlet 函数 D(x) 不是第一纲的，但存在一列第一纲
函数收敛到 D(x).

1.2.2. 处处不可导的连续函数. 数学分析中我们构造过一大类处
处不可导的连续函数，参见 [15]，我们有典型的级数构造

f(x) =
∞∑
n=0

(
3

4

)n

ϕ(4nx)

其中 ϕ(x) = |x|, x ∈ [−1, 1] 是以 2 为周期的函数.

练习 1.4. 证明上述函数 f(x) 在 R 上连续但处处不可导.

[20]中利用 Fourier级数构造了一类处处不可导的连续函数，[19]
中列举了一类 Hausdorff 维数介于 1 到 2 之间的“曲线”类，它们作
为图像的函数是连续但处处不可导的，例如著名的 Koch 雪花. 这类
函数往往称为病态函数，参见 [19, 15, 30]，但我们指出这类函数以
在连续函数空间中出现的概率来看，不应该被冠以“病态”一词，事
实上这类函数占据了连续函数的“绝大部分”，[21] 中证明了这个结
果，我们简要叙述之.

定理 1.4. C([0, 1]) 上的几乎处处不可导函数子集是剩余集.

证明的想法是说明如下集合

D := {f : C([0, 1]) :函数 f 至少有一点可导}

不难验证

D =
⋃
N≥1

EN

其中

EN := {f : C([0, 1]) : ∃x0 ∈ [0, 1], |f(x)−f(x0)| ≤ N |x−x0|, ∀x ∈ [0, 1]}

注意到 (C([0, 1]), || − ||∞) 完备，利用 Baire 定理 (即定理1.2)，进而
只要说明每个 EN 是贫集即可.
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证明，sketch. 上述想法归结为证明如下两点：

(1) 每个 EN 为闭集；
(2) 每个 Ing(EN) = ∅.

下面叙述 (1)、(2) 的证明框架，细节留给读者补充，参见 [21]. 为此，
对任意 N ≥ 1.

(1) 取一列 (fn)n≥1 ⊂ EN 使得 fn 一致收敛于 f，下面说明 f ∈
EN . 将集合 EN 定义中的不等式

|f(x)− f(x0)| ≤ N |x− x0|

中的 f 替换为 fn，x0 替换为 xn0 . 进而由 (xn0 )n≥1 ⊂ [0, 1] 推
出存在子列 (xnk

0 )k≥1 收敛于一点，不妨记为 x0. 作如下估计：

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fnk
(x)|

+ |fnk
(x)− fnk

(x0)|+ |fnk
(x0)− f(x0)|

(fn) 一致收敛蕴含上式中红色项充分小. 下面估计蓝色项：

|fnk
(x)− fnk

(x0)| ≤ |fnk
(x)− fnk

(xnk
0 )|+ |fnk

(xnk
0 )− fnk

(x0)|

≤ N |x− xnk
0 |+N |xnk

0 − x0|

≤ N |x− x0|+ 2N |xnk
0 − x0|

因此

|f(x)− f(x0)| ≤ N |x− x0|

+ |f(x)− fnk
(x)|+ 2N |xnk

0 − x0|+ |fnk
(x0)− f(x0)|

这说明 f ∈ EN .
(2) 要证明 (2)，我们需要一个折线函数 (zig-zag)引理，参见 [21]，
留作习题，即对任意 M > 0，折线函数空间 ZM 在 C([0, 1])

中稠密. 其中

ZM := {f ∈ C([0, 1]) : f 为分段线性函数且每段的斜率的绝对值不小于 M}

任取 f ∈ EN , ε > 0，由上述引理，存在 g ∈ ZM 使得

||f − g||∞ < ε
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注意到 g /∈ EN，进而以 f 为中心的 ε-球不在 EN 中，因此内
部为空集.

□

练习 1.5. (1) 完善上述 (1) 的证明.
(2) 验证上述证明中的折线函数引理.
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2. Banach-Steinhaus 定理

本节和下一节中，若不加说明，我们默认 X,Y 为域 K 上的赋范
空间.

2.1. Banach-Steinhaus 定理.

定理 2.1 (Banach-Steinhaus定理). 设 X 为 Banach空间，(ui)i∈I
为一族 X 到 Y 的有限线性算子 (即 (ui) ⊂ B(X,Y )). 那么

(1) 若对任意 x ∈ X，supi∈I supx∈X ||ui(x)|| <∞，则

sup
i∈I
||ui|| <∞

(2) 若 supi∈I ||ui|| =∞，则

G := {x ∈ X : sup
i∈I

ui(x) =∞}

为 X 中稠密的 Gδ 集.

注 2.1. (1) 上述定理中的 (1) 说明在 X 上逐点有界的连续
线性算子族是一致有界的，因此 (1) 的叙述也被称为一致有
界性原理 (Uniform bounded principle). 事实上

||ui(x)− ui(y)|| ≤ ||x− y||, ∀x, y ∈ X, i ∈ I

这其实是等度连续 (见定义1.1)的概念，也就是说，一致有界
性原理说明：逐点有界的算子族是等度连续的. 进一步可以
将其推广到一般的拓扑向量空间上，见问题35，参见 [17].

(2) 第二条结论是 (1) 的反面，被它的发现者命名为奇点聚集原
理 (Principle of concentration of singularity)，即若算子族在
B(X,Y ) 中无界，那么 X 中大部分点 x 使得 (ui(x))i∈I 在 Y

中无界.

证明. 令
M(x) := sup

i∈I
||ui(x)||

(1) 记

Fn := {x ∈ X :M(x) ≤ n} =
⋂
i∈I

{x ∈ X : ||ui(x)|| ≤ n}
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由 {x ∈ X : ||ui(x)|| ≤ n} 为闭集，因此 Fn 为闭集. 又由于
M(x) <∞, ∀x ∈ X，因此

X =
⋃
i∈I

Fn

注意到 X 为 Baire空间，进而
⋃

n≥1 Int(Fn)在 X 内稠密 (回
忆引理1.3的 (2)). 这说明存在 N ≥ 1 使得 Int(FN) 6= ∅，即
存在开球 B(x0, r) ⊂ Int(FN)，于是

M(x) ≤ N, ∀x ∈ B(x0, r)

这等价于

||ui(x+ x0)|| ≤ N, ∀x ∈ B(O, r), i ∈ I

由线性性，

||ui(x)|| ≤ ||ui(x+ x0)||+ ||ui(x0)|| ≤ N +M(x0) <∞

因此 supi∈I ||ui|| <∞.
(2) 记

G = {x ∈ X : sup
i∈I

ui(x) =∞} =:
⋂
n≥1

Gn

注意到 Gn = X − Fn，其中 Fn 为 (1) 中的闭集，因此 G 为
Gδ 集. 假设存在 GN 不稠密，即 Int(FN) = ∅. 利用 (1) 的证
明得到

sup
i∈I
||ui|| <∞

与条件矛盾！进而所有 Gn 都稠密，由 X 为 Baire 空间，因
此 G 稠密.

□

推论 2.1. 设 X 为 Banach空间，(un)n≥1 ⊂ B(X,Y )满足 un → u

于是

u ∈ B(X,Y )

且

||u|| ≤ lim inf
n→∞

||un||
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证明. 对任意 x ∈ X，由 (un(x)) 收敛可知 (un(x)) 有界，由定
理2.1可知 supn≥1 ||un|| <∞. 令

u(x) := lim
n→∞

un(x), ∀x ∈ X

显然 u 线性，再验证 u 有界. 注意到

||u(x)|| ≤ lim
n→∞

||un(x)|| ≤ lim inf
n→∞

||un|| · ||x||

这说明 u 有界，并且

||u|| ≤ lim inf
n→∞

||un||

□

练习 2.1. 验证上述证明中的 u 是线性算子.

推论 2.2 (双线性映射). 设 X,Y 为 Banach 空间，Z 为域 K 上
的赋范空间. 设

B : X × Y → Z

为双线性映射. 若两个分量映射

B(x,−) : Y → Z, ∀x ∈ X

B(−, y) : X → Z, ∀y ∈ Y

连续，则 B连续，其中X×Y 取乘积范数 (诱导的拓扑)，即 ||(x, y)|| :=
max{||x||, ||y||}.

证明. 对任意 (x0, y0) ∈ X × Y，任取趋向 x0, y0 的序列 (xn), (yn)，
由双线性性

||B(xn, yn)− B(x0, y0)|| ≤ ||B(xn, yn)− B(xn, y0)||+ ||B(xn, y0)− B(x0, y0)||

= ||B(xn, yn − y0)||+ ||B(xn − x0, y0)||

其中上式的第二项趋于 0，注意到算子列 (B(xn,−−y0))n≥1逐点有界，
由定理2.1可知其等度连续 (参见注2.1)，进而说明 ||B(xn, yn− y0)|| →
0. □

练习 2.2. 完善上式证明中 ||B(xn, yn − y0)|| → 0 的证明.

一个立即的推论是
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推论 2.3. 设 X,Y 为 Banach 空间，Z 为域 K 上的赋范空间. 设
B : X × Y → Z 为双线性映射. 则以下说法互相等价：

(1) B ∈ C(X × Y, Z)；
(2) B 在 X × Y 上某点连续；
(3) B 在 X × Y 的原点 O 连续；
(4) B 有界，即存在 C ≥ 0 使得

||B(x, y)|| ≤ C||x|| · ||y||, ∀(x, y) ∈ X × Y

2.2. Banach-Steinhaus 定理的应用.
2.2.1. 发散 Fourier 级数. 我们基于定理2.1的 (2)，即奇点聚集原

理，说明空间 C2π(见定义4.2) 中至少一点处 Fourier 级数不收敛的函
数是占据“绝大多数”的. 事实上，[20]中基于 Fourier级数的对称性
构造了在一点不收敛的 Fourier 级数，即“锯齿”函数的展开∑

(0 ̸=)n∈Z

einx

n

定理 2.2.

G :=

{
f ∈ C2π : sup

n∈Z
|Sn(f)(0)| =∞

}
为 C2π 中稠密的 Gδ 集.

证明. 对任意 n ≥ 1，我们定义如下映射

un : C2π → C, f 7→ Sn(f)(0)

断言 un ∈ C∗
2π. 首先 un 的线性性是显然的. 下面验证 un 是有界的.

注意到

||un(f)|| ≤ ||f ||∞ · ||Dn||L1
2π

即可，见定义4.3，这说明 ||un|| ≤ ||Dn||L1
2π
. 事实上

||un|| = ||Dn||L1
2π

我们来证明反向不等式，参见 [21]. 为此，只要找到 C2π 中一列
函数 (fk) 使得

||fk||∞ ≤ 1, un(fk)→ Dn, K →∞
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即可. 注意到 sgnDn 满足

||sgnDn||∞ ≤ 1, ||Dn||L1
2π

=

∫ π

−π

sgnDn(−x) ·Dn(x)
dx
2π

并且显然存在一列函数 (fk) ⊂ C2π 满足

||fk||∞ ≤ 1, ||fk − g||L1
2π
, K →∞

因此反向不等式成立.
最后，估计 ||Dn||L1

2π
，参见 [20, 21]：

||Dn||L1
2π

= 2

∫ π

0

| sin(n+ 1/2)x|
sin(1/2)x

dx
2π

≥ 4

∫ π

0

| sin(n+ 1/2)x|
x

dx
2π

= 4

∫ (n+1/2)π

0

| sinx|
x

dx
2π

≥ 4
n∑

k=1

1

k

∫ π

0

sinxdx
2π

≥ 4

π2

n∑
k=1

1

k

这说明

||un|| ≥
4

π2
logn+O(1)

其中 O(1) 表示有界量. 因此 supn≥1 ||un|| =∞，由定理2.1可知 G 为
稠密的 Gδ 集. □
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3. 开映射定理与闭图像定理

3.1. 开映射定理. 首先我们给出 Banach空间间开映射的定义，一
般的定义可以参见 [26, 12].

定义 3.1. 设 X,Y 为 Banach 空间，称 u ∈ B(X,Y ) 为开映射，
如果对 X 中任一开集 O，u(O) 为 Y 中开集.

引理 3.1 (重要引理). 设 X,Y 为 Banach 空间，u ∈ B(X,Y ). 若
u(X) 不是 Y 中贫集，那么存在 r > 0，使得

rBY ⊂ u(BX)

其中 BX , BY 分别为 X,Y 中单位开球.

注 3.1. 引理中的结论立即蕴含 u 为满射，事实上，

Y =
⋃
n≥1

nBY ⊂
⋃
n≥1

n

r
u(BX)

= u

(⋃
n≥1

n

r
BX

)
= u(X)

证明. 我们分以下三步证明.

Step 1 注意到 X =
⋃

n≥1 nBX，于是

u(X) =
⋃
n≥1

u(nBX) =
⋃
n≥1

u(nBX)

由于 u(X) 不是贫集，因此 Int
⋃

n≥1 u(nBX) 6= ∅. 又由于 Y

为 Baire空间，进而存在 N ≥ 1，使得 Intu(NBX) 6= ∅. 进而
存在 y0 ∈ Y, η > 0 使得

y0 + ηBY ⊂ u(NBX)

Step 2 由于 u 线性，于是

ηBX ⊂ u(NBX)− y0

⊂ u(NBX)− y0 − u(NBX)

⊂ u(2NBX)
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进而

BY ⊂ u(cBX), c =
2N

η

这说明对任意 y ∈ BY，存在 x0 ∈ cBX 使得

||y − u(x0)|| <
1

2

Step 3 我们令 y1 = 2(y− u(x0))，于是 ||y1|| < 1，即 y1 ∈ BY，进而
又存在 x1 ∈ cBX，使得 ||y1 − u(x1)|| < 1

2
. 再令 y2 = 2(y1 −

u(x1))，显然 y2 ∈ By 且存在 x2 ∈ cBX 使得 ||y2−u(x2)|| < 1
2
.

以此类推，得到一列 (xn, yn) 满足

||yn − u(xn)|| <
1

2

于是

y = u(x0) +
1

2
y1

= u(x0) +
1

2
(u(x1) + y2)

= u(x0) +
1

2
u(x1) +

1

4
(u(x2) + y3)

= · · ·

= u

(
n∑

k=0

xk
2k

)
+

1

2n+1
yn+1

注意到级数
∑n

k=0
xk

2k
绝对收敛，由于 X 完备，定理1.1蕴含

级数收敛，不妨收敛于 x(∈ X)，并且满足

||x|| ≤
∞∑
n=0

1

2n
||xn|| < 2c

即 x ∈ 2cBX . 此时我们令 y 的表达式中 n → ∞ 可得 y =

u(x).
因此 BY ⊂ u(2cBX)，即 rBY ⊂ u(BX)，其中 r = 1/(2c).

□

定理 3.1 (开映射定理). 在引理3.1的设定下，u 为开映射.
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证明. 任取 X 中开集 U，对任意 y0 ∈ u(U)，存在 x0 ∈ X 使得
y0 = u(x0). 不妨 x0 = y0 = O. 由于 U 为开集，存在 ε > 0，使得
εBX ⊂ U . 由引理3.1可知存在 r > 0，使得

εrBY ⊂ u(εBX) ⊂ u(U)

这说明 u(U) 为开集，进而 u 为开映射. □

映射是开映射的好处是说明若存在逆映射，那么逆映射一定是连
续的. 以下推论是常用的.

推论 3.1. 设 X,Y 为 Banach 空间，u ∈ B(X,Y )，若 u 为双射，
则 u 是一个同胚；更进一步，存在常数 c, C > 0，使得

c||x||X ≤ ||u(x)||Y ≤ C||x||X

换言之，u 为 Banach 空间间的同构映射.

3.2. 闭图像定理. 与开映射相对的是闭图像定理.

定理 3.2 (闭图像定理). 设 X,Y 为 Banach 空间，u : X → Y 为
线性映射，那么 u 连续当且仅当 u 的图像

Γ(u) := {(x, u(x)) ∈ X × Y : ∀x ∈ X}

为 X × Y 中闭集1.

证明. 必要性是显然的，留作习题. 下证充分性.
容易验证 X×Y 完备且 Γ(u)为 X×Y 的向量子空间，于是 Γ(u)

完备. 定义映射

Φ : Γ(u)→ X, (x, u(x)) 7→ x

显然满足 Φ ∈ B(Γ(u), X)，||Φ|| ≤ 1 且为双射. 由定理3.1可知 Φ−1 为
连续线性映射，进而对任意 x ∈ X，有

||u(x)|| ≤ ||Φ−1(x)|| ≤ ||Φ−1|| · ||x||

因此 u 连续. □

练习 3.1. (1) 证明上述定理的必要性.
1乘积拓扑见推论2.2中的说明.
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(2) 验证上述定理证明中 X ×Y 完备且 Γ(u)为 X ×Y 为 X ×Y
的向量子空间.

注 3.2. 开映射定理与闭图像定理可以推广到一般的 F -空间上
(见问题35)，见问题36.

3.3. 开映射定理的应用.
3.3.1. 开映射定理在 Fourier 级数理论中的应用. 我们在第3章中

说明了 L2
2π 中的完备幺正系为三角基 e(x)(见定义4.2). 以及第5章中

证明了对每个 L1
2π 中的函数 f 存在唯一的 Fourier 级数展开，并且

利用已知的结果 Riemann-Lebesgue引理 (见定理2.3)说明这是从 L1
2π

到 c0(Z) 的单射. 一个自然的问题是，我们能否建立 L1
2π 到 c0(Z) 的

双射，进而直接同构两个空间？这个期望的分析学含义是明显的，即
对任一在无穷远处消失的序列 (cn)n∈Z，即

lim
|n|→∞

cn = 0

是否一定有某个 L1
2π 函数使得这个序列为其 Fourier 系数. 下面我们

利用开映射定理的工具说明这是不可能的.

定理 3.3. Fourier 变换 (见定义4.3)F : L1
2π → c0(Z) 不是满射.

证明. 反证法. 若 F 为满射，进而为双射，由定理3.1(事实上由推
论3.1)，F 为同构. 即存在常数 c > 0，使得

||f ||L1
2π
≤ c||F [f ]||∞ = c sup

n∈Z
|f̂(n)|

取 f = Dn，即 Dirichlet 核函数 (见定义4.3)，说明 ||D||L1
2π
≤ c，这

是不可能的. □
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习题六

问题 30. 证明: 局部紧的 Hausdorf 空间是 Baire 空间

问题 31. 考虑空间 E = C([0, 1],R)，其上赋予一致范数 ‖ · ‖∞。
设 A 是 E 中无处可导的函数构成的子集，并记 B = E \ A。对任意
n ∈ N∗，令

Fn = {f ∈ E : ∃x ∈ [0, 1]使得 ∀y ∈ [0, 1], |f(x)− f(y)| ≤ n|x− y|}.

(a) 证明：B ⊂
⋃

n≥1 Fn。
(b) 证明：Fn 是闭集。
(c) 设 f ∈ Fn, r > 0。
(i) 解释为什么存在一个多项式 P，使得

‖f − P‖∞ <
r

2
.

(ii) 设 M = ‖P ′‖∞，并选择整数 N 使得 rN ≥ 2(M + n+1)。定
义周期为 1

N
的函数 g 如下：g 在 [0, 1

2N
] 和 [ 1

2N
, 1
N
] 上是线性函数，且

g(0) = g

(
1

N

)
= 0, g

(
1

2N

)
=
r

4
.

令 h = P + g。证明：

h ∈ B(f, r)但h /∈ Fn.

(iii) 由此导出 Fn 内部分空。
(d) 最终导出 A 包含一个稠密的 Gδ 集。

问题 32. 设 E 是 Banach空间，u, v ∈ B(E). 证明：如果 u(E) ⊂
v(E), 那么存在常数 k ⩾ 0, 使得对任意 x ∈ E, 存在 y ∈ E, 使得
‖y‖ ⩽ k‖x‖ 且 u(x) = v(y).

问题 33. 设 H 是 Hilbert 空间，且线性映射 u : H → H 满足

〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉, ∀x, y ∈ H.

证明：u 连续.

问题 34. 设 E 是可分 Banach 空间且 E 6= {0}, (xn)n⩾1 是单位球
BE 中的稠密序列.
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(a) 证明：存在 u ∈ B(`1, E), 使得

u((an)n⩾1) =
∑
n⩾1

anxn.

(b) 证明：u 作用在 `1 的开单位球上的像集为 BE. 试问：u 作用
在 `1 的闭单位球上的像集是什么？

(c) 令 1 < p <∞.
(i) 证明：存在一个连续线性满射 u : `1 → `p.
(ii) 证明：不存在任何连续线性映射 v : `p → `1 使得 u◦ v 等
于 `p 上的恒等映射.

(iii) 证明：̀ 1 中不存在任何闭向量子空间 F 使得 F ⊕keru =

`1.

问题 35 (Banach-Steinhaus定理，一般形式). 本习题希望将 Banach-
Steinhaus 定理 (定理2.1) 推广到拓扑向量空间上，参见 [17] p43-47.
设 X,Y 为两个拓扑向量空间，(ui)i∈I 为 X 到 Y 的线性映射族. 假
设 X 的拓扑可以被一个完备的平移不变的的距离诱导，此时称 X 为
一个 F-空间，并且对每个 x ∈ X，轨道 (ui(x))i∈I 为 Y 中有界子集.

(1) 在 Y 的原点 O 处任取以邻域 W，选择原点的平衡凸邻域 U，
使其满足 U + U ⊂ W . 证明：

X =
⋃
n≥1

nA

其中
A =

⋂
i∈I

u−1
i (U)

(2) 证明：Int(A) 6= ∅.
(3) 证明：存在 X 中原点 O 的邻域 V，使得

ui(V ) ⊂ W, ∀i ∈ I

这是算子族 (ui)i∈I 等度连续的定义.
(4) 当 X,Y 为局部凸空间时，用相应的半范数族表示以上结果.

问题 36 (开映射定理与闭图像定理，一般形式). 本习题希望将开
映射定理与闭图像定理推广到 F -空间 (见问题35)，参见 [17] p47-49，
p50-51. 证明：
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(1) 设 u : X → Y 为 F -空间之间的连续线性映射. 若 u(X) 不是
贫集，则 u 为满射且为开映射.

(2) 设 u : X → Y 为 F -空间之间的线性映射，则 u 连续当且仅
当 u 的图像 Γ(u) 为闭集.
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CHAPTER 7

Hahn-Banach 定理、弱拓扑与弱 * 拓扑

1 Hahn-Banach 定理：算子延拓
1.1 延拓引理
1.2 Hahn-Banach 延拓定理
1.3 延拓定理的若干应用

2 Hahn-Banach 定理：分离性质
2.1 Hahn-Banach 隔离定理
2.2 Hahn-Banach 隔离定理的应用

3 弱拓扑与弱 * 拓扑
3.1 半范数族的连续性
3.2 弱拓扑与弱 * 拓扑

旨趣. 本章的主线是解决两个问题：一是如何赋范子空间 (一般
地，拓扑向量子空间) 中将满足某条件的连续线性泛函延拓到大空间
中并且保持某条件；二是如何在赋范空间 (一般地，拓扑向量空间)中
定义一种弱性的拓扑使得第2章中 Riesz 定理 (定理1.3) 的情况可被避
免. 其中第一个问题被 Hahn-Banach 定理解决，作为推论，我们还能
说明一般 Hausdorff 局部凸空间的对偶空间可分点，这将被用于说明
构造的弱拓扑具有更好的性质；此外，借助延拓定理可以证明拓扑向
量空间中不交凸集的隔离性质，即用一张超平面将 TVS 中两个凸集
分离开，这具有极强的几何含义；最后，我们将基于 Hahn-Banach定
理定义赋范空间 X 上的弱拓扑 σ(X,X∗) 以及对偶空间 X∗ 上的弱 *
拓扑 σ(X∗, X)，它们的作用将在第8章中凸显.

1. Hahn-Banach 定理：算子延拓

1.1. 延拓引理.
155
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定义 1.1. 设 X 为域 R 上的向量空间，称泛函 p : X → R 为 X

上的一个次线性泛函，如果满足

(1) 正齐次性：对任意 λ ≥ 0，有 p(λx) = λp(x), ∀x ∈ X；
(2) 次可加性：

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X

引理 1.1 (延拓引理). 设 X,X 为域 R 上的向量空间，其中 X 为
X 的余一维子空间 (codimX = 1)，f, p 分别为 X,X 上的线性泛函与
次线性泛函，满足 f ≤ p|X . 则存在 f : X → R，使得

f |X = f, f ≤ p

我们称 f 为 f 在 X 上的延拓.

证明. 由 codimX = 1，存在 (0 6=)x0 ∈ X −X，使得

X = span{X, x0} = {x+ λx0 : x ∈ X, λ ∈ R}

我们断言：若存在延拓 f : X → R，则 f 由 f(x0) 的值唯一决定. 事
实上，若设 a = f(x0)，进而

f(x+ λx0) = f(x) + λa

注意到 X 中任一元素可唯一表示成 x+ λx0，其中 x ∈ X.
下面说明使得

(19) f(x) + λa ≤ p(x+ λx0)

的 a 是存在的.
不妨 λ 6= 0. 由 p 的正齐次性，整理不等式19为 1

λ
f(x) + a ≤ 1

λ
p(x+ λx0), λ > 0

1
−λ
f(x)− a ≤ 1

−λ
p(x+ λx0), λ < 0

进而 a ≤ p
(
1
λ
+ x0

)
− f

(
1
λ
x
)
, λ > 0

a ≤ f
(

1
−λ
x
)
− p

(
1
−λ
− x0

)
, λ < 0
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由于 X 为子空间，上式等价于

f(y)− p(y − x0) ≤ a ≤ p(x+ x0)− f(x), ∀x, y ∈ X

那么 a 的存在性等价于说明 f(y)− p(y − x0) ≤ p(x+ x0)− f(x)，即

f(x) + f(y) ≤ p(x+ x0) + p(y − x0), ∀x, y ∈ X

最后注意到 f(x) + f(y) ≤ f(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x+ x0) + p(y− x0)
即可. □

我们希望将上述余一维的延拓推广到余一般维数的延拓，事实上，
当 codimX 有限甚至可数时，都可以利用数学归纳法时得到一般的延
拓定理，但当 codimX 不可数时需要用到 Zorn 引理. 下面利用 Zorn
引理来证明一般维数的延拓定理.

1.2. Hahn-Banach 延拓定理.

定理 1.1 (Hahn-Banach 延拓定理，实情形). 设 X,X 为域 R 上
的向量空间，其中 X 为 X 的子空间，f, p 分别为 X,X 上的线性泛
函与次线性泛函，满足 f ≤ p|X . 则存在 f 在 X 上的延拓 f : X → R.

证明. 用 Zorn 引理. 构造偏序集：

S := {(Y, g) : Y 为包含 X 的 X 的子空间，g 为 Y 上的线性泛函，满足 g|Y = f}

以及偏序关系 �：

(Y1, g1) � (Y2, g2)⇐⇒ Y1 ⊂ Y2, g2|Y1 = g1

断言 (S,�) 中每个全序子集 X 存在上界. 事实上，在 X 中令

X̃ =
⋃

(Y,g)∈X

Y

X 全序说明 X̃ 为 X 的向量子空间. 在定义其上的线性泛函

f̃ : X̃ → R, f̃(x) = g(x), x ∈ Y, (Y, g) ∈ X

注意这里 f̃ 是良定义的，事实上若还有 (Y ′, g′) ∈ X 使得 f̃(x) =

g′(x), x ∈ Y ′，由全序性不妨 Y ⊂ Y ′, g′|Y = g，于是 f̃(x) = g(x) =

g′(x). 因此 (X̃, f̃) 为 X 中极大元.
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由 Zorn 引理，偏序集 (S,�) 存在极大元 (M,m). 断言 M = H

并且 m记为所要求的延拓 f . 事实上若M 6= H，则存在 x0 ∈ X−M，
进而 M 为 M +Rx0 的余一维子空间，由引理1.1可知 M +Rx0 为 S
中更大的元素，与 M 的极大性矛盾！ □

在具体问题时，一般大空间 X 上的 p 是某个 (半) 范数，因此 p

对 f 的控制应改为对 |f | 的控制，并且空间可能是复数域上的空间，
我们给出以下一般形式的延拓定理.

定理 1.2 (Hahn-Banach 延拓定理，一般形式). 设 X,X 为域 K
上的向量空间，其中 X 为 X 的子空间，f, p 分别为 X,X 上的线性
泛函与半范数，满足 |f | ≤ p|X . 则存在 f 在 X 上的延拓 f : X → K.

证明. (1) 当 K = R 时，由定理1.1，f ≤ p，又由半范数 p 的
正定性，可得

−f(x)− f(−x) ≤ p(−x) = p(x), ∀x ∈ X

因此 |f | ≤ p(x)

(2) 当 K = C 时，首先令 ϕ = Ref . 注意到

ϕ(ix) + iImf(ix) = f(ix) = iϕ(x)− Imf, ∀x ∈ X

其中第一个等号由于实虚部的定义，第二个等号由于 f 的线
性性. 可以看出

ϕ(ix) = −Imf(x), ∀x ∈ X

因此复线性泛函 f : X → C 由其实部 ϕ 唯一确定，即

f(x) = ϕ(x)− iϕ(ix), ∀x ∈ X

并且满足 |ϕ| ≤ |f | ≤ p. 由 (1)可知存在 ϕ的延拓 ϕ : X → R.
定义

f(x) = ϕ(x)− iϕ(ix), ∀x ∈ X

我们断言 f 即为复泛函 f 的延拓. 显然 fX = f，下面验证
|f | ≤ p. 为此我们对 f(x)作规范化，即 f(x) = 1

λ
|f(x)|, ∀x ∈
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X，其中 1
λ
= sgnf(x) ∈ C. 注意到

|f(x)| = λf(x)

= f(λx)

= ϕ(λx)− iϕ(iλx)

= ϕ(λx) ≤ p(λx) = p(x)

其中第四个等号由于 ϕ为实泛函，最后一个等号由于 |λ| = 1.
□

注 1.1. 在上述定理复形式的证明中，我们实际上定义了空间 X
全体复线性泛函到实线性泛函的双射

Φ[f ] : {复线性泛函} → {实线性泛函}

其中 Φ[f ] = ϕ = Ref，并且有

f(x) = Φ[f ](x)− iΦ[f ](ix), ∀x ∈ X

1.3. 延拓定理的若干应用.
1.3.1. 在拓扑向量空间中的应用.

定理 1.3 (Hahn-Banach 延拓定理，拓扑向量空间形式). 设 X 为
域 K 上的拓扑向量空间，X 为 X 的向量子空间，f, p 分别为 X,X

上的线性泛函与连续的半范数，满足 |f | ≤ p|X . 则存在 f 在 X 上的
连续延拓 f : X → K，即满足定理1.2延拓的两条性质并且是连续的.

证明. 由定理1.2立即得到要求的 f，而 f 的连续性由 |f | ≤ p保证
(注意到 p 是连续的). □

定理 1.4 (定理：Hahn-Banach 延拓定理，局部凸空间形式). 设
X 为局部凸空间，X 为 X 的向量子空间，f 为 X 上连续线性泛函，
则存在 f 在 X 上的连续延拓 f .

证明. 由定理2.2，不妨设 X 的拓扑被一族半范数为 (pi)i∈I，进而
子空间 X 继承其子空间拓扑. 由 f 的连续性，结合命题2.2，存在有
限子集 J ⊂ I 以及常数 C > 0 使得

|f(x)| ≤ Cmax
i∈J

pi(x), ∀x ∈ X
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令 p = maxi∈J pi(x)，显然 p 也是连续的，利用定理1.3即可. □

对一维子空间，不难证明：

推论 1.1. 设 X 为拓扑向量空间，p 为 X 上连续的半范数. 对
x0 ∈ X，存在 f ∈ X∗ 使得 f(x0) = p(x0) 且 |f | ≤ p.

练习 1.1. 应用定理1.3证明上述推论.

利用上述推论，我们能够说明 Hausdorff 局部凸空间上有足够多
的连续线性泛函，并且是可分点的.

推论 1.2. 设 X 为 Hausdorff局部凸空间，则 X∗ 是可分点的，即
对任一非零向量 x0(∈ X)，存在 f ∈ X∗ 使得 f(x0) 6= 0.

证明. 任取非零向量 x0(∈ X) 由 X 为 Hausdorff 局部凸空间，进
而存在连续半范数 p 使得 p(x0) 6= 0，再由上述推论可知存在 f ∈ X∗

使得 f(x0) = p(x0) 6= 0. □

1.3.2. 在赋范空间中的应用. 当限制在赋范空间中讨论时，泛函的
延拓是保范的，即若 X 为 X 的赋范线性子空间时，X 中任一连续线
性泛函 f ∈ X∗ 可延拓为 X 中的连续线性泛函 f(∈ X∗

)，并且

||f ||X∗ = ||f ||X∗

定理1.3直接蕴含 ||f || ≤ ||f ||，事实上，由于 f ∈ X∗，于是

||f(x)|| ≤ ||f ||X∗ · ||x||, ∀x ∈ X

进而

||f(x)|| ≤ ||f ||X∗ · ||x||, ∀x ∈ X

这说明 ||f || ≤ ||f ||. 而反向不等式直接由 X ⊂ X 蕴含. 因此延拓是
保范的.

回忆推论1.2，对赋范空间而言，f(∈ X∗) 的算子范数是可控的，
事实上 f(x0) = ||x0||，这说明

||f || ≤ 1

我们还可以利用 X 的对偶空间 X∗ 反过来表示 X 中元素的范数
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引理 1.2 (范数的对偶表示). 设 X 为赋范空间，对任意 x ∈ X，
范数可以表示为

||x|| = sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ||f || ≤ 1}

并且上确界是可以达到的.

证明. 记

α := sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ||f || ≤ 1}

首先，对任意 f ∈ X∗，都有 |f(x)| ≤ ||f || · ||x||，因此 α ≤ ||x||.
反过来，由上文的讨论可知，对任意 x ∈ X，存在 f ∈ X∗ 使得

f(x) = ||x|| 且 ||f || ≤ 1. 因此 ||x|| ≤ α，这也说明上确界是可以达到
的. □

回忆第2章中算子范数的等价定义，见练习2.2，不难发现上述引
理中的表达

sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ||f || ≤ 1}

恰好可以视为对偶空间 X∗ 的线性算子的范数，更惊喜的是，这个“范
数”恰好等于原空间 X 中的范数，因此我们期望赋范空间本身能够
与对偶空间的对偶空间发生联系. 形式上，这个观察基于对符号 f(x)

的理解，事实上，我们可以将其看作形式内积

< f, x >:= f(x), ∀x ∈ X, f ∈ X∗

为了澄清这个说法，我们考虑双线性泛函 (线性性不难验证)

B : X∗ ×X → K, B(f, x) =< f, x >= f(x)

于是 |B(f, x)| ≤ ||f || · ||x||，这说明 B 是连续的 (不妨与推论2.2比较)，
进而每个分量映射也是连续的. 这说明

B(−, x) ∈ (X∗)∗ =: X∗∗

后者称为 X 的二次对偶空间. 并且 ||B(−, x)|| ≤ ||x||. 而引理1.2蕴含
||B(x,−)|| ≥ ||x||，因此

||B(−, x)||X∗∗ = ||x||X
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这说明 X 可以被等距嵌入 X∗∗，即

X ↪→ X∗∗, x 7→ B(x,−)

其中嵌入的像记为 X̂，其中元素记为 x̂. 因此我们等同 X̂ 与 X，往
后称这个嵌入为自然嵌入.



2. HAHN-BANACH 定理：分离性质 163

2. Hahn-Banach 定理：分离性质

2.1. Hahn-Banach 隔离定理. 回忆注1.1，我们用 ϕ 表示一般复
线性泛函的实部，并且用 {ϕ < α}，其中 α ∈ R表示 {x ∈ X : ϕ(x) <

α}，其余形式同理.

定理 2.1 (Hahn-Banach 隔离定理). 设 X 为拓扑向量空间，A,B
为 E 中非空凸子集且 A ∩B = ∅. 若 A 为开集，则存在 f ∈ X∗ 以及
常数 α ∈ R 使得

A ⊂ {ϕ < α}, B ⊂ {ϕ ≥ α}

注 2.1. 线性泛函 ϕ 关于 α 的水平集 {ϕ = α} 是 X 中超平面，
特别地，当 α = 0 时为过原点 O 的超平面. 因此上述隔离定理 (与下
一个严格隔离定理) 的几何含义为：拓扑向量空间中不交的凸子集在
某些条件下可以被某个实线性泛函的水平集 (严格)隔离. 其等价的表
示为

ϕ(a) < α ≤ ϕ(b), ∀a, b ∈ X

其中严格隔离指的是

supϕ(A) < α < β < infϕ(B), β ∈ R

证明. 仅考察 K = R 的情形，事实上若 K = C，作 f(x) = ϕ(x)−
iϕ(ix) 即可.

我们令 a ∈ A, b ∈ B 以及 x0 = b− a, C = A− B + x0. 断言：

(1) C 为凸集；
(2) C 为开集；
(3) 原点 O ∈ C；
(4) x0 /∈ C.

其中 (1)(2)(3)(4) 是显然的，留作习题.

Step 1 由上述断言的 (1)(2)(3)，C 为原点 O 的一个凸平衡开邻域，
我们取 C 的 Minkowski 泛函 (见定义2.4)，即

pC(x) =
{
λ > 0 :

x

λ
∈ X

}
, ∀x ∈ X
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Step 2 我们知道 pC 是一个半范数，结合推论1.1可知存在 f ∈ X∗ 使
得 f(x0) = pC(x0) 且 f ≤ pC，进而

f(a)− f(b) + f(x0) = f(0) ≤ p(x0) < 1

其中上式第一个等号由于 f 的线性性，第二个不等号由命
题2.4的 (2) 和上述断言中的 (3). 但 f(x0) = p(x0) ≤ 1(由
于上述断言的 (4))，因此 f(a) < f(b)，两边取确界可知

sup f(A) ≤ inf f(B)

Step 3 由 A,B 为凸集以及 f 的线性性可知 f(A), f(B) 为 R 中凸
集，进而为区间. 此外，由 A 为开集可以验证 f(A) 也为开
集，进而是开区间，不妨 f(A) = (β, α)，其中 β ∈ [−∞,∞)，
α = sup f(A) ≤ inf f(B). 因此

A ⊂ {f < α}, B ⊂ {f ≥ α}

□

练习 2.1. 验证上述定理证明断言中的 (1)(2)(3)(4).

注 2.2. 上述定理的证明中可以看出拓扑向量空间中非零的线性
泛函一定是开映射.

回忆度量空间中不交的紧集与闭集存在正距离，对 Hausdorff 局
部凸空间，我们有类似的性质.

定理 2.2 (Hahn-Banach 严格隔离定理). 设 X 为 Hausdorff 局部
凸空间，A,B 为不交凸子集. 若 A为紧集，B 为闭集，则存在 f ∈ X∗

以及常数 α, β 使得

supϕ(A) < α < β < infϕ(B)

证明，sketch. 证明参见 [32]. □
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2.2. Hahn-Banach 隔离定理的应用. 拓扑学中 (参见 [26])，T4
空间 X 等价于任意两个不交闭集可以被连续函数隔离，即若 A,B 为
不交的闭集，则存在连续函数 f : X → R，使得

f(A) = 0, f(B) = 1

这被称为 Urysohn 引理. 利用定理2.2，我们可以对 Hausdorff (T2) 的
局部凸空间证明一个弱形式的 Urysohn引理，即这类空间中不交的单
点集与平衡闭凸集可以被连续线性泛函“隔离”(回忆 T3 空间的定义).

引理 2.1 (Urysohn 引理). 设 X 为 Hausdorff 局部凸空间，B 为
平衡的闭凸集，x ∈ X − B，则存在 f ∈ X∗，使得

f(x0) > 1, sup
x∈B
|f(x)| ≤ 1

证明. 令 A = {x0}，显然为紧集，由定理2.2，存在 f ∈ X∗ 以及
常数 α, β 使得

ϕ(x0) < α < β < infϕ(B)

由 0 ∈ B(平衡集) 可知 α < 0. 令 g = 1
α
f，于是 g ∈ X∗，进而

supReg(B) < 1 < Reg(x0) ≤ |g(x0)| = λg(x0), λ = sgng(x0)

令 h = λg，断言 h 就是所要求的泛函 f . 事实上 h(x0) = |g(x0)| > 1，
又由 B 为平衡集，于是

sup |h|(B) = sup |g|(B) = supReg(B) ≤ 1

□

通过上述隔离单点集与平衡闭凸集的 Urysohn引理，我们能够得
到一个判断元素是否属于子空间闭包的判别办法.

命题 2.1. 设 X 为 Hausdorff 局部凸空间，E 为其向量子空间且
x0 ∈ E. 则 x0 ∈ E(拓扑闭包) 当且仅当对任意 f ∈ X∗，若 f |E = 0，
则 f(x0) = 0.

证明. 由 f 的连续性，必要性是显然的. 下证充分性.



166 7. HAHN-BANACH 定理、弱拓扑与弱 * 拓扑

反证法. 假设 x0 /∈ E，由引理2.1(显然子空间闭包 E 是平衡闭凸
集) 可知存在 f ∈ X∗ 使得

f(x0) > 1, sup |f |(E) ≤ 1

这说明对任意 x ∈ E，都有 |f |(x) ≤ 1，而 E 为向量子空间，进而
f |E = 0，由条件可知 f(x0) = 0 这与 f(x0) > 1 矛盾！ □

立即的推论是可以利用连续线性泛函判断子空间的稠密性.

推论 2.1. 设 X 为 Hausdorff局部凸空间，E 为其向量子空间，则
E 在 X 中稠密当且仅当对任意 f ∈ X∗，若 f |E = 0，则 f = 0.

练习 2.2. (1) 利用命题2.1证明上述推论.
(2) 利用命题2.1证明推论1.2，即若 x 6= y，则存在 f ∈ X∗ 使得

f(x) 6= f(y).

最后，我们利用 Hahn-Banach严格隔离定理说明：有相同对偶空
间的 Hausdorff 局部凸空间有相同的凸闭集.

定理 2.3 (Mazur). 设 X 为向量空间，τ1, τ2 为其上两个 Hausdorff
拓扑，并使得 (X, τ1), (X, τ2) 称为局部凸空间. 如果

(X, τ1)
∗ = (X, τ2)

∗

即对 X 中任意线性泛函 f : X → K，它 τ1-连续等价于 τ2-连续. 那么
对 X 中任一凸集，都有

A
τ1
= A

τ2

即 X 中任一凸集 τ1 闭当且仅当 τ2 闭.

证明. 反证法. 假设 X 中凸集 A 是 τ1 闭的但不是 τ2 闭的，即
存在 x0 ∈ A

τ2 而 x0 /∈ A. 由定理2.2可知存在 f ∈ (X, τ1)
∗ 以及常数

α ∈ R 使得
ϕ(x0) < α < infϕ(A)

而由条件，f ∈ (X, τ2)
∗，又因为 x0 ∈ A

τ2，进而 α < infϕ(A) 蕴含
α ≤ ϕ(x0)，与上式矛盾！ □

注 2.3. 以上定理中的凸条件是必要的. 此外，凸的 τ1-开集不一
定是凸的 τ2-开集.
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3. 弱拓扑与弱 * 拓扑

3.1. 半范数族的连续性. 在引入弱拓扑之前，我们需要回顾和进
一步证明两件事情：

• 回顾向量空间如何利用向量空间上的半范数族构造拓扑并统
一这中构造性拓扑的记号.
• 命题2.1说明半范数族构造的拓扑是使得所有半范数连续的最
弱拓扑，我们将进一步这个结果的逆命题，即在该拓扑下连
续的线性泛函一定是半范数族中的成员.

3.1.1. 回顾局部凸空间. 在本节中，我们均假设 X 为域 K 上的向
量空间，F 为 X 上某些线性泛函构成的向量空间，并且总约定 F 是
可分点的，即对任意 (0 6=)x ∈ X，都存在 f ∈ F，使得 f(x) 6= 0. 由
推论1.2，在局部凸空间上这个约定是允许的.

因此 {|f | : f ∈ F}成为X 上可分点的半范数族，利用第4章第2节
的结果我们知道 X 在此半范数族下成为半赋范空间并且依此族诱导
的拓扑 τ ′ 成为局部凸空间. 为了澄清是何种半范数族在何空间中诱导
的拓扑，我们将拓扑记号 τ ′ 改记为 σ(X,F )，并且在叙述该拓扑下的
性质时 (例如闭集) 加上前缀 σ(X,F )-(记为 σ(X,F )-闭集).

3.1.2. 半范数拓扑的泛性质. 根据上文的说法，即命题2.1，我们知
道

F ⊂ (X, σ(X,F ))∗

即任一 F 中的元素 (即 X 上的连续线性泛函) 在拓扑 σ(X,F ) 下连
续. 下面证明反向包含，即在拓扑 σ(X,F ) 下连续的线性泛函一定属
于 F . 综上可知

F = (X, σ(X,F ))∗

我们把这个性质称为半范数拓扑 σ(X,F ) 的泛性质.
要证明这个性质，需要一个引理.

引理 3.1. 设 X 为域 K上向量空间，f1, · · · , fn 为 X 上有限个线
性泛函，则下面说明互相等价：
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(1) f 是 f1, · · · , fn 的线性组合：

f =
n∑

k=1

ckfk, ck ∈ K, ∀1 ≤ k ≤ n

(2) 存在常数 C ≥ 0 使得

|f(x)| ≤ C max
1≤k≤n

|fk(x)|, ∀x ∈ X

(3) ⋂
1≤k≤n

kerfk ⊂ kerf

引理 3.2. 显然 (1) =⇒ (2) =⇒ (3). 下证 (3) =⇒ (1). 构造集合

G := {(f1(x), · · · , fn(x)) : x ∈ X} ⊂ Kn

由 f1, · · · , fn 的线性性可知 G 为 Kn 的向量子空间. 定义映射

Φ : G→ K, (f1(x), · · · , fn(x)) 7→ f(x)

断言 Φ是良定义的，事实上，若 (f1(x), · · · , fn(x)) = (f1(x
′), · · · , fn(x′)), x, x′ ∈

X，即

(f1(x− x′), · · · , fn(x− x′)) = 0

由 (3) 可知 f(x) = f(x′). 此外，容易验证 Φ 是线性的. 由定理1.2可
知 Φ 可延拓成为 φ : Kn → K. 因此，存在 (c1, · · · , cn) ∈ Kn 使得

Φ(y1, · · · , yn) =
n∑

k=1

ckyk

再将 Φ 限制在 G 上，即得

f(x) =
n∑

k=1

ckfk(x), ∀x ∈ X

练习 3.1. (1) 验证上述证明中的 (1) =⇒ (2) =⇒ (3).
(2) 验证上述证明中的 Φ 是线性的.

最后，我们来说明

F ⊃ (X, σ(X,F ))∗
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设 f : X → K 是 σ(X,F )-连续的，由命题2.2可知存在常数 C ≥ 0 以
及 f1, · · · , fn ∈ F 使得

|f | ≤ C max
1≤k≤n

|fk|

不妨 C = 1，否则替换 fk 为 Cfk，由上述引理可知存在 c1, · · · , cn ∈ K
使得

f =
n∑

k=1

ckfk

最后，由 F 为向量空间可知 f ∈ F . 因此 F ⊃ (X, σ(X,F ))∗.

3.2. 弱拓扑与弱 * 拓扑.
3.2.1. 弱拓扑与弱 * 拓扑的定义与例子.

定义 3.1. 设 X 为 Hausdorff 局部凸空间，X∗ 为对偶空间.

(1) 称 σ(X,X∗) 为 X 上的弱拓扑.
(2) 称 σ(X∗, X̂) 为 X∗ 上的弱 * 拓扑.

其中 X̂ 为等距嵌入 X ↪→ X∗∗ 的像.

注 3.1. (1) 由推论1.2可知 σ(X,X∗) 为 Hausdorff 拓扑，进
而 σ(X∗, X̂) 也为 Hausdorff 拓扑.

(2) 由第2节最后的讨论，我们可以等同X 与 X̂，进而记 σ(X∗, X̂)

为 σ(X∗, X). 此外，将弱拓扑与弱 * 拓扑性质的叙述用简单
的记号 w-和 w∗-代替，即称集合 A 为弱拓扑下的闭集，则记
为 w-闭，同样，弱 * 拓扑下的闭集记为 w∗-闭.

(3) 上一小节的讨论告诉我们：局部凸空间 X 装备弱拓扑后的对
偶空间就是其自然拓扑 (局部凸空间拓扑 τ) 下的对偶空间；
对偶空间装备弱 *拓扑后的对偶空间 (原空间的二次对偶)就
是原空间本身. 即

(X, σ(X,X∗))∗ = X∗, (X∗, σ(X∗, X)) = X

我们称这条性质为对偶原理.

我们来说明为什么拓扑 σ(X,X∗)称为“弱”拓扑. 事实上，当 X

为赋范空间时，X∗ 自然成为 Banach 空间，其上算子范数 || − || 自
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然诱导一个拓扑，相比 w∗-拓扑，我们称其为强拓扑. 这因为，若任取
x̂ ∈ (X∗, σ(X∗, X))∗，对任意 x∗ ∈ X∗，我们有

|x̂(x∗)| = x∗(x̂) ≤ ||x∗|| · ||x̂||

因此 x̂ ∈ (X∗, || − ||)∗.
3.2.2. 极性.

定义 3.2. 设 X 为 Hausdorff 局部凸空间，X∗ 为对偶空间，称
X∗ 的子集 A◦ 为 X 的子集 A 的极集，如果

A◦ := {x∗ ∈ X∗ : |x∗(x)| ≤ 1, ∀x ∈ A}

反过来，称 X 的子集 B◦ 为 X∗ 的子集 B 的极集，如果

B◦ := {x ∈ X : |x∗(x)| ≤ 1, ∀x∗ ∈ B}

注 3.2. 上述记号 B◦ 参考自 [17]. 事实上，我们可以采用统一的
记号 B◦，即将 ◦ 统一记在右上角，不论是哪个空间的子集，这是因
为我们有等同

(X∗, σ(X∗, X))∗ = X

定义 3.3. 设 X 为赋范空间，F,G 分别为 X,X∗ 的向量子空间，
称

(1) F⊥ 为 F 的零化子，如果

F⊥ := {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = 0, ∀x ∈ F}

(2) G⊥ 为 G 的预零化子，如果

G⊥ := {x ∈ X : x∗(x) = 0, ∀x∗ ∈ G}

命题 3.1. 设 A◦ 为 A(⊂ X) 的极集，则有

(1) A◦ 是 w∗-闭的凸平衡集.
(2) 若 A ⊂ B ⊂ X，则 B◦ ⊂ A◦.
(3) 记 convbaA 为 A 的凸平衡包 (包含 A 的最小凸平衡集)，则

A◦ = ccbA，其中 ccbA 表示 A 的闭凸平衡包，即 ccbA =

convbaA.
(4) (λA)◦ = 1

λ
A◦，其中 (0 6=)λ ∈ K.
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(5) (⋃
i∈I

Ai

)◦

=
⋂
i∈I

A◦
i

(6) 若 A 还是 X 的向量子空间，则 A⊥ = A◦，事实上

A◦ = {x ∈ X∗ : x∗|A = 0}

并且 A⊥ = A◦ 为 X∗ 的 w∗-闭向量子空间.
(7) 以上命题对 B(⊂ X∗) 的极集 B◦ 也成立. 其中 w∗-性质应改
为 w-性质，w-性质应改为 w∗-性质.

证明. 上述说法中：(1) 的凸性与平衡性是显然的；(2)(4)(5)(6) 是
显然的；(7) 利用对偶原理即得.

首先证明 (1) 中的 A◦ 是 w∗-闭的. 任取 a ∈ A，由连续性可知
â(BK) 为 w∗-闭集，进而 A◦ =

⋂
a∈A â(BK) 为 w∗-闭集.

再证明 (3)，断言

(20) convbaA =

{
n∑

k=1

λkxk : xk ∈ A, λk ∈ K,
n∑

k=1

|λk| = 1, n ∈ N

}

定义的合理性由读者补充. 由 (2) 可知 Int(ccbA) ⊂ A◦. 反过来，任
取 x∗ ∈ A◦，由定义可知 sup |x∗(A)| ≤ 1. 令 xk ∈ A, λk ∈ K，使得∑n

k=1 |λk| ≤ 1，进而

x∗

(
n∑

k=1

λkxk

)
≤

n∑
k=1

|λk| · |x∗(xk)| ≤ 1

由于 x∗ 在 X 上连续，于是

sup |x∗(ccbA)| ≤ 1

因此 x∗ ∈ (ccbA)◦，故 A◦ ⊂ (ccbA)◦. □

练习 3.2. (1) 证明上述命题中 (1) 的凸性与平衡性，并验证
公式20的合理性.

(2) 证明上述命题中的 (2)(4)(5)(6).
(3) 叙述并证明上述命题中的 (7).
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定理 3.1 (双极定理). 设 X 为 Hausdorff局部凸空间，设 A,B 分
别为 X,X∗ 的子集.

(1) A◦◦ = A 当且仅当 A 为凸闭 (等价于 w-闭，由定理2.3) 平衡
集. 一般地，

A◦◦ = ccbA

(2) B◦◦ = B 当且仅当 B 为凸 w∗-闭平衡集. 一般地，

B◦◦ = ccbB

证明. 我们仅证明 (1)，(2) 是同理的，留作习题. 首先，必要性由
命题3.1蕴含. 下证充分性.

显然 A ⊂ A◦◦. 反过来，取 x ∈ X − A，由 Urysohn 引理 (即引
理2.1)(注意 A 满足引理条件) 可知存在 x∗ ∈ X∗ 使得 x∗(x) > 1 且
sup |x∗(A)| ≤ 1. 因此 x∗ ∈ A◦ 而 x 6= A◦◦，这说明 A◦◦ ⊂ A. □
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习题七

问题 37. 设 E 是 Hausdorff 局部凸空间，A ⊂ E. 定义 E 的子
集 Â由满足如下性质的元素 x构成：若取 f ∈ E∗ 满足对任意 a ∈ A，
有 |f(a)| ⩽ 1，则 |f(x)| ⩽ 1. 设 ccbA 表示 A 的闭凸平衡包，即包含
A 的所有闭凸平衡集的交集.

(a) 证明：ccbA ⊂ Â.
(b) 证明：ccbA = Â 等价于 0 ∈ ccbA.

问题 38. 设 E 是赋范空间，而 X 是 E 的有限维向量子空间. 我
们的目标是证明：X 是 E 的余子空间.

(a) 设 (e1, · · · , en)是X 中的一组基. 证明：存在X 上一组连续线
性泛函 (e∗1, · · · , e∗n)，使得 〈ei, e∗j〉 = 0, ∀i 6= j 以及 〈ei, e∗i 〉 = 1.

(b) 定义 P : E → E 为

P (x) =
n∑

i=1

e∗i (x)ei, ∀x ∈ E.

证明：P 是像集为 X 的连续线性映射，且有 P ◦ P = P .
(c) 导出 kerP 是 X 在 E 中的拓扑补子空间，即 E = X⊕kerP .
(d) 该结论在 E 是 Hausdorff 局部凸空间时是否仍然正确？

问题 39. 考虑空间 `∞ 和它的向量子空间 F：

F =
{
x ∈ `∞ : lim

n→∞
mn(x) 存在

}
, 其中mn(x) =

1

n

n∑
k=1

xk.

(a) 定义 f : F → R 为 f(x) = limn→∞mn(x). 证明：f ∈ F ∗.
(b) 证明：存在 `∞ 上连续线性泛函 m 满足下面的性质：

(i) lim infn→∞ xn ⩽ m(x) ⩽ lim supn→∞ xn, ∀x ∈ `∞.
(ii) m ◦ τ = m，这里 τ : `∞ → `∞ 是右移算子，即 τ(x)n =

xn+1. （m 被称为 Banach 平均或 `∞-极限. ）

问题 40. 保持上一习题中的概念，并用 1 表示每项为 1 的序列，
Y 表示映射 `∞ − τ 的像集.

(a) 证明：d(1, Y ) ⩾ 1.
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(b) 定义函数 f : span(Y ∪ {1})→ R 如下

f(t1 + y) = t, t ∈ R, y ∈ Y.

证明：f 是范数为 1 的线性泛函.
(c) 证明：存在 `∞上的一个范数为 1的线性泛函m，使得m◦τ =

m.

问题 41. 设 E 和 F 都是赋范空间，u : E → F 是线性映射. 证
明下面的命题等价：

(a) u : (E, ‖ · ‖)→ (F, ‖ · ‖) 连续.
(b) u : (E, σ(E,E∗))→ (F, σ(F, F ∗)) 连续.
(c) u : (E, ‖ · ‖)→ (F, σ(F, F ∗)) 连续.

问题 42. 考虑实 Banach空间 `1. 回顾基本结论：`1 是 c0 的对偶
空间，`∞ 是 `1 的对偶空间.

(a) 设 x = (xn)n⩾1 ∈ `1，且对每个 k ∈ N，令 xk = (xkn)n⩾1 ∈ `1
（注意这里的上标 k 不是幂，故 (xk)k⩾1 表示 `1 中的序列）.
• 证明：xk w∗

−→ x 当且仅当 (xk) 在 `1 中有界，且对每一个
n ∈ N，有 xkn → xn.
• 举一个 (xk) 的具体例子，使得 xk

w∗
−→ 0 但 ‖xk‖ 不趋向

于 0.
(b) 设 C = {−1, 1}N. 我们在 {−1, 1} 上赋予离散拓扑，则 C 上
有相应的乘积拓扑. 令 ε = (εn)n⩾1 ∈ C 及 p ∈ N，令

Vε,p = {η = (ηn)n⩾1 : ηn = εn, ∀n ⩽ p} .

• 证明：(Vε,p)p∈N 是拓扑空间 C 在 ε 处的邻域基.
• 解释 C 为什么是 Baire 空间.

我们现在假设：存在 `1 中的序列 (xk) 及常数 a > 0，使得

xk
w−→ 0 且 ‖xk‖1 > 3a, ∀k ∈ N.

(c) 设 k ∈ N，定义 φk : C → R 为

φk(ε) =
∑
n⩾1

εnx
k
n, ∀ε = (εn)n⩾1 ∈ C.
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证明：φk 连续. 进而导出：任取 N ∈ N，

FN =
⋂
k⩾N

{ε ∈ C : |φk(ε)| ⩽ a}

是 C 的闭子集.
(d) 设 p,N ∈ N且 ε ∈ FN . 证明：存在 k ⩾ N，使得

∑p
n=1 |xkn|�a.

由此推出：存在 k ⩾ N 及 η ∈ Vε,p，使得 φk(η) > a. 证明：
每个 FN 的内部是空集，因而有

C \
⋃
N∈N

FN 6= ∅.

(e) 设 ε = (εn)n⩾1 ∈ C \
⋃

p∈N Fp. 证明：存在一个递增的序列
(pk)，使得 ∣∣∣∣∣∑

n⩾1

εnx
pk
n

∣∣∣∣∣ > a, ∀k ∈ N.

• 解释为什么这个结论和 xk
w−→ 0 矛盾.

(f) 由命题 (c), (d)和 (e)导出：xk w−→ x当且仅当 ‖xk−x‖1 → 0.
讨论本习题结论的意义是什么.





CHAPTER 8

Banach 空间对偶理论

1 子商对偶
1.1 共轭算子
1.2 子空间与商空间的对偶

2 自反空间
2.1 自反空间的定义与例子
2.2 自反空间的性质

3 w∗-紧性
3.1 Banach-Alaoglu 定理
3.2 Goldstine 定理
3.3 E∗ 闭单位球的拓扑

旨趣. 回忆实分析中著名的 Lp 空间对偶理论，即 Lq 为 Lp 的对
偶空间，其中 1 < p, q <∞ 为共轭指标 (见第3)，它主要利用 Radon-
Nikodym 定理 (参见 [3, 16]) 证明. 本章将研究一般 Banach 空间的
对偶理论. 首先将第3章中的伴随算子的概念推广到一般的 Banach 空
间，称为共轭算子，它蕴含算子到“对偶”算子的等距嵌入关系，即

B(E,F ) ↪→ B(F ∗, E∗)

其次，受线性代数中短正合列基于 Hom(−,K) 函子导出对偶正合列
的启发，我们将研究 Banach 空间范畴中短正合列的对偶，其中最终
要的刻画是子空间与商空间的对偶关系. 其次，研究一类特殊 Banach
空间，即自反空间，事实上，很多空间具有自反性，例如熟知的 Lp其中
1 < p <∞，但也有一大类空间是不自反的，例如 c0, l

∞,L1((0, 1)), C([0, 1])

等等. 最后一节中将为对偶空间 E∗中的闭单位球赋予不同的拓扑，其
中 w∗-拓扑弥补了 Riesz 定理的缺陷，使得该拓扑下的有界闭集具有
紧性，此外，不同拓扑的赋予还可以用于刻画空间的自反性 (例如定
理3.3) 和序列收敛的精细程度，在第10章中被应用.

177
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1. 子商对偶

为简化记号，本章中总是假定 E,F 为域 K 上的 Banach 空间.

1.1. 共轭算子.
1.1.1. 共轭定理. 我们在第3章中介绍了 Hilbert 空间中的伴随算

子，即设 u ∈ B(E,F )，则存在唯一的伴随算子 u∗ ∈ B(F,E)，即

< y, u(x) >=< u∗(y), x >, ∀x ∈ X, y ∈ Y

其中 X,Y 为 Hilbert 空间. 曾在注记中叙述了上述等式实际上利用了
结果 X ∼= X∗, Y ∼= Y ∗ 进行简化. 下面我们叙述在 Banach 空间中一
般的理论，为此首先回忆形式内积 (见第7章第1节末尾)：

< −,− >: E∗ × E → K, < x∗, x >:= x∗(x), x∗ ∈ E∗, x ∈ E

并且存在自然嵌入

E ↪→ E∗, x→ x̂(=< −, x >: E∗ → K)

定理 1.1 (共轭定理). 设 u ∈ B(E,F )，则存在唯一的 u∗ ∈ B(F ∗, E∗)，
使得

< f ∗, u(x) >=< u∗(f ∗), x >, ∀x ∈ E, f ∗ ∈ F ∗

即如下交换图成立：

E F

K

u

u∗(f∗)

f∗

并且满足 ||u∗|| = ||u||，称 u∗ 为 u 的共轭算子.

证明. 我们分以下两步证明：

Step 1 先证存在性. 直接定义 u∗(f ∗) := f ∗ ◦ u, ∀f ∗ ∈ F ∗. 进而

< U∗(f ∗), x >= f ∗(u(x)) =< f ∗, u(x) >, ∀x ∈ E

由 u, f ∗ 为连续线性性可知 u∗ ∈ B(F ∗, E∗). 注意：利用上式
中的关系，容易验证 u∗ 是唯一的，留作习题.
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Step 2 验证 ||u∗|| = ||u||. 由 ||u∗|| 的定义，我们有

||u∗|| = sup
f∗∈F ∗, ||f∗||≤1

||u∗(f)||

= sup
f∗∈F ∗, ||f∗||≤1

sup
x∈E, ||x||≤1

| < x, u∗(y) > |

= sup
x∈E, ||x||≤1

sup
f∗∈F ∗, ||f∗||≤1

| < u(x), y > |

= sup
x∈E, ||x||≤1

||u(x)|| = ||u||

其中倒数第二个等号来源于引理1.2.
□

练习 1.1. 验证上述证明中 u∗ 是唯一的.

我们曾在第3章第3节的注3.2中宣称当 K = C 时形式内积与传统
内积有细微区别，为此通过一个线性代数中的例子具体说明.

取 C 上的 n 维欧式空间 l2n 以及 u ∈ B(l2n). 我们选定 l2n 中的正
交基 (ej)

n
j=1，于是其中任一向量 x 表示为

x =
n∑

j=1

xjej

由第2章中的例2.1，只要我们取定 u 在 (ej)
n
j=1 上的作用：

u(ej) := (a1j, · · · , anj), ∀aij ∈ C, j = 1, · · · , n

那么矩阵 (aij)(=: [u]) 被 u 唯一决定，并且 u 7→ [u] 是 C-代数同构.
进而对上述向量 x，我们有

u(x) =

(
n∑

j=1

a1jxj, · · · ,
n∑

j=1

anjxj

)
代入 Hilbert 空间中的伴随定理3.3，即

< y, u(x) >=< u∗(y), x >

其中 u∗ 为 u 的伴随算子，y :=
∑n

j=1 yjej 为 l2n 中另一向量. 那么上
式推出

n∑
i,j=1

aijxjyi =
n∑

i,j=1

bijyjxi
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其中 [u∗] := (bij). 因此，[u∗] = [u]∗，其中 [u]∗ := [u]
T . 同理，对

Banach 空间的形式内积而言，我们有 [u∗] = [u]T .
1.1.2. 算子的共轭关系. 我们进一步研究当 u为同构时 u∗ 的性质，

以及 u∗ 为同构时 u 的性质.
首先，若取 F 为 E 的向量子空间，存在自然嵌入 ι : F ↪→ E, x 7→

x. 进而 ||ι|| = 1，由定理1.1可知存在唯一的共轭算子 ι∗ : E∗ → F ∗，
并且满足

< ι∗(e∗), x >=< e∗, ι(x) >=< e∗, x >, ∀x ∈ F, e∗ ∈ E∗

因此 ι∗(e∗) = e∗|F . 特别地，当 F = E 时，我们有

ι = IE, ι∗ = IE∗

利用这个关系，我们可以研究 u 与 u∗ 的影响关系.

命题 1.1. 设 u ∈ B(E,F )，则有

(1) 若 u 为同构，则 u∗ 为同构且 (u∗)−1 = (u−1)∗.
(2) 若 u∗ 为同构且 E 完备，则 u 为同构.

证明. (1) 设 u 为同构，则存在 u−1 ∈ B(F,E)，使得 uu−1 =

IE, u
−1u = IF . 对这两个等式两边取共轭，于是

(uu−1)∗ = (u−1)∗u∗ = IF ∗ , (u−1u)∗ = u∗(u−1)∗ = IE∗

即 u∗ 为同构且 (u∗)−1 = (u−1)∗.
(2) 分以下两步证明：
Step 1 由 (1) 可知 u∗∗ 为同构，进而存在常数 Cc1, C2 > 0 使得

C1||x∗∗|| ≤ ||u∗∗(x∗∗)|| ≤ C2||x∗∗||

断言 u∗∗|Ê = u. 事实上，任取 x ∈ E，我们有

u∗∗(x̂) ∈ F ∗∗ = (F ∗)∗
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于是

< u∗∗(x̂), f ∗ > =< x̂, u∗(f ∗) >

=< u∗(f ∗), x >

=< f ∗, u(x) >

=< ˆu(x), f ∗ >

即 u∗∗(x̂) = ˆu(x)，进而 u∗∗(x) = u(x), ∀x ∈ E，这说明
u∗∗|Ê = u.

Step 2 由 u∗∗|Ê = u 可知，u∗∗ 为同构蕴含 u 为等距嵌入，下证
u 为满射. 由 u 的等距性可知 u(E) 为完备子空间，进而
为闭子空间.
我们利用第7章中判别稠密子空间的办法来证明 u(E) =

F (注意 u(E) 为闭子空间)，即2.1. 为此，任取 f ∗ ∈ F ∗

使得 f ∗|u(E) = 0，即 f ∗(u(x)) = 0, ∀x ∈ E. 注意到

< u∗(f ∗), x >=< f ∗, u(x) >= f ∗(u(x)) = 0

这说明 u∗(f ∗) = 0. 由 u∗ 为单射可知 f ∗ = 0，由推
论2.1可知 u(E) = F .

□

注 1.1. (1) 的证明不严格，回忆 Hilbert 空间中的伴随算子，我
们有 (uv)∗ = u∗v∗，请读者在 Banach 空间中证明这个等式.

1.2. 子空间与商空间的对偶.
1.2.1. 正合列. 第7章中刻画了赋范空间中子空间上连续线性泛函

的保范延拓问题，即 Hahn-Banach 延拓定理 (见定理1.2)，用算子的
语言可以刻画为：设 F 为 E 的子空间，对任一 u ∈ F ∗，存在 u ∈ E∗

使得 ||u|| = ||u||. 我们希望进一步研究空间 F ∗ 与 E∗ 的关系.
回忆代数学中正合列 (参见 [34]) 的概念，在域 K 上的向量空间

范畴 (K− VEC,L) 考量，称以下态射链：

· · · → Vn+1 → Vn → Vn−1 → · · · , Vi ∈ ob(K− VEC), i ∈ Z
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为正合列，如果在每个 Vi 处正合，即

ker(Vi → Vi+1) = Im(Vi−1 → Vi)

其中 Im(Vi−1 → Vi) 表示态射 Vi−1 → Vi 的像空间. 特别地，称

0→ X → Y → Z → 0

为短正合列，如果在 X,Y, Z 处正合.

练习 1.2. 证明上述短正合列中态射 X → Y 与态射 Y → Z 分别
为单射与满射.

事实上，我们有最自然的短正合列，设 Y 为 X 的子空间，有商
空间 X/Y，命其中元素 (等价类) 为 [x](= x + Y )，其中 x ∈ X，于
是有商映射

π : X → X/Y, x→ [x]

我们有最直接的短正合列，即

0→ Y → X → X/Y → 0

其中 Y → X 为自然嵌入，X → X/Y 为商映射. 若我们还关心范畴
(K−VEC,L)的对偶范畴 (K−VEC,L)∗(参见 [34])，经由对偶函子 ()∗

可得对偶的短正合列：

0← Y ∗ ← X∗ ← (X/Y )∗ ← 0

于是我们有如下图表

0 Y X X/Y 0

0 Y ∗ X∗ (X/Y )∗ 0

()∗ ()∗ ()∗

1.2.2. 商空间. 上述事实暗示我们可以通过研究商空间来研究子
空间的对偶空间. 首先我们定义赋范空间中的商空间.

设 E,F 为赋范空间，F 为 E 的闭向量子空间，定义 X 中等价
关系 ∼ 为

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ F
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定义商集 E/ ∼ 为 E“商掉”F 的空间，简称商空间，记为 E/F . 记
其中元素 (等价类) 为

[x](= x+ F ), ∀x ∈ X

其中 x + F := {x + y : y ∈ F}. 利用与线性代数中同样的方式定义
E/F 中的代数运算使得其成为向量空间，再定义范数

||[x]||E/F := inf{||y||E : y ∼ x} = inf{||x+ y||E : y ∈ F}

注意这里的 || − ||E/F 确实是一个范数，其中若 ||[x]|| = 0，存
在 (yn)n≥1 ⊂ F 使得 −yn → x，由 F 为闭子空间可知 x ∈ F，进而
[x] = 0.

练习 1.3. 验证上述定义的 || − ||E/F 是一个范数.

并且可以定义商映射

π : E → E/F, x 7→ [x]

练习 1.4. (1) 验证 π 为满射且 kerπ = F .
(2) 验证 ||π|| ≤ 1.
(3) 证明：任取 [x] ∈ E/F，对任意 ε > 0，存在代表元 x(∈ E)使
得

||x|| ≤ (1 + ε)||[x]||

由于 Banach 空间范畴 (BAN ,LCONT I) 为 (K−VEC,L) 的子
范畴 (见第2章第3节)，我们同样希望在其中研究图表

0 F E E/F 0

0 F ∗ E∗ (E/F )∗ 0

()∗ ()∗ ()∗

其中 ()∗ 函子表示为取 Banach 空间的对偶空间. 回忆第7章第3中定
义的零化子与预零化子的概念 (见小小节3.2.2)，即 F,G分别为 E,E∗

的向量子空间，于是

F⊥ = {x∗ ∈ E∗ : x∗(x) = 0, ∀x ∈ F}

G⊥ = {x ∈ E : x∗(x) = 0, ∀x∗ ∈ G}
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并且命题3.1蕴含
F⊥ = F ◦, G⊥ = G◦

其中 F⊥ 为 E∗ 中 w∗-闭子空间，G⊥ 为 E 中 w-闭子空间，等价于范
数 || − || 闭性. 并且双极定理 (定理3.1) 是说

(F⊥)⊥ = F
w
= F

||−||
, (G⊥)

⊥ = G
w∗

1.2.3. 商空间的对偶. 我们先研究商空间 E/F 的对偶空间 (E/F )∗.
从讨论商映射 π 的共轭算子开始考量，为此，任取 ϕ ∈ (E/F )∗，于
是 ϕ(π(F )) = 0，即 ϕ ◦ π ∈ F⊥. 因此我们定义

ν : (E/F )∗ → F⊥, ϕ 7→ ϕ ◦ π

练习 1.5. (1) 验证映射 ν 的良定义.
(2) 验证 ν 为商映射 π 的共轭算子，即满足如下交换图

E E/F

K

π

ν(φ)=φ◦π
φ

我们断言，这里的 ν 是一个同构.

定理 1.2 (对偶定理). 映射 ν : (E/F )∗ → F⊥ 是同构，即

(E/F )∗ ∼= F⊥

证明. 分以下两步验证.
Step 1 验证 ν 是一个等距嵌入 (蕴含单射). 由共轭算子的性质可知

||ν|| = ||π|| ≤ 1，这说明

||ν(ϕ)|| ≤ ||ϕ||, ∀ϕ ∈ (E/F )∗

下面说明反向不等式. 任取 [x] ∈ E/F，于是

||ϕ([x])|| = ||ϕ(π(x))||

= | < ϕ, π(x) > |

= | < ν(ϕ), x > |

≤ ||ν|| · ||x||
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即 ||ϕ|| ≤ ||ν(ϕ)||.
Step 2 验证 ν 为满射. 任取 f ∈ F⊥，对任意 [x] ∈ E/F，定义

ϕ : E/F → K, [x] 7→ f(x)

其中 x 为一代表元. 断言 ϕ 是良定义的，事实上，若还有
x′ ∈ E，于是 x− x′ ∈ F，由 f ∈ F⊥ 可知 f(x− x′) = 0，因
此 f(x) = f(x′). 显然 ϕ 是线性的. 同时

ϕ([x]) = |f(x)| ≤ ||f || · ||x||

对 [x] 的所有代表元取下确界得到 |ϕ([x])| ≤ ||f || · ||[x]||. 因
此 ϕ ∈ (E/F )∗ 并且

ϕ ◦ π(x) = ϕ([x]) = f(x), ∀x ∈ E

这说明 ν(ϕ) = f .

□

练习 1.6. 验证上述证明中的 ϕ 是线性的.

1.2.4. 子空间的对偶. 定义映射

σ : E∗/F⊥ → F ∗, [ϕ] 7→ ϕ|F

注意到

|σ([ϕ])(x)| ≤ |ϕ(x)| ≤ ||ϕ|| · ||x||, ∀x ∈ F

因此上述映射是合理的. 对上述不等式中等价类 [ϕ] 中的代表元取下
确界，我们有

|σ([ϕ])(x)| ≤ ||[ϕ]||E∗/F ∗ · ||x||, ∀x ∈ F

进而

σ([ϕ]) ∈ F ∗, ||σ[ϕ]||F ∗ ≤ ||[ϕ]||E∗/F⊥

同时是良定义的，若还有代表元 ϕ′ 于是 ϕ′ − ϕ ∈ F⊥，进而

(ϕ′ − ϕ)(x) = 0, ∀x ∈ F

这说明 ϕ′|F = ϕ|F .
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因此我们得到映射

σ : E∗/F ∗ → F⊥, [ϕ] 7→ f = ϕ|F

定理 1.3 (对偶定理). 映射 σ : E∗/F⊥ → F ∗ 是同构，即

E∗/F⊥ ∼= F ∗

证明. 分以下两步证明.

Step 1 σ 是等距嵌入. 对任意 [ϕ] ∈ E∗/F⊥，于是 f = σ([ϕ]) ∈ F ∗.
由 Hahn-Banach 定理，存在 E∗ 上的保范延拓 f，即

f |F = f, ||f || = ||f ||

见第7章小小节1.3.2. 由于 f |F = f = ϕ|F，于是 f − ϕ ∈ F⊥，
即 f, ϕ ∈ F ∗. 进而

||[ϕ]||E∗/F ≤ ||f ||E∗ ≤ ||f ||F ∗ = ||σ([ϕ])||F ∗

因此 ||σ([ϕ])|| = ||[ϕ]||.
Step 2 σ 为满射. 对任意 f ∈ F ∗，同样延拓成为 f ∈ E∗. 于是

[f ] = f + F⊥ ∈ E∗/F⊥, σ([f ]) = f |F = f

这说明 σ 为满射.

□

1.2.5. 正合列的对偶. 至此，我们得到如下图表

0 F E E/F 0

0 E∗/F⊥ E∗ F⊥ 0

()∗ ()∗ ()∗

其中由对偶定理定理蕴含结果

F ∗ ∼= E∗/F⊥, (E/F )∗ ∼= F⊥
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事实上，我们可以进一步研究二次对偶函子 ()∗∗ = ()∗ ◦ ()∗(参见 [34])
的作用，即

(21)

0 F E E/F 0

0 E∗/F⊥ E∗ F⊥ 0

0 (E∗/F⊥)⊥ E∗∗ E∗∗/(F⊥)⊥ 0

()∗ ()∗ ()∗

()∗ ()∗ ()∗

命题 1.2. 设 u ∈ B(E,F )，则有

(1) keru∗ = u(E)⊥.
(2) keru = u∗(F ∗)⊥.
(3) (keru∗)⊥ = u(E)

w
= u(E)

||−||.
(4) (keru)⊥ = u∗(F ∗)

w∗

证明. (3)(4) 分别为 (1)(2) 应用双极定理的推论，留作习题. 下面
验证 (1)(2).

(1) 设 f ∈ F ∗，则有

f ∈ keru∗ ⇐⇒ u∗(f) = 0

⇐⇒< u∗(f), x >= 0, ∀x ∈ E

⇐⇒< f, u(x) >= 0, ∀x ∈ E

⇐⇒ f ∈ u(E)⊥

(2) 设 x ∈ E，则有

x ∈ keru⇐⇒ u(x) = 0

⇐⇒< f, u(x) >= 0, ∀f ∈ F ∗

⇐⇒< u∗(f), x >= 0, ∀f ∈ F ∗

⇐⇒ x ∈ u∗(F ∗)⊥

□

练习 1.7. 利用定理3.1证明上述命题的 (3)(4).
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结合稠密子空间的判别法 (推论2.1)，可以证明

推论 1.1. 设 u ∈ B(E,F )，则有

(1) u∗ 为单射当且仅当 u(E) 在 F 中稠密.
(2) u 是单射当且仅当 u∗(F ∗) 在 E∗ 中 w∗-稠密.
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2. 自反空间

2.1. 自反空间的定义与例子.

定义 2.1. 设 E 为赋范空间，称 E 为自反空间，如果 E = E∗∗.

显然，若 E 自反，则 E 为 Banach 空间.
线性代数告诉我们，有限维赋范空间 E 一定是自反的，事实上，

我们有自然同构

E ∼= E∗∗

参见 [31, 34]. 此外，Riesz表示定理 (定理3.2)蕴含所有的 Hilbert空
间是自反的. 此外，当 (X,M, µ) 为 σ-有限测度空间 (见第1章例1.3)
时，其上的 Lp 空间是自反的，其中 1 < p <∞. 然而，不自反的空间
也是大量出现的，例如 c0, l

∞,L((0, 1)), C([0, 1]).

2.2. 自反空间的性质.

命题 2.1. Banach 空间是自反的当且仅当其对偶空间是自反的.

证明. 先证必要性. 若 E 自反，则 E = E∗∗. 于是

E∗ = (E∗∗)∗ = (E∗)∗∗

这说明 E∗ 自反.
充分性. 若 E∗ 自反，即

E∗ = (E∗)∗∗ = (E∗∗)∗

对任意 ϕ ∈ (E∗∗)∗ = E∗ 满足 ϕ|E = 0，即 ϕ|E∗∗ = 0. 由推论2.1可
知 E 在 E∗∗ 中稠密，又由 E 的完备性 (蕴含 E 为闭子空间) 可知
E = E∗∗. □

练习 2.1. 证明：若 E ∼= F，则 E 是自反的当且仅当 F 自反.

命题 2.2. 设 F 为 E 的闭子空间，若 E 自反，则 F,E/F 也是自
反的.
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证明. 验证 E/F 是自反的. 利用图表21，我们有

(E/F )∗∗ = ((E/F )∗)∗ ∼= (F⊥)∗

∼= E∗∗/(F⊥)⊥

∼= E/(F⊥)⊥

= E/F

其中第一、二个同构 ∼= 由于对偶定理，见定理1.2与定理1.3，第三个
同构 ∼= 由于 E 的自反性，最后一个等号 = 由于双极定理. 子空间的
验证是类似的，留给读者补充. □

练习 2.2. 证明上述命题中子空间 F 是自反的.
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3. w∗-紧性

3.1. Banach-Alaoglu 定理.
3.1.1. w∗-拓扑与乘积拓扑. 我们已经知道弱 *拓扑 σ(E∗, E)是对

偶空间 E∗ 上的拓扑，它实际上由半范数族 Ê = {x̂ : x ∈ E}诱导. 规
定其中的开 ε-球为

V (x∗; x1, · · · , xn; ε) := {y∗ ∈ E∗ : max
1≤i≤n

|(y∗ − x∗)(xi)| < ε}

其中 x1, · · · , xn 为 E 中有限个元素，于是拓扑 σ(E∗, E) 中的开集为
上述开球的并. 注意到

V (x∗; x1, · · · , xn; ε), ∀n ∈ N+, x1, · · · , xn ∈ E, ε > 0

构成点 x∗ 的邻域基，因此，在该拓扑下，E∗ 中的序列 (x∗n)n≥1 收敛
于 x∗ 当且仅当

x∗n(x)→ x∗(x), ∀x ∈ E

换言之，序列 (x∗n) 在 w∗-收敛于 x∗ 等价于 (x∗n) 在 E 上逐点收敛于
x∗. 而逐点收敛拓扑等价于乘积拓扑，又注意到 E∗ ⊂ KE，因此 E∗

上的 w∗-拓扑可被 KE 上的乘积拓扑诱导. 我们将在第10章中利用这
个事实建立广义函数空间与缓增分布空间的拓扑，见注1.4.

3.1.2. Banach-Alaoglu 定理. 下面我们限制在闭单位球 BE∗ 上讨
论，于是 w∗-拓扑由KE的乘积拓扑在BE∗ 上的限制诱导，即 V (x∗; x1, · · · , xn; ε)∩
BE∗ 为 x∗ 的一个 w∗-邻域.

定理 3.1 (Banach-Alaoglu 定理). E∗ 中闭单位球 BE∗ 是 w∗-紧
的.

为证明这个定理，我们首先给出两个论断：

(1) BE∗ 上的 w∗-拓扑由 BK
BE 上的乘积拓扑诱导. 事实上，由于

E∗ 中的元素由它们在 E 的闭单位球 BE 上的作用唯一决定，
因此可将 E∗ 中的元素视为 BE 上的函数，于是

BE∗ = {x∗ ∈ E∗ : |x∗(x)| ≤ 1, ∀x ∈ BE}

进而 BE∗ 中的元素取值于 BK，即对应函数

x∗|BE
: BE → BK, ∀x∗ ∈ BE∗
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因此 BE∗ ⊂ BK
BE . 进而 BE∗ 上的 w∗-拓扑由 BK

BE 上的乘积
拓扑诱导. 注意到 BK 为紧集，由 Tychonoff 定理 (见第1章
定理1.3)可知乘积空间 BK

BE 为紧空间. 因而要证明定理，即
证明 BE∗ 为闭集 (注意到紧空间的闭子集为紧集).

(2) 对任意 ϕ ∈ BE∗，ϕ 为 BE 上的线性映射，即

ϕ(λx+ µy) = λϕ(x) + µϕ(y), ∀x, y ∈ BE, λ, µ ∈ K

这是显然的. 反过来，若 ϕ ∈ BE，则 ϕ ∈ BE∗ . 事实上，若
有线性映射

ψ : BE → BK

可以将其延拓为 E 上的连续线性泛函 (注意此时 ψ 本身是
连续的)，为此对任意的 x ∈ E，可选择 (0 6=)λ ∈ K 使得
x/λ ∈ BE，再令

ϕ(x) = λψ
(x
λ

)
容易验证 ϕ 不依赖于 λ 的选取且线性，同时 ϕ|BE

= ψ，进
而 ϕ ∈ BE∗ .

练习 3.1. 验证上述 (2) 中的 ϕ 不依赖于 λ 的选取以及线性性.

下面我们来证明这个定理.

证明. 证明 BK
BE −BE∗ 为开集. 为此，任取 ψ ∈ BK

BE −BE∗，于
是存在 x, y ∈ BE 以及 λ, µ ∈ K 满足

λx+ µy ∈ BE

使得

ψ(λx+ µy) 6= λψ(x) + µψ(y)

令 z = λx+ µy，以及 BK
BE 中开邻域

V := V (ψ; x, y, z; ε)

= {f ∈ BK
BE

: |(f − ψ)(x)| < ε, |(f − ψ)(y)| < ε, |(f − ψ)(z)| < ε}
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当 ε 充分小时，对任意 f ∈ V 我们有

|f(z)− λf(x)− µf(y)| ≥ |ψ(z)− λψ(x)− µψ(y)|

− |λ| · |(f − ψ)(x)| − |µ| · |(f − ψ)(y)| − |(f − ψ)(z)| > 0

因此 ψ 不可延拓为线性映射，即 f ∈ BK
BE −BE∗，进而 V ⊂ BK

BE −
BE∗，于是 BK

BE − BE∗ 为开集. □

回忆第2章中的 Riesz 定理 (定理1.3)，是说无限维 Banach 空间
E∗(不妨取 E 的对偶空间) 中单位闭球不是紧的；而 Banach-Alaoglu
定理告诉我们，若为 E∗ 赋予 w∗-拓扑，其上 w∗-闭单位球是紧球.

3.2. Goldstine 定理.

定理 3.2 (Goldstine). BE 在 BE∗∗ 中 w∗-稠密，即

BE∗
w∗

= BE∗∗

证明. 显然有 BE∗
w∗

⊂ BE∗∗，由于 BE∗∗ 为 E∗∗ 中 w∗-闭集 (由定
理3.1可知 w∗-紧). 下面验证反向包含，用反证法.

若存在 x∗∗ ∈ BE∗∗ − BE∗
w∗

，回忆第7章中的 Urysohn 引理 (引
理2.1)，存在 ϕ ∈ E∗ 使得

< x∗∗, ϕ >> 1, sup
∣∣∣ϕ(BE

w∗)∣∣∣ ≤ 1

进而

||ϕ||E∗ = sup
x∈BE

| < ϕ, x > | ≤ sup
∣∣∣ϕ(BE

w∗)∣∣∣ ≤ 1

于是

||x∗∗|| ≥ ||ϕ|| · ||x∗∗|| ≥ |ϕ(x∗∗)| > 1

这与 x∗∗ ∈ BE∗∗ 矛盾！ □

3.3. E∗ 闭单位球的拓扑. 回忆定理3.1，我们知道对偶空间 E∗ 中
闭单位球必为 w∗-紧球，一个自然的问题是：原空间 E 中的闭单位球
BE 何种情况下在何种拓扑中是紧的？这个问题与空间的自反性有关.

定理 3.3 (Banach). 设 E 为赋范空间，则 BE 为 w-紧球当且仅
当 E 为自反空间.
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证明. 先证充分性. 由于 E = E∗∗，于是 BE = BE∗∗ . 由定理3.1可
知 BE∗∗ 为 w∗-紧的，进而 BE w-紧.

必要性. 显然 E ⊂ E∗∗，于是 σ(E,E∗) = σ(E∗∗, E∗)|E. 由条件可
知 BE w-紧，进而 σ(E∗∗, E∗)-紧，于是 σ(E∗∗, E∗)-闭，这说明 BE 为
w∗-闭集，即 BE =BE

w∗ . 由定理3.2可知

BE = BE
w∗

= BE∗∗

因此 E = E∗∗. □

至此，我们已为对偶空间 E∗ 中的闭单位球 BE∗ 赋予了三种拓扑，
它们对序列收敛的精细程度 (我们将在第9、10章中进一步使用)、空
间维数 (有限维与无限维) 与紧致性的关系、赋范空间的自反性等等
概念有本质的刻画：

(1) 算子范数：(BE∗ , || − ||). 该拓扑下的收敛相对称强收敛 (见
第7章第3节的注记)，依 Riesz 定理，BE∗ 是紧的当且仅当空
间维数有限.

(2) 弱 * 范数：(BE∗ , σ(E∗, E)). 该拓扑下的收敛相对称弱收敛，
依 Banach-Alaoglu 定理，BE∗ 总是 w∗-紧的.

(3) 弱范数：(BE∗ , σ(E,E∗)). 依 Banach 定理 (定理3.3)，BE∗ 是
紧的当且仅当 E∗ 是自反的 (也当且仅当 E 是自反的，见命
题2.1).
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习题八

问题 43. 设 E 是赋范空间，并设 E∗ 是可分的.

(a) 令 (fn) 是 E∗ 中的稠密子集. 选出 E 中的序列 (xn) 使得
fn(xn) ≥ ∥fn∥

2
.

(b) 任取 f ∈ E∗. 证明：若对每个 xn 有 f(xn) = 0，则 f = 0.
(c) 由此导出 span(x1, x2, · · · ) 在 E 中稠密且 E 是可分的.
(d) 证明：一个 Banach 空间是可分的且自反的当且仅当它的对
偶空间是可分的且自反的.

(e) 举一个可分赋范空间但其对偶空间不可分的例子.

问题 44. 设 E 是 Banach 空间，B ⊂ E∗.

(a) 证明：B 是相对 w∗- 紧的当且仅当 B 是有界的.
(b) 假设 B 是有界的且 E 是可分的. 证明：(B, σ(E∗, E))可度量
化. 提示：设 (xn) 是 E 的闭单位球中的稠密序列，并考虑如
下距离

d(x∗, y∗) =
∑
n≥1

2−n|〈x∗ − y∗, xn〉|, ∀x∗, y∗ ∈ B.

问题 45. 设 E 是赋范空间，A ⊂ E.

(a) 假设 A 是弱紧的. 证明：A 有界.
(b) 假设 A 有界且 E∗ 可分. 证明：(A, σ(E,E∗)) 可度量化.

问题 46. 设 P 是 Banach空间 X 上的线性映射并满足 P ◦P = P .
记 R = P (X)，N = kerP .

(a) 证明：P 连续的充分必要条件是 R 和 N 都是闭集. 并且，若
P 连续，则 X = R⊕N .

(b) 假设 P 是连续的. 证明：R⊥ 和 N⊥ 在 X∗ 中互补，且有
X∗ = R⊥ ⊕N⊥.

问题 47. 刻画 `p 的对偶空间比刻画 Lp 的对偶要容易. 试不用课
程中的结论，直接导出

`∗p
∼= `q, 1 ≤ p <∞, 1

p
+

1

q
= 1.
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并且证明

c∗0
∼= `1.

由此导出 c0, `1 和 `∞ 都不是自反的.

问题 48. 本习题将讨论实 Banach 空间 `∞ 和它的子空间 c0 和 c

的联系. 这里 c 是由 `∞ 中的收敛序列构成的闭子空间，而 c0 是极限
为 0 的序列构成的闭子空间. 显然有 c0 ⊊ c ⊊ `∞. 所有这些空间都赋
予上确界范数，也就是 `∞ 上的范数.

(a) 证明：c 和 c0 同构. 提示：考虑算子 u : c→ c0：

u(x) = (`, x1 − `, x2 − `, · · · , xn − `, · · · ), 其中 ` = lim
n→∞

xn.

由此导出 c0 上有一个等价范数，在此意义下 c0 和 c 等距同
构.

(b) 证明：`∞ 既不等距同构于 c0 也不等距同构于 c.
设 A 是向量空间 E 的非空凸子集. 我们称 x ∈ A 是 A

的端点，若任取 A 中的点 y 和 z，使得 x = y+z
2
，则必有

x = y = z. 令 Ext(A) 表示 A 的所有端点构成的集合.
(c) 令 B̄c 和 B̄c0 分别表示空间 c 和 c0 中的闭单位球. 证明

Ext(B̄c0) 是空集，并确定 Ext(B̄c).
由此导出 c 和 c0 不是等距同构的.

(d) 我们在这一步骤的目的是证明 c∗ 和 c∗0 等距同构. 为此，只需
证明 c∗ 和 `1 等距同构. 提示：`1 中元素 y = (yn)n⩾1 以如下
的方式作用在 c 中的元素 x = (xn)n⩾1 上：

〈y, x〉 = y1`+
∞∑
n=2

ynxn−1, 其中 ` = lim
n→∞

xn.

(e) 证明：存在 ϕ ∈ `∗∞ 使得 ‖ϕ‖ℓ∗∞ = 1，且当 x ∈ `∞ 满足
limN→∞

1
N

∑N
n=1 xn 存在时，有

ϕ(x) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

xn.

刻画 ϕ|c0 和 ϕ|c. 证明：ϕ /∈ `1，也就是说，ϕ 不能由 `1 中的
元素来定义（我们顺便得到 `1 不是自反的）.
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问题 49. 举例说明弱 * 紧集不一定有界





CHAPTER 9

紧算子与谱理论

1 算子代数中的基本概念
1.1 有限秩算子与紧算子
1.2 逼近性质

2 谱理论简介
2.1 有界算子的谱
2.2 紧算子的谱性质

3 Hilbert 空间上的自伴紧算子
3.1 自伴算子与正算子
3.2 Hilbert 空间上自伴紧算子的谱分解

旨趣. 算子代数与谱理论在泛函分析的研究中有重要的地位. 作
为线性代数中线性算子与特征值理论的推广，泛函分析中 (特别指无
限维空间) 的算子及其谱理论一方面继承了有限维空间的某些刚性结
构，例如紧算子的谱性质 (见命题2.4) 以及 Fredholm 选择定理 (见
定理2.1)；另一方面又有其丰富而复杂的性质，例如一般算子的谱在
分解上与线性代数有很大的区别. 我们在本章中简要介绍这一类特殊
Banach代数 B(E)上的紧算子理想以及谱理论. 其中具有突出地位的
算子当属紧算子，我们将介绍能够用有限秩算子逼近紧算子的空间，
以及紧算子的谱性质. 最后，注意到第3章中曾提及 Hilbert 空间具
有类似有限维内积空间简单的结构，我们将研究 Hilbert 空间上的自
伴紧算子，无独有偶，这类算子很好地继承了有限维空间上实对称矩
阵的谱分解性质 (谱分解定理，参见 [31])，即 Hilbert 空间可以被其
上的自伴紧算子的谱划分成直和，并且其完备正交系恰好与每个直和
项的特征向量对应. 这个性质应用于 L2 空间可以很好地给出 Sturm-
Liouville理论；以及紧区域上 Laplace算子的谱分解 (我们将在第10章
中提及) 甚至流形上的算子谱分解 (这属于谱几何的范畴).

199
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1. 算子代数中的基本概念

本章中为简化记号，默认 E,F 为域 K 上的 Banach 空间. 我们
把映射 T : E → F 称为 E 到 F 的算子，并且本章中默认算子为线性
算子，即映射 T 是线性的

T (λx+ µy) = λT (x) + µT (y), ∀x, y ∈ X, λ, µ ∈ K

此外，由第2章命题2.1，我们说线性算子 T ∈ B(X,Y )是连续算子 (或
有界算子).

事实上，在本册的前八章中已经接触到不少具体的算子，例如最基
本的有界算子 (上文已经提到)作为 Banach空间范畴 (BAN ,LCONT I)
的态射，Hilbert 空间中的投影算子 (见第3章定理2.1)，Hilbert 空间
伴随理论中一类特殊的算子 (酉算子，见定理3.3)，研究常微分方程
Cauchy 问题时出现的积分算子 (见第1章小小节2.1.2)(第10章将研究
偏微分方程 Sobolev 空间之间的算子以及 Fourier 变换算子) 等等.

1.1. 有限秩算子与紧算子. 下面给出更多特殊算子的定义.

定义 1.1. 设 T ∈ B(X,Y )

(1) 称 T 为有限秩算子，如果 dimT (X) <∞. 记全体 X 到 Y 的
有限秩算子为 F(X,Y )，特别地，若 F = E，则记 F(E).

(2) 称 T 为紧算子，如果 T(X) 在 Y 中相对紧. 记全体 X 到 Y

的紧算子为 K(X,Y )，特别地，若 F = E，则记 K(E).

特别地，当 H = X = Y 为 Hilbert 空间时，

(1) 称 T 为正规算子，如果 TT ∗ = T ∗T；特别地，称 T 为酉算
子，如果 TT ∗ = T ∗T = I.

(2) 称 T 为自伴算子，如果 T = T ∗；特别地，称 T 为正算子，如
果还满足 < Tx, x >≥ 0, ∀x ∈ H.

此外，若不满足条件 T ∈ B(X,Y )，我们称 T 为无界算子.

本节主要讨论有限秩算子与紧算子.

注 1.1. (1) 回忆第2章，我们知道 B(E) 成为 Banach 代数，
记 GL(E) 为 B(E) 中全体可逆算子构成的集合，在算子乘法
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意义下成为群. 事实上 GL(E) 为 B(E) 中开集 (注意拓扑由
算子范数 || − || 诱导).

(2) 若算子 T 连续，由第2章的命题2.1可知 T (X) 有界，若还有
dimT (X) < ∞，进而可知 T (E) 为相对紧集，这说明有限秩
算子一定是紧算子.

(3) 一般紧算子的定义中不需要算子连续的条件，事实上由 T (X)

的相对紧性，可知其闭包有界，进而 T 在单位球上有界，于
是 T 自动成为连续算子. 因此

F(X,Y ) ⊂ K(X,Y ) ⊂ B(X,Y )

(4) 若 T ∈ K(X,Y )，则对 X 中任一有界子集 A，都有 T (A) 为
相对紧集.

练习 1.1. 验证上述 (1) 中的论断.

练习 1.2. 证明：F(X,Y ),K(X,Y )为 B(X,Y )的向量子空间；特
别地，若 Y = X(此时 B(X)是一个 K-代数)，则 F(X),K(X)为 B(X)

的双边理想 (参见 [34]).

回忆第8章中共轭算子的概念 (见定理1.1)，算子的紧性可以由其
共轭等价刻画.

命题 1.1. 设 T ∈ B(X,Y )，则 T 为紧算子当且仅当 T ∗ 为紧算子.

证明. 先证必要性. 设 T 是紧算子. 任取 (x∗n) ⊂ T ∗(BF
∗)，则有

(y∗n) ⊂ BF ∗，使得 T ∗(y∗n) = x∗n. 注意 y∗n 可以看成是 T (BE)上的函数，
当任取 y, y′ ∈ T (BE) 时，有

|(y∗n, y − y′)| ≤ ‖y∗n‖‖y − y′‖ ≤ ‖y − y′‖

这意味着 (y∗n) 在 T (BE) 上等度连续. 同时对任意 y ∈ T (BE) 也有
|(y∗n, y)| ≤ ‖y‖. 由于 T (BE) 是紧空间，由 Ascoli 定理 (见第5章定
理1.1)，(y∗n)具有在 T (BE)上一致收敛的子列 (y∗nk

). 那么对任意 k, j，
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有

‖x∗nk
− x∗nj

‖ = sup
x∈BE

|x∗nk
(x)− x∗nj

(x)|

= sup
x∈BE

| < T ∗(y∗nk
), x > − < T ∗(y∗nj

), x > |

≤ sup
T (x)∈T (BE)

| < y∗nk
, T (x) > − < y∗nj

, T (x) > |

于是可得 (x∗nk
) 是 E∗ 中的 Cauchy 列，由 E∗ 的完备性可知 (x∗nk

) 在
E∗ 中收敛，从而 T ∗(B∗

E) 是相对紧的.
再证充分性. 设 T ∗ 是紧算子. 由必要性的讨论可得 T ∗∗ 是从 E∗∗

到 F ∗∗ 的紧算子，也就是说 T ∗∗(BE∗∗) 是相对紧的. 从而 T ∗∗(BE) 也
是相对紧的，进而 T (BE) 是相对紧的. □

1.2. 逼近性质. 依定义我们知道有限秩算子的结构是简单的，利
用 Riesz定理 (见第2章定理1.3)容易证明 F(E)是 Banach代数 B(E)
稠密理想当且仅当 dimE <∞；由包含关系显然有 F(E) = K(E)，换
言之，有限维 Banach 空间上的有限秩算子可以 (强) 逼近紧算子，这
里的“强”逼近指的是算子范数 ||−||意义下收敛. 是否所有的 Banach
空间上的有限秩算子都能逼近紧算子？答案是否定的，我们称满足

F(E) = K(E)

条件的空间为具有逼近性质的空间，其中全体 Hilbert 空间具有逼近
性质，参见 [32]，Lp 空间具有逼近性质，当 X 为 LCH空间时 C0(X)

具有逼近性质.

注 1.2. 1973 年 Enflo 构造了一个可分但不具有逼近性质的空间
反例 B(l2)，参见 Enflo, Per. ”A counterexample to the approximation
problem in Banach spaces.” (1973): 309-317..
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2. 谱理论简介

2.1. 有界算子的谱.
2.1.1. 算子谱的定义. 回忆线性代数中有限维线性空间 X 到自身

的线性算子的特征值与特征向量，参见 [31]，我们把这个概念推广到
Banach 空间上的线性算子，即研究 Banach 代数 B(E) 的谱理论.

定义 2.1. 设 T ∈ B(E)，

(1) 称 specT 为算子 T 的谱集，如果

specT := {λ ∈ K : λ− T不可逆}

且称 cspecT := K− specT 为算子 T 的预解集.
(2) 对任意 λ ∈ cspecT，称逆算子 R(λ, T ) := (λ − T )−1 为算子

T 的预解式，此时称 λ 为正则点.

此外，我们还可以对算子 T 的谱集分类，注意到 λ − T 若不可
逆，那么

不是单射： 称 λ(∈ specT )为算子 T 的特征值，如果 λ−T 不是单射，即
存在 (0 6=)x ∈ E 使得 Tx = λx；且称 ker(λ− T ) 为 T 关于
特征值 λ 的特征子空间，并称这个非零的向量 x 为从属于 λ

的特征向量. 我们用 specpT 表示 T 所有特征值构成的集合，
称点谱集.

是单射但不是满射： (a) 称 λ为连续点，如果 (λ−T )(E)在 E 中稠密，用 speccT
表示全体连续点构成的集合，称为连续谱集.

(b) 此外，称剩余的 λ为剩余点，用 specrT 表示全体剩余点
构成的集合，称为剩余谱集.

显然有分解：

specT = specpT t speccT t specrT

命题 2.1 (预解方程). 对任意 λ, µ ∈ cspecT，我们有

(µ− λ)R(λ, T )R(µ, T ) = R(λ, T )−R(µ, T ) = (µ− λ)R(µ, T )R(λ, T )

练习 2.1. 证明上式命题.
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注 2.1. 这个命题说明预解式可交换，即

R(λ, T )R(µ, T ) = R(µ, T )R(λ, T ), ∀λ, µ ∈ cspecT

这个结果也可以被如下事实蕴含：

(λ−T )(µ−T ) = λµ−(λ+µ)T+T 2 = (µ−T )(λ−T ), ∀λ, µ ∈ cspecT

实际上，对上式两边取逆即可.

线性代数中的秩-零 (rank-null) 定理 (参见 [31]) 告诉我们，有
限维空间 E 上的线性算子单射当且仅当满射，因此对有限维空间的
Banach 代数 B(E) 有最简单的谱集分解，任取 T ∈ B(E) 我们有

specpT = specT

但一般情况下只有严格的包含关系，即 specpT ⊂ specT . 我们将在下
一小节中证明紧算子的 Fredholm选择定理 (见定理2.1)，即对 Banach
空间上的紧算子 T 而言，λ− T 为单射当且仅当满射. 这说明紧算子
的谱集分解与有限维空间一样是简单的 (或由命题2.4的 (5))，换言之，
利用点谱集 (特征值与特征向量) 理论可以刻画清楚紧算子完整的谱
集，因此直观上可以将紧算子视为有限阶矩阵.

2.1.2. 谱半径. 下面我们再介绍算子的谱半径.

命题 2.2. 设 T ∈ B(E)，则

(1) 存在极限

lim
n→∞

||T n||1/n =: r(T )

且满足

lim
n→∞

||T n||1/n = inf
n≥1
||T n||1/n

我们称 r(T ) 为算子 T 的谱半径.
(2) 谱集 specT 为 K 中紧集，且 specT ⊂ {λ ∈ K : |λ| ≤ r(T )}.

证明. (1) 记 a = infn∈N∗ ||T n||1/n. 首先我们有

lim inf
n→∞

||T n||1/n > inf
n∈N∗
||T n||1/n = a
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接下来，我们讨论 lim supn→∞ ||T n||1/n 的值. 对任意 ε > 0，
存在 n0 ≥ 1，使得 ||T n0 ||

1
n0 < a + ε. 对每个 n > n0，记

n = q(n) · n0 + r(n)，这里 q(n) ∈ N∗, r(n) < n0. 那么

||T n||1/n ≤ ||T q(n)·n0+r(n)||1/n ≤ ||T n0 ||
1
n0

· q(n)·n0
n ||T ||

r(n)
n

当 n→∞ 时，有 q(n)·n0

n
→ 1 和 r(n)

n
→ 0. 于是有

lim sup
n→∞

||T n||1/n ≤ lim sup
n→∞

||T n0 ||
1
n0

· q(n)·n0
n ||T ||

r(n)
n ≤ a+ ε

由于 ε的任意性，可得 lim supn→∞ ||T n||1/n ≤ a ≤ lim infn→∞ ||T n||1/n.
(2) 先证谱集 spec(T ) ⊂ {λ ∈ K : |λ| ≤ r(T )}. 设有 |λ| > r(T )，
则由 r(T ) = limn→∞ ||T n||1/n，可取某个常数 0 < c < 1，相
应地存在 n0 ≥ 1，使得当 n ≥ n0 时，有 ||T n||1/n ≤ c|λ|，于
是有 ||(T

λ
)n|| ≤ cn. 从而可得级数 S =

∑
n≥0(

T
λ
)n 在 B(E) 中

依范数收敛，并且

(λ− T )S = (λ− T )
∑
n≥0

(
T

λ
)n = λ

故 λ− T 可逆，也就有 λ /∈ spec(T ).
再来证明预解集 cspec(T ) = K \ spec(T ) 是 K 中的开集.

为说明该结论成立，我们建立如下映射

f : K −→ B(E), λ 7−→ λ− T

显然 f 连续. 由 GL(E) 为 B(E) 中开集，而 cspec(T ) =

f−1(GL(E)), 故 cspec(T ) 是 K 中的开集. 由以上结论可知谱
集 spec(T ) 是 K 中的有界闭集，故是 K 中的紧集.

□

事实上，我们有对谱半径更直观的刻画，即非正则点集的上确界
(由定理2.1，对紧算子而言是特征值集的上确界).

命题 2.3. 设 K = C 以及 T ∈ B(E)，则 specT 非空且

r(T ) = sup
λ∈specT

|λ|
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证明. 对给定的 T ∈ B(E)，我们记

R(λ) = R(λ, T ) = (λ− T )−1, ∀λ ∈ cspec(T )

可以证明 GL(E) → GL(E), u 7→ u−1 是连续的，留作习题，进而
R : cspec(T )→ GL(E) 也连续. 任取 ξ ∈ B(E)∗，再构造函数

ϕ : cspec(T )→ C, ϕ(λ) = ξ(R(λ)), λ ∈ cspec(T )

则 ϕ 是 cspec(T ) 上的连续函数.
断言 ϕ还是全纯的. 事实上，对任意 λ0 ∈ cspec(T )，令 |λ−λ0| <

1
||R(λ0)||，则有

(λ− T )−1 = (λ− λ0 + λ0 − T )−1

= (λ0 − T )−1[1 + (λ− λ0)(λ0 − T )−1]−1

= R(λ0)
∑
n≥0

(−1)nR(λ0)n(λ− λ0)n

=
∑
n≥0

(−1)nR(λ0)n+1(λ− λ0)n.

在 |λ− λ0| < 1
||R(λ0)|| 条件下，我们有 ||(λ− λ0)(λ0 − T )

−1|| < 1. 回忆
第2章的定理2.2，上面的级数在 B(E) 中绝对收敛. 从而

ϕ(λ) = ξ((λ− T )−1) =
∑
n≥0

(−1)nξ(R(λ0)n+1)(λ− λ0)n

至少在 |λ− λ0| < 1
||R(λ0)|| 时成立. 由于 λ0 是在 cspec(T ) 中任意选取

的，故 ϕ 在 cspec(T ) 中是全纯的.
另一方面，当 |λ| > ||T || 时，我们有

R(λ) = (λ− T )−1 =
∑
n≥0

T n

λn+1

该级数在 B(E) 上绝对收敛. 则有

ϕ(λ) =
∑
n≥0

ξ(T n)

λn+1
.

那么

|ϕ(λ)| ≤
∑
n≥0

|ξ(T n)|
λn+1

≤
∑
n≥0

||ξ||||T ||n

λn+1
=
||ξ||
λ
· 1

1− ||T ||/|λ|
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下面证明 spec(T ) 6= ∅. 当 λ→∞时，有 ϕ(λ)→ 0. 如果 cspec(T ) =
C，那么由全纯函数的 Liouville 定理 (参见 [10])，ϕ 在整个复平面 C
上有 ϕ ≡ 0. 特别地，取 λ > ||T ||，由命题2.2的 (2)知此时 (λ−T )−1存
在. 因此对任意的 ξ，我们有 ξ((λ− T )−1) = 0. 但由 Hahn-Banach 定
理 (见第7章定理1.2)，总存在某个 ξ ∈ B(E)∗，使得 ξ((λ−T )−1) 6= 0，
矛盾. 故 spec(T ) 6= ∅.

最后证明 r(T ) = supλ∈spec(T ) |λ|. 记 α = supλ∈spec(T ) |λ|，由命
题2.2的 (2)，可得 r(T ) ≥ α，故只需证明 r(T ) ≤ α. 取 |λ| > α，则
λ ∈ cspec(T )，故上面的 ϕ(λ) 在 {λ : |λ| > α} 上也全纯. 从而级数

ϕ(λ) =
∑
n≥0

ξ(T n)

λn+1

绝对收敛. 由此可得 supλ∈spec(T ) |ξ(T n)|
1

|λ|n+1 < ∞. 我们记算子 Bn =
Tn

λn+1，显然 Bn ∈ B(E). 运用 Banach 空间的对偶理论 (见第8章)，把
Bn看成 B(E)∗上的连续线性泛函，supλ∈spec(T ) |ξ(T n)|

1
|λ|n+1 <∞意味

着 Bn 作用在每个 ξ ∈ B(E)∗ 上都是有界的. 根据 Banach-Steinhaus
定理 (见第6章定理2.1)，可知 (||Bn||)n≥1 有界. 记 M = supn ||Bn||，
于是有

||T n||1/n ≤M1/n|λ|1+1/n

两边取极限，可得 limn→∞ ||T n||1/n ≤ |λ|. 由于 |λ| > α 是任意的，则
有 r(T ) ≤ α. □

练习 2.2. 验证上述证明中 GL(E)→ GL(E), u 7→ u−1 是连续的.

2.2. 紧算子的谱性质. 下面我们来给出紧算子的谱的刻画.

命题 2.4. 设 T ∈ K(E)，以及 (0 6= λ) ∈ K，则

(1) 对任意 n ∈ N，dimker(λ− T )n 是有限维的.
(2) 对任意 n ∈ N，dimker(λ− T )n 是闭集.
(3) 存在 n ∈ N，使得 ker(λ− T )n+1 = ker(λ− T )n.
(4) 存在 n ∈ N，使得 (λ− T )n+1 = (λ− T )n.
(5) 任取 (0 6=)λ ∈ specT，必有 λ ∈ specpT . 若 dimE = ∞，则
必有 0 ∈ specpT .
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(6) 算子 T 的非零特征值最多可数个，从而 specpT 为至多可数
集. 特别地，specT 是紧集. 记所有特征值为序列 (λn)n≥1，则
当 specpT 为无限集时，limn→∞ λn = 0.

证明. (1) 记 Kn = ker(λ− T )n,Kn 是 E 的闭向量子空间. 首
先注意 Kn 是关于 T 的不变子空间，即 T (Kn) ⊂ Kn，这是
因为任取 x ∈ Kn，有

(λ−T )n(T (x)) = (λnT−λn−1T 2+· · ·+(−1)nT n+1)(x) = T ((λ−T )n(x)) = 0

接下来，我们记 S = λn−1T −· · ·−(−1)nT n，则 (λn−S)|Kn =

(λ − T )n|Kn = 0. 那么 IKn = 1
λnS|Kn . 并且由 T ∈ K(E)，可

得 S ∈ K(E)，因此 IKn 是紧算子. 根据 Riesz 定理，则可知
dimKn <∞.

(2) 设 Hn = (λ− T )n(E). 首先考虑 n = 1 的情形. 因 dimK1 <

∞，故存在 E 的闭向量子空间 F1，使得 E = K1 ⊕ F1. 那么
可得 H1 = (λ− T )(F1)，且 (λ− T )|F1 : F1 → H1 是连续线性
双射. 由此，证明 H1 是闭的等价于证明 (λ− T )|F1 的逆映射
是连续的.
假设 (λ − T )|F1 的逆映射不连续，则存在序列 (xn)n≥1 ⊂

F1，满足 ||xn|| = 1 且 limn→∞(λ− T )(xn) = 0. 由于 T 是紧
算子，则存在 (xn)n≥1 的子序列 (xnk

)，使得 (T (xnk
)) 收敛.

于是 (λxnk
) 也收敛，并由 λ 6= 0 可知 (xnk

) 收敛于某个向量
x ∈ E. 因 F1 是 E 的闭子空间，故 x ∈ F1. 此时

(λ− T )(x) = lim(λ− T )(xnk
) = 0

这意味着 x ∈ K1，与 x ∈ F1 矛盾. 故 H1 是闭的.
当 n ≥ 2 时，假设 Hn 是 E 的闭子空间，则 Hn 完备，而

Hn+1 = (λ− T )n+1(E) = (λ− T )(Hn) = (λ− T )|Hn(E)

注意，Hn 也是关于算子 T 的不变子空间，即 T (Hn) ⊂ Hn.
再由 T |Hn 是紧算子以及 dimKn <∞，类似前面 n = 1 的证
明过程可得 Hn+1 是闭的. 根据数学归纳法可知结论成立.
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(3) 显然有

K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ Kn+1 ⊂ · · ·

假设上面所有的包含关系是严格的. 那么对每一个 n ≥ 1，存
在 xn ∈ Kn+1，满足 ||xn|| = 1 且 d(xn, Kn) ≥ 1

2
. 对任意

1 ≤ n < m，有

Txm−Txn = Txm−λxm+λxm−λxn+λxn−Txn = λxm+(T−λ)(xm)+(λ−T )(xn)−λxn.

令 y = (λ−T )(xm)+ (T −λ)(xn)+λxn.则 y ∈ Km. 再由 xm

的选取可得

||Txm − Txn|| = ||λxm − y|| = λ

∣∣∣∣|xm − 1

λ
y

∣∣∣∣ | ≥ λ

2

所以 (Txn) 不可能有收敛子列，这与 T 是紧算子矛盾.
(4) 直接由 (3) 的结论可得. 存在 n ∈ N，使得 ker(λ− T ∗)n+1 =

ker(λ−T ∗)n. 于是由双极定理 (见第7章定理3.1)可得(λ− T )n+1(E)
||·||

=

(λ− T )n(E)
||·||.又因对任意 n ≥ 1，(λ−T )n(E)都是闭的，故

结论成立.
(5) 任取 λ 6= 0, 假设 λ− T 是单射. 由命题 (4), 存在 n ∈ N，使
得

(λ− T )n+1(E) = (λ− T )n(E)

那么对任意 x ∈ E, 存在 y ∈ E, 使得 (λ − T )n(x) = (λ −
T )n+1(y). 由于 (λ−T )n 是单射，则 x = (λ−T )(y), 故 λ−T
是满射. 根据开映射定理 (见第6章定理3.1)，λ− T 是同构映
射. 因此, 若 λ 不属于 specp(T ), 则 λ 不属于 spec(T ).

(6) 只需证明：对任意 δ > 0, 仅存在有限多的 λ ∈ spec(T )−{0},
使得 |λ| ≥ δ.
反证法. 假设存在 δ > 0 以及元素两两不同的无穷序列

(λn)n≥1 ⊂ specp(T ), 且对每个 n，有 |λn| ≥ δ. 由于 λn 是特
征值，存在单位特征向量 en，使得 T (en) = λnen. 因而对任
意给定的 n，向量组 (e1, · · · , en) 线性无关.
设 En = span(e1, · · · , en). 则

E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ En ⊂ En+1 ⊂ · · ·
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注意以上包含关系是严格的，并且 En 是 E 的闭子空间. 我
们可以选择单位向量 yn ∈ En+1，使得 d(yn, En) ≥ 1

2
. 设

1 ≤ n < m, 则有 (T − λn+1)(yn) ∈ En ⊂ Em.

T (ym)− T (yn) = (T − λm+1)(ym) + λm+1ym − λn+1yn − (T − λn+1)(yn)

= λm+1ym − λn+1yn + (T − λm+1)(ym)− (T − λn+1)(yn)

= λm+1

{
ym −

1

λm+1

[λn+1yn − (T − λm+1)(ym) + (T − λn+1)(yn)]

}
.

因为 1
λn+1

[λn+1yn − (T − λm+1)(ym) + (T − λn+1)(yn)] ∈ Em，
那么

||T (ym)− T (yn)|| ≥ |λm+1|d(ym, Em) ≥
1

2
δ

因此，(T (yn)) 没有收敛子列，这与 T 是紧算子矛盾！
□

进而我们得到以下紧算子的刻画：

定理 2.1 (Fredholm). 设 T ∈ K(E)，则 λ− T 是单射当且仅当满
射，其中 (0 6=)λ ∈ K.
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3. Hilbert 空间上的自伴紧算子

本节中我们研究 Hilbert 空间上的自伴紧算子 (见定义1.1)，这里
默认 H 为 Hilbert 空间，T ∗ 表示 Hilbert 空间上有界算子 T 的伴随
算子 (见第3定理3.3).

3.1. 自伴算子与正算子.

练习 3.1. 回忆第3章定理3.3，证明：
(1) 当 K = R，则 T 是自伴的当且仅当 < Tx, x >∈ R, ∀x ∈ H.
(2) 当 K = C，则 T 是正算子当且仅当 < Tx, x >≥ 0, ∀x ∈ H.

正算子的算子范数可以被刻画为

||T || = sup{< Tx, x >: x ∈ H, ||x|| = 1}

事实上，由 Cauchy-Schwartz 不等式 (见第3章定理1.1) 可知

| < Tx, y > |2 ≤< Tx, x >< Ty, y >, ∀x, y ∈ H

进而映射 H × H → H × H, (x, y) 7→ (Tx, y) 的范数等价于映射
H → H, x→ Tx 的范数.

对于一般的自伴算子，我们有类似的刻画，并且算子范数与谱半
径有联系.

定理 3.1. 设 T 为 H 上的自伴算子，且令

m = inf{< Tx, x >: x ∈ H, ||x|| = 1}, M = sup{< Tx, x >: x ∈ H, ||x|| = 1}

则有

(1) r(T ) = ||T || = max{|m|, |M |} = maxλ∈specT |λ|.
(2) specT ⊂ [m,M ]，其中 m,M ∈ specT .

证明. (1) 先证明 r(T ) = ||T ||. 由 T ∗ = T 可得

||Tx||2 =< Tx, Tx >=< x, T ∗Tx >≤ ||T ||2||x||2, ∀x ∈ H

由此得出 ||T || ≤ ||T2||1/2，而显然有 ||T 2|| ≤ ||T ||2，于是可
得 ||T || = ||T2||1/2. 此过程可得

||T || =
∣∣∣∣T 2n

∣∣∣∣1/2n , n ≥ 1
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再根据谱半径的定义，我们得到 r(T ) = ||T ||.
接下来我们记 α := sup{| < Tx, x >: x ∈ H, ||x|| = 1}.

不等式 α < ||T || 是显然的，我们只需证明反向不等式. 首先，
对任意 (0 6=)x ∈ H，有

| < Tx, x > | = ||x||2
∣∣∣∣〈T ( x

||x||

)
, ||x||

〉∣∣∣∣ ≤ α||x||2

因此对于任意 x, y ∈ H 以及任意 λ ∈ K，有

| < T (x± λy), x± λy > | ≤ α||x+ λy||2

由上面的不等式和平行四边形公式 (见第3章定理1.2)，可得

|< T (x+ λy), x+ λy > − < T (x− λy), x− λy >|

≤ α
(
||x+ λy||2 + ||x− λy||2

)
= 2α

(
||x||2 + |λ|2||y||2

)
然而

< T (x+ λy), x+ λy > − < T (x− λy), x− λy >= 4λRe < Tx, y >

于是有

2|Reλ(Tx, y)| ≤ α
(
||x||2 + |λ|2||y||2

)
现在利用 λ 的任意性，取 λ = sgn< Tx, y >，可以得到

| < Tx, y > | ≤ 1

2
α(||x||2 + ||y||2)

因此

||T || = sup
||x||≤1

sup
||y||≤1

| < Tx, y > | ≤ α

(2) 若 λ /∈ [m,M ]，记 d(λ) := d(λ, [m,M ]). 由 m 和 M 的定义，
当 ||x|| = 1 时可得

| < (λ− T )x, x > | = |λ− < Tx, x > | ≥ d(λ)

那么对任意 x ∈ H，可得

d(λ)||x||2 ≤ | < (λ− T )x, x > | ≤ ||(λ− T )x|| · ||x||
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也就有

d(λ)||x|| ≤ ||(λ− T )x||

因此，λ − T 是单射. 注意这里 d(λ) > 0，并且也可得到
(λ− T )(H) 是闭的，则

(λ− T )(H) = (λ− T )(H) = ker(λ− T )⊥

由 T 是自伴算子，故 λ−T ∗ = λ−T . 又由于 λ /∈ [m,M ]，于
是 λ /∈ [m,M ]，进而 λ − T 为单射. 因此 ker(λ − T ) = {0}.
于是可得 (λ − T )(H) 在 H 中稠密，进而 (λ − T )(H) = H.
由此我们知道 λ ∈ cspecT，即证明了 specT ⊂ [m,M ].
下面证 m ∈ spec(T ). 由 m 的定义，可知存在 H 中的序

列 (xn)，||xn|| = 1，使得 m = limn→∞ < Txn, xn >. 于是

lim
n→∞

< (T −m)xn, y >= lim
n→∞

< Txn, xn)−m = 0

容易验证 T − m 是正算子，则根据正算子对应的 Cauchy-
Schwarz(见上文) 不等式，对任意 y ∈ H，

| < (T −m)zn, y > | ≤< (T −m)xn, xn)
1/2 >< (T −m)y, y >1/2

在上式两边关于 ||y|| ≤ 1 取上确界，可得

||(T −m)xn|| ≤< (T −m)xn, xn >
1/2 ||T −m||1/2

这意味着当 n→∞ 时，||(T −m)xn|| → 0，但 ||xn|| = 1. 由
此可知 T −m 不可逆，即证明 m ∈ spec(T ). 类似地考虑正
算子 M − T，可证 M ∈ spec(T ).

□

推论 3.1. 设 T 是 H 上的自伴算子，则 T 是正算子当且仅当
spec(T ) ⊂ [0,∞). 并且若 T 是正算子，则 ||T || ∈ spec(T ).

证明. 若 T 是正算子，则对任意 x ∈ H，< Tx, x >≥ 0. 进而

m = inf{< Tx, x >: x ∈ H, ||x|| = 1} ≥ 0

因此，spec(T ) ⊂ [0,∞). 另一方面，若 spec(T ) ⊂ [0,∞)，则 m ≥ 0.
那么对任意 x ∈ H，有 < Tx, x >≥ 0. 因此 T 是正算子.
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此外，若 T 是正算子，由定理3.1的 (1)，得

||T || = sup{(Tx, x) : x ∈ H, ||x|| = 1} =M ∈ spec(T )

□

推论 3.2. 设 T 是 H 上的自伴紧算子，则存在 T 的特征值 λ 使
得 |λ| = ||T ||.

证明. 由定理3.1的 (2)，||T || = max{|λ| : λ ∈ spec(T )}. 由命题2.4，
对任意 λ ∈ spec(T )− {0}，λ 必为特征值. □

3.2. Hilbert空间上自伴紧算子的谱分解. 首先我们介绍一族Hilbert
空间 (Hi)i∈I 的直和.

令 ⊕
i∈I

Hi :=

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Hi :
∑
i∈I

||xi||2 <∞

}
赋予

⊕
i∈I Hi 如下的范数：

||(xi)i∈I || :=

(∑
i∈I

||xi||2
)1/2

这实际上是一个 Hilbert 空间下的范数，其内积为

< (xi)i∈I , (yi)i∈I >:=
∑
i∈I

< xi, yi >

则
⊕

i∈I Hi 成为一个新的 Hilbert 空间，称为 (Hi)i∈I 的直和.

练习 3.2. (1) 验证上述定义的 || − || 是一个范数，且由上述
内积诱导.

(2) 证明
⊕

i∈I Hi 在相应内积下是一个 Hilbert 空间.

定理 3.2 (谱分解定理). 设 T 为 H 上自伴紧算子，Vλ 表示特征
值 λ 对应的特征子空间，则

(1)
H =

⊕
λ∈specpT

Vλ

因而 H 由一个由 T 的特征向量构成的完备正交系.
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(2) 空间 T (H)有一个由特征向量 (en)n≥1 构成的完备正交系，这
里的 (en)n≥1 是分别对应于特征值 (λn)n≥1 的特征向量 (序列
(λn) 可能是有限的)，使得

Tx =
∑
n≥1

λn < x, en >, ∀x ∈ H

这里的无穷求和表示依范数收敛，并且若 (λn)n≥1 是无限的，
则 limn→∞ λn = 0.

证明. T 是紧算子，由命题2.4，spec(T )至多可数，故可记所有非零
特征值为序列 (λn). 特别地，当 {λn}是无限集时，有 limn→∞ λn = 0.
对应于非零特征值的特征子空间 Vλn 是有限维的，此时可记

spec(T )− {0} = {λ1, λ2, · · · }

且 |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ 0，这个序列中的特征值允许重复，特征值出现
的次数等于特征子空间的维数 (我们称这个计数方法为计重).

若 T = 0，结论显然成立，此时 H = V0. 不妨设 T 6= 0，则
||T || > 0. 由定理3.1，存在 λ(1) ∈ spec(T ) 使得

|λ(1)| = ||T || = max{|m|, |M |}

并由序列 (λn)的性质可知，λ(1) 正好去序列 (λn)的前某有限多个. 我
们记

K1 =
⊕

|λ|=||T ||

Vλ

则 K1 为 H 的有限维子空间，并且有 T (K1) ⊂ K1，即 K1 是关于
T 的不变子空间. 由此可得 K⊥

1 也是 T -不变的，事实上若我们任取
y ∈ K⊥

1 以及 x ∈ K1，有

< Ty, x >=< T ∗y, x >=< y, Tx >= 0

我们记满足 |λ| = ||T || 的 λ(1) 为 λj, 1 ≤ j ≤ k，则在 K1 中存在一族
相应的完备正交系 (ej)1≤j≤k，使得 Tej = λej.

现在，如果 K⊥
1 = {0}，则意味着 H 是有限维空间，那么结论成

立. 设 K⊥
1 6= {0}，记 T1 = T |K⊥

1
，则 T1 是 K⊥

1 上的自伴紧算子. 设
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T1 6= 0，则 ||T1|| > 0. 那么又存在非零的特征值 λ(2)，满足

|λ(2)| = ||T1|| ≤ ||T ||

再记

K2 = K1 ⊕

 ⊕
|λ|=||T1||

Vλ


接下来对 K2 做类似于上面的讨论，则可给出算子 T2 = T |K⊥

2
: K⊥

2 →
K⊥

2 . 重复这个过程，如果在有限次后，有 Tn = 0，则得证. 否则，这
个过程可以无限进行下去，我们记

K =
⊕

λ∈specp(T )\{0}

Vλ

则 K 也是一个 Hilbert 空间，并且是可分的. 按照我们的构造方法，
任取 y ∈ K⊥，对任意 n ≥ 1，也有 y ∈ Kn. 于是

| < Ty, y > | = | < Tny, y > | ≤ ||Tn||·||y||2 = ||λn||·||y||2 → 0, n→∞

从而可得，对任意 y ∈ K⊥，有 ||Ty|| = 0，即 T (K⊥) = {0}. 并且这
还意味着：

(1) K⊥ = V0. 于是得到

H =
⊕

λ∈specp(T )

Vλ

(2) 空间 T (H) = K. 于是有一个由特征向量序列 (en)n≥ 构成的
完备正交系，这里每个特征向量 en 分别对应特征值 λn，使
得

Tx =
∑
n≥1

λn < x, en > en, ∀x ∈ H

并且若 (λn) 是无限的，则 limn→∞ λn = 0.
□
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习题九

问题 50. 设 E = C([0, 1])上赋予一致范数 ‖ · ‖∞，且 Φ是 [0, 1]×
[0, 1] 上的连续函数. 定义算子 T : E → E 为

T (f)(s) =

∫ 1

0

Φ(s, t)f(t)dt, s ∈ [0, 1].

证明：T 是紧的.

问题 51. 设 E = L2(0, 1) 且 Φ ∈ L2([0, 1] × [0, 1]). 定义算子
T : E → E 为

T (f)(s) =

∫ 1

0

Φ(s, t)f(t)dt, s ∈ [0, 1].

证明：T 是紧的.

问题 52. 14. C([0, 1]) T :

Tf(x) =

∫ 1−x

0

f(t)dt, x ∈ [0, 1].

T σ(T )

设 1 ≤ p ≤ ∞，在 Lp([0, 1]) 上定义和上面一样的算子 T，回答
同样的问题.

问题 53 (Fredholm 选择定理). 设 T 是 Hilbert 空间 H 上的紧算
子，λ ∈ K 且 λ 6= 0. 证明：方程

λx− T (x) = y

或者对每一个 y ∈ E 有唯一解，或者对某些 y 有无穷多个解但对其
他的 y 无解.





Part 4

偏微分方程与几何分析





CHAPTER 10

广义函数与 Sobolev 空间

1 广义函数与紧支集分布
1.1 广义函数与分布
1.2 紧支集分布

2 Schwartz 空间与 Fourier 变换
2.1 Schwartz 空间
2.2 Fourier 变换

3 Sobolev 空间
3.1 Sobolev 空间
3.2 Sobolev 嵌入定理
3.3 Hölder 空间

旨趣. 早期泛函分析中大量空间与算子的例子来源于偏微分方程，
因此在涉猎前九章泛函分析基本理论以后，以统筹的视角重新审视微
分方程我们能够得到更高的观点. 事实上，在第1章的小小节2.1.2中已
经指出，现代偏微分方程基于泛函分析最基本的观点就是找到合适的
空间与算子，研究如下映射的问题

A : X → Y

这意味着我们需要构造一个良好的能够容纳足够多微分方程解以及剔
除过于差的解的函数空间，此外，求导、卷积、Fourier 变换等等运算
应该被推广到更广义的函数空间中. 这个期望成为本章前两节的基本
主线：首先我们建立了广义函数空间与紧支集分布的概念，它们本质
上为 C∞

c 空间与 C∞ 空间的对偶，其中拓扑用到了第7、8章中的弱 *
拓扑与逐点收敛拓扑的方法；此外，鉴于现代调和分析的需求，我们
将 L2 空间上的 Fourier 变换算子 F 推广到一般的广义函数空间，这
里需要 Schwartz 空间的概念，我们最终的结果是将 F 定义在缓增分
布空间上. 最后一节我们简要介绍 Sobolev 空间的概念，大致的思路

221
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参考了 [35, 2]. 事实上 Sobolev 空间就是 C∞
c 空间在相应范数下的完

备化，在这个空间上可以更好地讨论偏微分方程解的存在性问题 (不
用担心一列解的极限函数不在空间中)，基于此，第5章中的 Ascoli 想
法得以实施. 此外，我们还研究了不同指数间 Sobolev 空间的嵌入关
系，在具体处理问题时归结为函数梯度对函数本身的控制，即

||u|| ⪅ ||∇u||

事实上，现代椭圆方程中有对解梯度的估计，称为能量不等式，大概
归结为上述不等式的反向，参见 [35, 4]，因此我们可以串联这两个不
等式引发迭代，最终得到对椭圆方程解的振幅 osc 的估计，这个技术
后来被称为 De Giorgi 迭代，感兴趣的读者可以参见 Caffarelli 的文
章 Caffarelli, Luis, and Alexis Vasseur. ”The De Giorgi method for
regularity of solutions of elliptic equations and its applications to fluid
dynamics.” Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. S 3.3 (2010): 409-427..

选取该主题与本人的兴趣有关，最后应用丘成桐先生在微分几何
讲义中的一段话：

“由于微分方程理论的逐渐成熟，几何学家开始应用分析方法来解决
几何问题，反过来, 微分几何理论又提供了大量有意义的微分方程，
而研究这些方程, 往往要提出新的观点和方法, 所以分析学家也密切
注意着几何学的发展，在这方面的领导人有 Hadamard，Morse，

Lewy，Morrey，Bochner，Nash，Moser，Nirenberg，Efmov. 他们的
工作，奠定了近 20 年来非线性偏微分方程在几何中的应用的基础.”

致谢. 本章内容整体参考自浙江大学 2024-2025 秋冬学期偏微分
方程荣誉课程的听课笔记，感谢浙江大学王伟 (小) 老师与张挺老师
的讲授.

1. 广义函数与紧支集分布

1.1. 广义函数与分布. 广义函数最早由法国数学家 Schwartz 引
入，用于讨论偏微分方程中出现的弱解等问题，参见 [35, 6, 2, 21].

1.1.1. 广义函数的引入. 我们先看一个例子

(22) ∂xu = f
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其中 f ∈ L1(R). 不难看出

u =

∫ x

0

f(s)ds

回忆通常对微分方程解的定义，要求 u 具有一定的光滑性，见 [22].
而上述解的表达确实存在，尽管 u 不一定具有较好的光滑性，这样的
“解”也应该纳入考量. 因此我们需要给出一个合适的关于解的定义，
使得 f ∈ L1 恰好使得上述公式成立. 为此预定两条原则：

A1 包含合理的但不一定连续的解.
A2 不产生过多的“额外”的解.

下面考察一种可能的方案，对任意 ϕ ∈ C∞
c (R)，在“形式内积”

1下作用于方程，即

− < u, ∂xϕ > =< ∂xu, ϕ >=< f, ϕ >:=

∫
fϕ

注 1.1. ϕ ∈ C∞
c (R) 使得上述第一和三个等号有意义.

注意到 u 只要是可积函数即可. 一个显然的结论是：

若 u 满足方程 (22)，则对任意 ϕ ∈ C∞
c ，都有

(23) −
∫
u · ∂xϕ =

∫
f · ϕ

反过来，通过等式 (23) 可以定义解.
事实上，我们将方程 (22) 转化成一个泛函方程 (见第1章小小

节2.1.2的应用二)，即

U [ϕ] = F [ϕ]

其中 U : C∞
c → R，U [ϕ] := − < u, ∂xϕ >= −

∫
u · ∂xϕ. F : C∞

c → R，
F [ϕ] :=< f, ϕ >=

∫
f · ϕ. 不难看出，U, F 都是 C∞

c 上的线性泛函.

1后面我们将知道这里的形式内积就是第7章中定义的概念，事实上

< −,− >: D∗ ×D → R

其中 D 表示带拓扑的 C∞
c ，∗ 表示对偶.
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1.1.2. 测试函数空间. 为了更好地研究诸如此类的泛函方程，我们
先为 C∞

c (Ω)(其中 Ω为 Rn中开区域，往后不再说明)赋予合适的拓扑.
回忆第4章中曾利用一族半范数诱导 C∞ 与 C∞

c 上的拓扑，见例3.1.
对于 C∞(Ω)，其中的半范数族被定义为

pK,α(f) := sup
x∈K
|∂αf(x)|

其中 K 为 Ω 中任一紧子集，α 为多重指标. 在这族半范数下的拓
扑是 Hausdorff 的可度量化拓扑 (本章中记为 τC∞，并且记 E(Ω) =

(C∞(Ω), τC∞))，并且相应的度量是完备的. 文献中将这类空间称为
Fréchet 空间，即由可数 (见例3.1中穷竭紧子集的办法) 半范数诱导
的 Hausdorff 局部凸空间. 此外，针对 E(Ω) 中的收敛，依据拓扑可以
描述为：若 (ψn)n≥1 为 E(Ω)中序列，称 (ψn)在 E(Ω)中收敛于 0，记
为 ψn → 0, (E(Ω))，如果

sup
K
|∂αψn| → 0, ∀α, K ⊂ Ω

其中 K 为 Ω 中任一紧子集.
而对于紧支集的函数空间 C∞

c (Ω)，我们规定其中序列的收敛为：
若 (ϕn)n≥1 为 C∞

c (Ω) 中序列，称 (ϕn) 在 C∞
c 中收敛于 0，如果

(1) suppϕn ⊂⊂ K，其中 K 为 Ω 一紧子集；
(2) 对任意多重指标 α，supK |∂αϕn| → 0.

我们记这个收敛对应的拓扑为 τC∞
c
，并且简记 D(Ω) = (C∞

c (Ω), τC∞
c
)，

在广义函数论中往往称这个拓扑空间为测试函数空间，同时记这个收
敛为 ϕn → 0, (D(Ω))

注 1.2. (1) 显然 E ,D 都是 Hausdorff 局部凸空间.
(2) 不难看出在拓扑 τC∞ 下 C∞

c (Ω) 为 C∞(Ω) 的稠密子空间.
(3) 拓扑 τC∞ 与 τC∞

c
有区别，尽管 E 可度量化，D 不一定可度

量化，参见 [35, 32].

练习 1.1. 证明上述注记中的 (1)(2).

1.1.3. 广义函数空间. 下面我们正式引入上文中提到的泛函.
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定义 1.1. 设 Ω 为 Rn 中一开区域，称 D(Ω) 上的有界线性泛函
u : D(Ω)→ R 为广义函数或分布，即对 Ω 的任一紧子集 K，存在常
数 C > 0, N ≥ 0，使得

| < u, ϕ > | ≤ C
∑
|α|≤N

sup
K
|∂αϕ|, ϕ ∈ C∞

c (Ω), suppϕ ∈ Ω

其中 ϕ 称为试验函数.

回忆第4章拓扑向量空间中对偶空间的概念，我们记全体 D 上广
义函数的集合为 D∗，即测试函数空间 D 的对偶空间，称为广义函数
空间，不难看出 D ⊂ D∗.

练习 1.2. 验证 D ⊂ D∗.

注 1.3. (1) 实际上，上述说法有细微的瑕疵，回忆拓扑向量
空间中对偶空间的定义 (见定义1.3)，其中元素为连续线性算
子，因此我们默认了线性算子的有界性与连续性等价. 这个断
言是成立的，由命题1.4保证，我们在定理1.1中给出基于 Heine
归结原理 (见第1章) 的证明.

(2) 记号 < −,− > 就是第7章中定义的形式内积，即

<>: D∗ ×D → R

定理 1.1. u ∈ D∗ 当且仅当任意 ϕn → 0 (D(Ω))蕴含 < u, ϕn >→
0.

证明. 由定义，必要性显然成立. 下证充分性. 假设 u 6= D∗，存在
K，对任意 N ≥ 0，有 ϕN ∈ D，使得

| < u, ϕN > | ≥ N
∑
|α|≤N

sup
K
|∂αϕN |

令 ψN = ϕN · (N
∑

|α|≤N | supK |∂αϕN |)−1，于是 | < u, ψN > | ≥ 1. 而
ψN → 0 D，与条件矛盾！ □

例 1.1. (1) 设 f ∈ L1(Ω)，定义 < f, ϕ >:=
∫
Ωf · ϕ，容易

验证 f 为 D(Ω) 上的广义函数.
(2) 设 f ∈ L1(Ω)，定义 < ∂αf, ϕ >:= (−1)α

∫
Ω
f · ∂αϕ，容易验

证 ∂αf 为 D(Ω) 上的广义函数.
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(3) 规定 δ : D(Ω)→ R，< δ, ϕ >:= ϕ(0)，容易验证 δ 为 D(Ω)上
的广义函数，称为 Dirac 分布. 进一步可以定义 < δx0 , ϕ >=

ϕ(x0).

例 1.2 (函数正则化). 取径向对称的非负紧支集光滑函数 η，并且∫
η = 1

注意这样的函数一定存在，事实上可取

η(x) :=

Ce1−|x|2 , |x| ≤ 1

0, |x| > 1

其中常数 C 用于调整 η 的积分值. 对任一 f ∈ Lp，我们规定

fϵ := ηϵ ∗ f

其中 ηϵ(x) :=
1
ϵn
η
(
x
ϵ

)
，∗ 表示卷积，即

ηϵ ∗ f(x) :=
∫
η(x− y)f(y)dy

不难验证 f ∈ C∞，并且有 fϵ → f, ε→ 0. 我们称 ηϵ 为磨光算子，上
述过程说明 C∞ 在 Lp 空间中稠密.

定义 1.2. 称分布列 (un)在 D∗ 中收敛于 u，并称 u为分布列 (un)

的极限，记为 un → u (D∗)，如果

< un, ϕ >→< u, ϕ >, ∀ϕ ∈ C∞
c

注 1.4. 关于上述广义函数列收敛的定义，我们放在泛函分析的框
架下给几点叙述：

(1) 事实上，广义函数空间 D∗ 作为测试函数空间 D 的对偶空间，
我们定义拓扑为弱 * 拓扑，即 σ(D∗,D)，见第7章第3节. 但
这个定义并不具有良好的操作性，回忆第8章第3节，我们刻
画了 w∗-拓扑与乘积空间 RD 拓扑的等价性，而乘积拓扑又
等价于逐点收敛拓扑，因此我们采用逐点收敛的方式来规定
分布列的收敛，即

< un, ϕ >→< u, ϕ >, ∀ϕ ∈ D
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(2) 回忆第8章第3节，上述收敛也称为分布列的弱收敛.
(3) 不光对于广义函数空间 D∗，下一节中介绍的缓增分布空间

(见定义2.3，即 Schwartz 空间 (见例3.3) 的对偶空间) 也同样
采用弱 * 拓扑，我们不再赘述.

我们用上述定义考察磨光算子的极限.

例 1.3. 对任意 ϕ ∈ C∞
c ，我们有

lim
ϵ→0

< ηϵ, ϕ > = lim
ϵ→0

∫
1

εn
η

(
x− y
ε

)
ϕ(y)dy

= lim
ϵ→0

∫
η
(x
ε
· z
)
ϕ(ε · z)dz

= ϕ(0) =< δ, ϕ >

因此磨光算子 ηϵ 的极限是 Dirac 分布 δ.

1.1.4. 广义函数的若干性质. 广义函数空间有近乎经典函数空间
若干“好”的性质.

定理 1.2 (Lebesgue 控制收敛定理). 设 (fn)n≥1 ⊂ L1
loc，且 fn →

f a.e.. 若存在 g ∈ L1
loc，使得 |f | ≤ g，则 f ∈ L1

loc，且

fn → f (D∗)

证明. 任取 ϕ ∈ C∞
c ，利用经典 Lebesgue 控制收敛定理，我们有

< fn, ϕ >=

∫
fn · ϕ→

∫
f · ϕ =< f, ϕ >

□

注 1.5. 其次，空间 D∗ 是序列完备的，即若 un → u (D∗)，则
u ∈ D∗.

定义 1.3. 设 u ∈ D∗(Ω)，定义 ∂iu 为 u 的偏导数，其中

< ∂iu, ϕ >:= − < u, ∂iϕ >, ∀ϕ ∈ C∞
c

同理可以定义高阶偏导数，即

< ∂αu, ϕ >:= (−1)|α| < u, ∂αϕ >, ∀ϕ ∈ C∞
c

其中 α = (α1, · · · , αn) 表示多重指标，∂α := ∂α1
1 · · · ∂αn

n .
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注 1.6. 若 u 是具有相应光滑性的函数，可以验证，上述广义偏
导数就是经典偏导数.

练习 1.3. 证明上述注记.

命题 1.1. (1) 若 un → u，则 ∂αun → ∂αu；
(2) 若 f, g ∈ C(Ω)，对任意 ϕ ∈ C∞

c ，有 − < f, ∂iϕ >=< g, ϕ >，
则

g = ∂if

证明. (1) 注意到

lim
n→∞

< ∂αun, ϕ > = lim
n→∞

(−1)|α| < un, ∂
αϕ >

= (−1)|α| < u, ∂αϕ >

=< ∂αu, ϕ >

即可. (2) 留作习题. □

练习 1.4. 验证上述命题的 (2).

例 1.4. 定义 Heaviside 函数为

(24) H(x) :

1, x ≥ 0

0, x < 0

对任意 ϕ ∈ C∞
c ，有

< H ′, ϕ > = − < H,ϕ′ >

= −
∫
H · ϕ′

= −
∫ ∞

0

ϕ′

= ϕ(0) =< δ, ϕ >

因此 H ′ = δ.

1.2. 紧支集分布.
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1.2.1. 紧支集分布的定义. 回忆上一节中的广义函数，即分布，我
们已经知道在 C∞

c 空间上加拓扑 τC∞
c
，记为 D，其相应的对偶空间称

为广义函数空间 D∗，并且有一个显然的包含关系：

D ⊂ D∗

其中 D 为稠密子空间. 并且考虑 C∞ 上的拓扑 τC∞，记为 E . 紧支集
分布刻画为 E 上的有界线性泛函.

定义 1.4. 称有界线性泛函 u : E(Ω) → R 为 E(Ω) 上的紧支集分
布，即存在紧子集 K(⊂ Ω)，以及 C,N ≥ 0，使得

| < u, ϕ > | ≤ C sup
K

∑
|α|≤N

|∂αϕ|, ∀ϕ ∈ C∞

称全体紧支集分布的集合为 E∗(Ω).

注 1.7. (1) 紧支集分布有类似定理1.1的结果，即有界紧支集
分布等价于连续紧支集分布.

(2) 根据对偶空间理论，我们有如下包含关系

E ⊂ E∗, E∗ ⊂ D∗

其中 E 为稠密子空间，参见 [7, 21].

事实上，名词“紧支集分布”不是偶然的，我们先定义分布的支
集.

定义 1.5. 设 u ∈ D∗(Ω)，记 suppu 为 u 的支集，如果

suppu := {x ∈ Ω : u 6= 0}

其中 u = 0 当且仅当对任意 ϕ ∈ C∞
c (Ω)，都有 < u, ϕ >= 0.

不难验证，紧支集分布有紧的支集. 并且可以定义广义函数的局
部化，即，若 u ∈ D∗(Ω)，对任意 ϕ ∈ C∞

c (U)，其中 U ⊂ Ω，有

u 7→< u, ϕ >

后者是在 D∗(U) 中的.

练习 1.5. 证明上述论断.
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1.2.2. 广义函数的运算. 下面我们介绍广义函数的若干运算.

(1) 对 f ∈ C∞，以及 u ∈ D∗，规定

< f · u, ϕ >:=< u, f · ϕ >, ∀ϕ ∈ C∞
c

为 f 与 u 的乘积，并且不难验证 Leibniz 法则

∂α(f · u) =
∑

β+γ=α

α!

β!γ!
∂βf · ∂γf

练习 1.6. 证明上述 Leibniz 法则.

(2) 设 u ∈ D∗(Rn)，以及 h ∈ Rn，规定 u 向 h 方向的平移 Th 为

< Thu, ϕ >:=< u, ϕ(x+ h) >, ∀ϕ ∈ C∞
c

其中形式上有 Thu(x) := u(x− h)，上述定义在如下积分换元
中可见一斑∫

u(x− h) · ϕ(x) =
∫
u(x) · ϕ(x+ h)

此时

Th : D∗(Rn)→ D∗(Rn)

定理 1.3. (a) 若 u ∈ C(Rn)，则 u(x− h) = Thu(x)；
(b) Th 关于 u 连续，即对任意 un → u (D∗)，蕴含

Thun → Thu (D∗)

(c) ∂Th = Th∂；
(d) 固定 u ∈ D∗，Th关于 h是光滑的，且 (∂hi

Th)u = −∂i(Thu)

证明. 我们给出 (c)(d) 的证明，其中 (a)(b) 由读者补充.
对于 (c)，任取 u ∈ D∗, ϕ ∈ C∞

c ，于是

< (∂Th)u, ϕ > = − < Thu, ∂ϕ >

= − < u, ∂ϕ(−+ h) >

=< ∂u, ϕ(−+ h) >

=< Th∂u, ϕ >
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对于 (d)，光滑性是显然的. 此外，任取 u ∈ D∗, ϕ ∈ C∞
c ，

于是

< (∂hi
Th)u, ϕ > = ∂hi

< u, ϕ(−+ h) >

=< u, ∂xi
ϕ(−+ h) >

= − < ∂xi
u, ϕ(−+ h) >

= − < Th∂xi
u, ϕ >

= − < ∂xi
(Thu), ϕ >

□

练习 1.7. 证明上述定理的 (a)(b).

(3) 设 u ∈ D∗, v ∈ E∗，定义卷积

< u ∗ v, ϕ >:=< u,< Tyv, ϕ >x>y

注意到，任取 ϕ ∈ C∞
c ，传统的卷积为

< u ∗ v, ϕ > =

∫
(u ∗ v)(x)ϕ(x)dy

=

∫ ∫
u(x− y)v(y) · ϕ(x)dxdy

=

∫
g(y)

∫
(u(x− y)ϕ(x)dx) dy

=< v,< Tyu, ϕ >x>y

因此广义函数的定义如上，并且要求 u ∈ D∗, v ∈ E∗.

练习 1.8. 证明：对任意 u, v, w ∈ E∗，
(a) u ∗ v = v ∗ u；
(b) ∂i(u ∗ v) = ∂iu ∗ v = u ∗ ∂iv；
(c) (u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w).

注 1.8. 此外，广义函数的卷积可以操作广义函数的正则
化，类似例1.2.
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2. Schwartz 空间与 Fourier 变换

2.1. Schwartz空间. 我们在第7章第3节中介绍了 Schwartz空间，
本节中将介绍这类空间的对偶空间，为此，需要为 Schwartz 空间构
造的动机做一个描述，参见 [20, 19, 35].
我们知道 Schwartz 空间也称速降函数空间，事实上，对任意 Rn

上的多项式函数，其增长率一般形如

(1 + |x|2)|α|/2

其中 α 为多重指标，即 α = (α1, · · · , αn)，并且 x = xα1
1 · · · xαn

n . 此时
要求函数 ϕ 连同导数的增长率不会被任意多项式控制 (例如指数函数
ex)，即要求 ∣∣∣∣ sup

x∈Rn

(1 + |x|2)|α|/2 · ∂βϕ(x)
∣∣∣∣ <∞

其中 β 为任意多重指标. 注意上述定义等价于∣∣∣∣ sup
x∈Rn

xα · ∂βϕ(x)
∣∣∣∣ <∞

我们给出速降函数空间的定义，同例3.3.

定义 2.1 (Schwartz空间). 设 ϕ ∈ C∞(Rn)，称 ϕ为速降函数，如
果 ∣∣∣∣ sup

x∈Rn

xα · ∂βϕ(x)
∣∣∣∣ <∞

其中 α, β 为多重指标. 并且称全体速降函数构成的集合为 S(Rn).

练习 2.1. 验证如下包含关系，且在拓扑 τC∞ 下是稠密的：

C∞
c ⊂ S ⊂ C∞

注 2.1. (1) e−|x|2 ∈ S(Rn)，一般地，P (x)e−|x|2 ∈ S(Rn)，其
中 P (x) 为多项式函数.

(2) e−|x| /∈ S(Rn)，原因在于 e−|x|不光滑，然而 e−
√

|x|2+ϵ ∈ S(Rn)，
其中 ε > 0.

回忆例3.3，我们在 S(Rn) 中定义一族半范数

||ϕ||α,β := sup
x∈Rn

|xα · ∂βϕ(x)|
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使得 S(Rn) 成为 Hausdorff 局部凸空间，并且拓扑可完备度量化.
在这个拓扑下，我们称速降函数列 (ϕn) 收敛于 0，记为 ϕn →

0, (S(Rn))，如果

||ϕn||α,β → 0, ∀α, β

另一个事实我们留作练习：

练习 2.2. 证明：

(1) 任意多项式函数 p(x), q(x) ∈ P(Rn)(见第3章定义4.2)，有

p(x)q(∂)

其中 ∂ 为偏微分算子，将 x 的分量 xi 替换为 ∂i，为 S(Rn)

上的连续映射.
(2) S(Rn) ⊂ L1(Rn)，事实上存在连续嵌入 S(Rn)→ L1(Rn).

2.2. Fourier 变换. 我们在第3章中初步回忆了一维 Fourier 分析
中的若干概念，在一般调和分析中会研究 Rn 上的 Fourier 变换甚至
对广义函数做 Fourier 变换，首先回忆 Rn 上的 Fourier 变换.

定义 2.2 (Fourier 变换). 设 f ∈ L1(X)，特别地，取 X = Rn 表
示 Lebesgue 测度空间 (见第1章例1.3)，定义 Fourier 变换算子

F [f ](ξ) := f̂(ξ) :=
1

(2π)n/2

∫
X

f(x)e−iξxdµ

Fourier 分析中两个基本的结果是

F : L1(X)→ L2(X)

以及
ˆf ∗ g = (2π)n/2f̂ · ĝ

参见 [19, 20, 2]. 利用第一个事实结合 C∞
c (X) 在 L2 中的稠密性可

以将 F 延拓成为 L2(X) 中的算子，也称 Fourier 变换算子，即等距
同构

F : L2(X)→ L2(X)

以上 X 一般取局部紧的 Hausdorff 空间 (LCH 空间)，参见 [19, 2].
同时一些基本的性质是容易验证的：



234 10. 广义函数与 SOBOLEV 空间

练习 2.3. 验证 L2 空间上的 Fourier 变换算子满足如下性质：
(1) F [λf + µg] = λF [f ] + µF [g], ∀f, g ∈ L2(X), λ, µ ∈ R.
(2) F−1 ◦ F = F ◦ F−1 = IL2 .
(3) F [∂if ] = (iξ)F [f ], F [xj · f ] = i∂jF [f ].

下面我们将 Fourier变换算子限制在子空间 S(Rn). 事实上，Schwartz
空间是 Fourier 变换算子的不变子空间，更进一步地，F 在其上的作
用是等距同构.

定理 2.1. F : S(Rn)→ S(Rn) 是 (连续) 同构.

证明. 先证 F(S) ⊂ S. 任取 ξ ∈ Rn, ϕ ∈ S, α, β 为多重指标，考
查

ξα · ∂βξ (ϕ̂) ∼ ξα∂βξ

∫
ϕ(x)e−iξxdx

∼
∫
ξαxβϕ(x)e−iξxdx

∼
∫
xβϕ(x)∂αx (e

−iξx)dx

∼
∫
e−iξx∂αx (x

βϕ(x))dx <∞

此外，注意到 ||ϕn||α,β → 0 表示为

||∂αx (xβϕn)|| → 0, ∀α, β

这蕴含 ||ϕ̂||α,β → 0. 因此 F|S 是连续同构. □

最后，我们可以解释为什么定义 Schwartz 空间. 事实上，若对广
义函数定义 Fourier 变换，可能的方法为

< F [u], ϕ >:=< u,F [ϕ] >

其中 u 为广义函数，自然的问题是：ϕ 应该属于什么空间？

• E 空间太大，有些光滑函数无法良性定义 Fourier 变换.
• D 空间太小，有些紧支集函数做完 Fourier 变换后不再具有
紧支集.

而上述定理暗示我们，可以将测试函数 ϕ的范围限制在 Schwartz
空间上.
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2.3. 缓增分布. 下面我们来定义 Schwartz 空间的对偶空间.

定义 2.3 (缓增分布). S(Rn) 上的有界线性泛函 u 称为缓增分布，
即存在常数 C > 0 以及自然数 N 使得

| < u, ϕ > | ≤ C
∑

|α|,|β|≤N

||ϕ||α,β, ∀ϕ ∈ S(R)

记全体缓增分布构成的集合为 S∗(Rn).

由对偶，不难看出如下稠密的包含关系：

E∗ ⊂ S∗ ⊂ D∗

定义 2.4. 定义缓增分布空间 S∗(Rn) 上的 Fourier 变换算子为

< F [u], ϕ >:=< u,F [ϕ] >, ∀ϕ ∈ S(Rn)

其中 u ∈ S∗(Rn).

该算子具有传统 Fourier变换的性质，首先，F|S 即为经典 Fourier
变换，此外，可定义逆变换

< F−1[u], ϕ >:=< u,F−1[ϕ] >, ∀ϕ ∈ S(Rn)

其中 u ∈ S∗(Rn). 事实上

F−1 ◦ F = F ◦ F−1 = IS

以及

F : S∗(Rn)→ S∗(Rn)

为连续同构.

练习 2.4. 验证上述论断.

练习 2.5. 设 F 为上述定义的 Fourier 变换算子，证明：

(1) F [λf + µg] = λF [f ] + µF [g], ∀f, g ∈ S∗(Rn, λ, µ ∈ R.
(2) F−1 ◦ F = F ◦ F−1 = IL2 .
(3) F [∂if ] = (iξ)F [f ], F [xj · f ] = i∂jF [f ].
(4) F [Thu] = eiξhF [u], F [eixhu] = ThF [u].
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注 2.2. (3) 中为简化记号，我们记 Dj = −i∂j，于是

F [Dα] = (iξ)αF [u], F [xαu] = (−D)αF [u]

其中 α, β 为多重指标.

例 2.1 (Dirac 函数的 Fourier 变换). (1) 计算 Dirac 函数 δ

的 Fourier 变换，任取 ϕ ∈ S(Rn)，我们有

< F [δ], ϕ > =< δ,F [ϕ] >

=< δ,
1

(2π)n/2

∫
e−ξxϕ(x)dx >

=
1

(2π)n/2

∫
ϕ(x)dx

因此 F [δ] = 1
(2π)n/2 .

(2) 计算 ∂αδ 的 Fourier 变换，同样考察

< ∂αF [δ], ϕ > = (−1)|α| < δ, ∂αξ F [ϕ] >

= (−1)|α| < δ,
1

(2π)n/2

∫
(−ix)αe−ξxϕ(x)dx >

= (i)|α|
1

(2π)n/2

∫
xαϕ(x)dx

因此 F [∂αδ] = (ix)α

(2π)n/2 .

例 2.2. 计算 xα 的 Fourier 变换，由上一例的 (1) 可知 F[1] =
(2π)n/2δ，结合 (2) 可知

F [xα] = (2π)n/2∂αδ

同时可以验证 F 的代数性质也是继承的.

命题 2.1. 对任意 u, v ∈ E∗，有

ˆu ∗ v = (2π)n/2û · v̂
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证明. 任取 ϕ ∈ S(Rn)，考察

< ˆu ∗ v, ϕ > =< u ∗ v, ϕ̂ >

=< δ, ˆu ∗ v · ϕ >

=< δ, (2π)n/2û · v̂ · ϕ >

= (2π)n/2 < û · v̂, ϕ >

□

2.4. 拟微分算子与基本解.
2.4.1. 拟微分算子. 利用广义的 Fourier 变换算子可以将正整数阶

的微分算子推广到实数阶.
设

p(x, ξ) :=
∑

|α|≤M

aα(x)ξ
α, p : Rn × Rn → R

为 C∞-系数多项式 (即变量 ξ 的系数为 C∞ 函数 aα(x))，定义

P (x,D) :=
∑

|α|≤M

aα(x)D
α, D = i∂

为 M 阶微分算子. 即对任意 ϕ ∈ C∞

P (x,D)ϕ =
∑

|α|≤M

aα(x)D
αϕ

回忆练习2.2的 (1) 与练习2.5的 (3)，我们知道

F [Dαϕ](ξ) = ξαF [ϕ](ξ)

再利用 F 的可逆性，有

Dαϕ = F−1[ξαF [ϕ](ξ)]

因此对一般的函数 p(x, ξ)，可以视为 P (x,D)，作

P (x,D)ϕ = F−1[ξαϕ̂]

定义 2.5. 设 p(x, ξ) ∈ C∞(Rn
x,Rn

ξ )，称 p 为 Sm 类函数，如果存
在 m ∈ N+ 使得∣∣∣∂αx∂βξ p(x, ξ)∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|α|, ∃Cα,β > 0
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记为 p(x, ξ) ∈ Sm，其中最小的 m 称为 p 的阶.

定义 2.6. 设 p(x, ξ) ∈ Sm，定义

P (x,D)ϕ := (2π)−n/2

∫
eiξxp(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ

为 S 上的连续线性映射 (可延拓为 S∗ → S∗). 称 P (x,D) 为一个 m

阶拟微分算子，其中 p(x, ξ) 称为 P (x,D) 的象征.

例 2.3. (1) 熟知 Laplace 算子

∆ :=
n∑

j=1

∂2j

是 2 阶拟微分算子，其象征为 −|ξ|2 = −
∑n

j=1 ξ
2
j，其中 ξ =

(ξ1, · · · , ξn). 此外，∂j 的象征为 −iξj.
(2) (∆)−α 的象征为 |ξ|2α.
(3) (I −∆)1/2 的象征为

√
1 + |ξ|2.

2.4.2. 基本解. 最后我们介绍微分方程中基本解的概念.
对常系数方程

(25) P (∂)u :=
∑
|α|≤m

∂αu = f

例如三大方程：

• Laplace 方程：∆u = f

• 热方程：(∂t −∆)u = f

• 波动方程：(∂2t −∆)u = f

练习 2.6. 写成三大方程中微分算子对应的象征.

对方程 (25) 两边作 Fourier 变换

p(ξ)û = f̂

进而要求 u，即计算

F−1[f̂/p]
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遗憾的是，这个方法面临两个问题：一是 p可能有零点，导致函数 f̂/p

不一定可操作；其次 Fourier 逆变换 F−1 的计算一般都非常困难. 因
此我们退而求其次，找到合适的 E，使得

(26) P (∂)E = δ

这是因为
P (∂)(E ∗ f) = δ ∗ f = f

我们称满足等式 (26) 的 E 为常系数方程 (25)(实际上是拟微分算子
P ) 的基本解，参见 [35, 2, 6].
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3. Sobolev 空间

3.1. Sobolev 空间.
3.1.1. Sobolev空间的定义与性质. 第1、2章我们知道赋范空间 (C∞

c , ||−
||p), (C∞, || − ||p) 不完备，Lp 是它们的完备化空间.

定义 3.1. 设 Ω 为 Rn 中开区域，k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. 称

W k,p(Ω) := {u ∈ D∗ : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k}

为 Sobolev 空间，其中称分布 u ∈ Lp，如果存在 f ∈ Lp(Ω) 使得

< u, ϕ >=

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω)

可以定义空间 W k,p(Ω) 中的范数

||u||Wk,p(Ω) :=
∑
|α|≤k

||Dαu||p, 1 ≤ p <∞

特别地，当 p =∞ 时，定义

||u||Wk,∞(Ω) := max
|α|≤k
||Dαu||∞

特别地，当 k = 0，W 0,p = Lp.

练习 3.1. 验证 || − ||Wk,p(Ω) 是一个范数.

定理 3.1. Sobolev 空间 W k,p(Ω) 是一个 Banach 空间.

定理 3.2. 证明完备性. 任取 Cauchy 列 (un)n≥1，由定义∑
|α|≤k

||Dαum −Dαun||Wk,p(Ω) → 0, m, n→∞

这说明对任意 |α| ≤ k，(Dαun) 为 Lp 中 Cauchy 列，由 Lp 的完备性
可知存在 uα0 ∈ Lp 使得

||Dα − uα0 ||p → 0

特别地，当 |α| = 0 时，存在 u0 ∈ Lp 使得 ||un − u0||p → 0. 下证

(1) Dα ∈ Lp, ∀|α| ≤ k；
(2) ||un − u0||Wk,p → 0.
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这说明 u0 ∈ W k,p，进而定理得证.
对于 (1). 任取 ϕ ∈ C∞

c (Ω)，考察

< Dαu0, ϕ > = (−1)|α| < u0, D
αϕ >

= lim
n→∞

(−1)|α| < un, D
αϕ >

= lim
n→∞

< Dαun, ϕ >

=< uα0 , ϕ >

故 Dαu ∈ Lp.
对于 (2)，事实上，由 (1) 可知 ||Dαu − Dαu0||p → 0, ∀|α| ≤ k，

进而

||un − u||Wk,p(Ω) → 0

注意，(C∞
c (Ω), || − ||Wk,p(Ω)) 不完备，而 W k,p(Ω) 为其完备化空

间. 对于 (C∞(Ω), || − ||Wk,p(Ω))，我们定义

M(Ω) := {u ∈ C∞(Ω) : ||u||Wk,p <∞} (⊂ C∞(Ω))

那么 (M(Ω), || − ||Wk,p) 不是完备的，与定义3.1相同的方式，我们规
定 Hk,p(Ω) 为其完备化空间.

注 3.1. 若 ∂Ω ∈ C∞，则 Hk,p(Ω) = W k,p(Ω).

练习 3.2. 验证 W k,p 的如下性质：

(1) W k+1,p ⊂ W k,p；
(2) 若 Ω 有界，则 W k,q ⊂ W k,p，其中 q ≥ p ≥ 1.
(3) u ∈ WK,P , |α| ≤ k，则 Dαu ∈ W k−|α|,p

(4) 设拟微分算子 P (x,D) :=
∑

|α|≤m aα(x)D
α，其中 aα ∈ C∞ ∩

L∞，于是

P (x,D) : W k,p → W k−m,p
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3.1.2. Sobolev空间的应用. 我们简单解释空间W k,p的完备性在偏
微分方程中的应用. 考察有界区域 Ω 上的热方程

(27)


∂tu− a(x)∆u = 0, x ∈ Ω

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω

u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t ≥ 0

注意到

L2(Ω) = span{ϕλ(x) : ϕλ 为 Laplace 算子 ∆ 在区域 Ω 上的特征函数}

于是取 spec∆Ω 的前 k 个特征值做成 k 维向量空间 Ek，其中 ∆Ω 表
示算子 ∆ 限制在区域 Ω 上. 对任意 Φ ∈ Ek，我们得到以下常微分方
程

< ∂tu− a(x)∆u,Φ(x) >= 0

遍历每个 k，由常微分方程理论可得一列解 (uk)k≥1. 我们希望这列解
(uk) 有极限，由 W k,p 的完备性可知只要验证某个 Cauchy 列的性质
或某个 Ascoli 定理的条件 (见第5章) 就可以找到极限函数 u0. 这个极
限函数 u0 就是上述热方程潜在的解.

3.1.3. 实指数 Sobolev 空间. 下面我们将 W k,p 中的指数 p 推广到
一般的 p(∈ R).

定义 3.2. 设 s ∈ R，记

Hs(Rn) := {u ∈ S∗(Rn) : (1 + |ξ|2)s/2û(ξ) ∈ L2(Rn)}

为实指数 s 的 Sobolev 空间.

可以定义 Hs(Rn) 上的内积

< u, v >:=

∫
(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)dξ

以此诱导范数

||u||s :=
√
< u, u >

练习 3.3. 验证上述论断.
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我们来解释为什么如此定义. 事实上，u ∈ L2 蕴含 û ∈ L2. 若
u ∈ S∗ 以及 Dαu ∈ L2，于是

ˆDαu = ξαû(ξ) ∈ L2

因此对任意 |α| ≤ k，其中 k 为自然数，Dαu ∈ L2，我们有∑
|α|≤k

|ξ||α|û(ξ) ∈ L2

这等价于
(1 + |ξ|2)k/2û(ξ) ∈ L2

注意此时的 k 可以是一般的实数.
显然

· · · ⊂ Hs ⊂ H0 = L2 ⊂ H−s ⊂ · · ·

同样的方法，不难验证：

定理 3.3. Hs(Rn) 是一个 Hilbert 空间，且 C∞
c (Rn) 为其稠密子

空间.

练习 3.4. 证明上述定理.

练习 3.5. 证明：

(1) Hs 的对偶空间为 H−s.
(2) 若 s ∈ N+，则 H2 = W s,2.

3.2. Sobolev 嵌入定理. 一个自然的问题是：什么情况下有包含
关系 W k1,p1(Ω) ⊂ W k2,p2(Ω)？这里我们只关心

1 ≤ p < n

的情形. 希望，

(28) ||u||q ≤ C||v||p, 1 ≤ p ≤ n

这等价于
||u||q ⪅ ||∇v||p

等价于
||u||W 0,q ⪅ ||u||W 1,p
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3.2.1. 伸缩不变性. 首先，确定 p与 w 的算术关系. 我们利用不等
式 (28) 的伸缩不变性.

为此，令 uλ(u) = u(λx)，x ∈ Rn. 考察

||uλ||q ≤ C||∇uλ||p

于是不等式左边为
1

λn

∫
|u(y)|qdy

右边为

C
λp

λn

∫
|∇u(y)|pdy

于是
1

λn/q
||u||q ≤ C

λ

λn/p
||∇u||p

即

||u||q ≤ Cλ1−n/p+n/q||∇u||p
因此要求

q =
np

n− p
这等价于 1/q = 1/p− 1/n，此时称 p, q 为 Sobolev 共轭指标.

3.2.2. GNS 不等式.

定理 3.4 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). 设 1 ≤ p < n，存在依
赖于 p, n 的常数 C 使得

||u||q ≤ C||∇u||p, ∀u ∈ C1
c

其中 q 为 p 的 Sobolev 共轭指标.

证明，(Evans，[2]). 分以下两步证明：

Step 1 首先假设 p = 1. 由于 u 具有紧支集，对于每个 i = 1, · · · , n
和 x ∈ Rn，我们有

u(x) =

∫ xi

−∞
uxi

(x1, · · · , xi−1, yi, xi+1, · · · , xn)dyi

因此

|u(x)| ≤
∫ ∞

−∞
|∇u(x1, · · · , y1, · · · , xn)|dy1, i = 1, · · · , n
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于是

|u(x)|
n

n−1 ≤
n∏

i=1

(∫ ∞

−∞
|∇u(x1, · · · , y1, · · · , xn)|dy1

) 1
n−1

将不等式对 x1 积分：∫ ∞

−∞
|u|

n
n−1dx1 ≤

∫ ∞

−∞

n∏
i=1

(∫ ∞

−∞
|∇u|dy1

) 1
n−1

dx1

=

(∫ ∞

−∞
|∇u|dy1

) 1
n−1
∫ ∞

−∞

n∏
i=2

(∫ ∞

−∞
|∇u|dy1

) 1
n−1

dx1

≤
(∫ ∞

−∞
|∇u|dy1

) 1
n−1

n∏
i=2

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u|dx1dy1

) 1
n−1

最后一个不等式由广义 Hölder 不等式得出，参见 [2].
现在将上述不等式对 x2 积分：∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u|

n
n−1dx1dx2

≤
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u|dx1dy2

) 1
n−1
∫ ∞

−∞

n∏
i=1, i ̸=2

I
n

n−1

i dx2

其中

I1 :=

∫ ∞

−∞
|∇u|dy1, Ii :=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u|dx1dy1 i = 3, · · · , n

再次应用广义 Hölder 不等式，我们得到∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u|

n
n−1dx1dx2

≤
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u|dx1dy2

) 1
n−1
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u|dy1dx2

) 1
n−1

n∏
i=3

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u|dx1dx2dy1

) 1
n−1

我们继续对 x3, · · · , xn 积分，最终得到∫
Rn

|u|
n

n−1dx ≤
n∏

i=1

(∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|∇u|dx1 · · · dyi · · · dxn

) 1
n−1

=

(∫
Rn

|∇u|dx
) 1

n−1
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Step 2 现在考虑 1 < p < n 的情况. 我们将上一个不等式的估计应
用于 v = |u|γ，其中 γ > 1 待选. 则(∫

Rn

|u|
p−n
n−1dx

)n−1
n

≤
∫
Rn

|D|u|γ|dx = γ

∫
Rn

|u|γ−1|∇u|dx

≤ γ

(∫
Rn

|u|(γ−1) p

p−1 dx
) p−1

p
(∫

Rn

|∇u|pdx
) 1

p

我们选择 γ 使得 γn
n−1

= (γ − 1) p
p−1

. 即设

γ =
p(n− 1)

n− p
> 1�

此时 γn
n−1

= (γ − 1) p
p−1

= np
n−p

= q. 最终我们有(∫
Rn

|u|qdx
) 1

q

≤ C

(∫
Rn

|∇u|pdx
) 1

p

□

上述定理中的不等式称为 GNS 不等式，它刻画了函数梯度 ∇u
如何控制函数本身. 反复使用 GNS 不等式，我们得到

定理 3.5 (Sobolev 嵌入定理). 设 k/n < 1/p ≤ 1，并且 1/q =

1/p− k/n，其中 k ≤ n，我们有

||u||Wm−k,q ⪅ ||u||Wm,p , ∀u ∈ Wm,p, m ≥ k

练习 3.6. 证明上述定理.

注 3.2. 这个定理告诉我们：当两个 Sobolev空间的指数 p, q 满足
如下算术关系

1

q
=

1

p
− k

n
, k ≤ n

时，有连续嵌入

Wm,p ↪→ Wm−k,q

事实上，更一般的观察是这里的指数 p, q 只要满足 q > p 就可以引发
连续嵌入，为此需要更一般的估计，参见 [2].
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3.3. Hölder 空间.

定义 3.3. 设 Ω 为 Rn 中开区域，记

C0,α(Ω) :=

{
u ∈ C(Ω) : ||u||C0,α := sup

x,y∈Ω

u(x)− u(y)
x− y

<∞
}
, 0 < α < 1

为 Hölder 空间.

注 3.3. 当 α = 1 时，表示 Lipschitz 的 (见第1章定义2.1) 函数，
进一步可以定义

Ck,α(Ω) :=

{
u ∈ Ck(Ω) : ||∂ku||C0,α = sup

x,y∈Ω

∂ku(x)− ∂ku(y)
x− y

<∞
}
, 0 < α < 1

对于 Hölder 空间，我们同样有如下的嵌入定理，参见 [2].

定理 3.6 (Hölder 嵌入定理). 若 k−1
n

< p < k
n
, k ≤ n，记 α =

k − n
p
∈ (0, 1)，则有

||u||Cm−k,α ≤ C||u||Wm,p , ∀u ∈ Cm−k,α

其中 Ck,α 中的范数 || − ||Ck,α 定义为

||u||Ck,α :=
∑
|α|≤k

||∂αu||∞ +
∑
|α|=k

||∂αu||Ck,α

这个定理暗示如下连续嵌入：

Wm,p ↪→ Cm−k,α

3.4. 紧嵌入. 回忆第9章中定义的紧算子，我们也称紧算子 T 是紧
嵌入如果 T 还是单射.

事实上，在 Sobolev空间理论中有一种紧嵌入，我们给出叙述，有
兴趣的读者可以参考 [2].

定理 3.7 (Sobolev 紧嵌入定理). 设 Ω 为 Rn 中边界光滑的有界
开子集，以及 1 ≤ q ≤ r，其中 1/r = 1/p− 1/n. 我们有如下紧嵌入：

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)

即对任意 (un)n≥1 ⊂ W 1,p(Ω)，以及 ||un||W 1,p(Ω) ≤ C，则存在子列
(unk

)k≥1 以及 u0 ∈ Lq，使得范数 || − ||q 下强收敛

unk
→ u0



248 10. 广义函数与 SOBOLEV 空间

注 3.4. 回忆第2章的 Riesz定理，我们知道空间 W 1,p 中的有界闭
集不是紧集，因此 (un) 的极限不一定落在 W 1,p 中，但上述紧嵌入定
理保证这个极限可以在更大的空间 Lq 中.



CHAPTER 11

Gromov-Hausdorff 收敛

1 Gromov-Hausdorff 拓扑
1.1 Gromov-Hausdorff 距离
1.2 Gromov-Hausdorff 空间
1.3 Gromov 预紧性定理

2 Gromov 预紧性定理在几何中的应用
2.1 Doupling 测度
2.2 Gromov-Bishop 体积比较定理

旨趣. 80年代 Gromov给出关于研究一族黎曼流形关系的系列讲
演，这个系列讲演被 Lafontaine和 Pensu写成讲义并引起了许多几何
学家的兴趣，参见 [23]. 不同于以往黎曼几何的研究限制在一个流形
上，Gromov 的观点是将一族黎曼流形视为一个空间，研究不同流形
之间的距离关系，更一般地可以研究一族 (紧) 度量空间构成的空间；
特别地，可以研究一列黎曼流形 (视为度量空间序列) 的敛散性情况，
一个重要的刻画这种敛散性的指标就是 Gromov-Hausdorff 拓扑，我
们将在本章的第一节中介绍这种拓扑. 此外，早期这种收敛理论中最
有名的结果之一当属 Ricci 曲率有下界的黎曼流形序列收敛的极限空
间 (Gromov-Hausdorff 极限空间)，我们将利用 Gromov 预紧性定理
以及 Gromov-Bishop 体积比较定理给出这类曲率有下界流形的极限
空间的估计.

1. Gromov-Hausdorff 拓扑

1.1. Gromov-Hausdorff 距离. 回忆第1章的问题9，我们曾定义
了 Gromov-Hausdorff 度量.

249
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定义 1.1. 设 (X, d)为一个完备度量空间，A,B 为有界闭子集，定
义 A 与 B 的 Hausdorff 度量为

dH(A,B) := inf{ε ≥ 0 : A ⊂ Bϵ(B), B ⊂ Bϵ(A)}

其中 Bϵ(B) := {y ∈ X : d(y,B) < ε}，Bϵ(A) 同理.

我们取集合

X := {X 的所有有界闭子集}

容易验证 dH 在 X 中是一个度量，进而 (X , dH) 是一个度量空间.

练习 1.1. 验证上述论断. [提示，利用 A,B 为有界闭集.]

第1章的例1.6中我们将黎曼流形 (M, g) 做成一个度量空间，其中
度量为

d(x, y) := inf
γ∈Ωx,y

L[γ]

其中 L 为长度泛函，见小小节2.1.2，并且

Ωx,y := {γ : [0, 1]→M : γ(0) = x, γ(1) = y, γ 为分段光滑曲线}

并且流形拓扑与度量拓扑等价，即有同胚

M ∼= (M,d)

定理 1.1. 在上文的设定下，(X , dH) 是完备紧度量空间.

证明，sketch. 参见 [13]. □

现在我们将全体紧度量空间构成的集合记为 M，研究两个不同
度量空间之间的距离.

定义 1.2. 设 (X, dX), (Y, dY ) 为两个紧度量空间，定义 X,Y 的
Gromov-Hausdorff 距离为

dG−H(X,Y ) := inf
(Z,dZ)

{dZH(X,Y ) : X ↪→ Z, Y ↪→ Z}

其中 ↪→ 在本章中都表示等距嵌入 (见第2章).
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注意上述定义是良性的，事实上可以取 Z = X tY，其中 t表示
集合的无交并，在定义 Z 的度量为

dZ |X := dX , dZ |Y := d|Y , dZ(x, y) := D, ∀x, y ∈ X,Y

其中 diamX, diamY ≤ D(注意到 X,Y 为紧度量空间).

练习 1.2. 验证上述 dZ 是一个度量.

1980 年，Gromov 考虑了一个允许度量的条件，即如果 d|X =

dX , d|Y = dY 且 d 是一个度量，进而规定

d′G−H(X,Y ) := inf{dH(X,Y ) : d 为 Z 上的允许度量}

事实上，dG−H = d′G−H，证明可以参见 [13]. 利用这个事实我们可以进
一步验证 dG−H 确实是一个度量1，并且使得 (M, dG−H)为一个完备紧
的度量空间，见定理1.1，我们称 (M, dG−H) 为 Gromov-Hausdorff
空间.

1.2. Gromov-Hausdorff空间. 下面我们介绍一系列工具说明 dG−H

是一个度量.

命题 1.1. dG−H 满足三角不等式.

证明，sketch. 参见 [13]. □

事实上，dG−H ≥ 0 与对称性是显然的，下面我们将证明

d(X,Y ) = 0⇐⇒ X 与 Y 等距同构

为此需要一些估计 Gromov-Hausdorff 距离的工具. 我们介绍两
个引理：

引理 1.1. 若紧度量空间 Y 在紧度量空间 (X, dX) 中 ε-稠密，则
dG−H(X,Y ) ≤ ε. 其中 ε-稠密指 X ⊂ Bϵ(Y ).

练习 1.3. 证明上述引理.
1为此我们需要在M 中取商集M/ ∼，其中等价关系 ∼ 定义为

X ∼ Y ⇐⇒ X 与 Y 等距同构

往后为叙述方便，简记M 为M/ ∼.
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引理 1.2. 设紧度量空间 X,Y 的 ε-稠密子集

A := {x1, · · · , xN}, B := {y1, · · · , yN}

且满足

|dX(xi, xj)− dY (yi, yj)| ≤ ε, 1 ≤ i, j ≤ N

则 dG−H(A,B) ≤ ε，进而 dG−H(X,Y ) ≤ ε.

证明. 令 Z = X t Y，规定其上度量为

dZ(xi, yi) := ε, dZ(xi, yj) = min
k
{d(xi, xk) + ε+ d(yj, yk)}

不难验证 dZ 是一个度量. 因此

dZ(yk, xi) + dZ(yk, xj) ≥ dZ(xk, xl) + dZ(xk, xm)

+ dZ(xl, xi) + d(xm, xj)

≥ dZ(xi, xj)

其中第一个不等号利用已知条件. 又 dG−H(A,B) ≤ dZH(A,B) = ε，于
是引理成立. □

练习 1.4. 验证上述证明中的 dZ 是一个度量.

定义 1.3. 设 X,Y 为紧度量空间，称 f : X → Y 是一个 ε-
Gromov-Hausdorff 映射 (简称 ε−GH)，如果满足

(1) ε-等距：|dY ((f1), f(x2))− dX(x1, x2)| < ε.
(2) ε-满射：Y ⊂ Bϵ(X).

注 1.1. f 为等距同构当且仅当 0−GH.

利用引理1.2中的离散点集，我们可以证明如下定理，它刻画了
ε−GH，参见 [13].

定理 1.2. 设 X,Y 为紧度量空间，

(1) f : X → Y 为 ε−GH，则 dG−H(X,Y ) ≤ 6ε.
(2) 若 dG−H(X,Y ) ≤ ε，则存在 6ε−GH f : X → Y .
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进而容易验证

d(X,Y ) = 0⇐⇒ X 与 Y 等距同构

因此我们证明了：

定理 1.3. (M, dG−H) 是完备的紧度量空间.

注 1.2. 事实上，M 还是可分的，参见 [13].

1.3. Gromov 预紧性定理.

定义 1.4. 设 (X, dX) 为道路连通的度量空间，对任一道路 γ :

[0, 1]→ X，定义 γ 的长度为

L[γ] := sup
0=t0<···<tN=1

(
N−1∑
i=0

d(γ(ti), γ(ti+1))

)
进一步称 X 是一个长度空间，如果对任意 x1, x2 ∈ X 存在道路 γ(其
实是测地线) 使得 γ(0) = x1, γ(1) = x2，且 L[γ] = d(x0, x1).

注 1.3. 显然完备黎曼流形一定是长度空间 (由 Hopf-Rinow 定
理).

定理 1.4. 设 {(Xn, dn)}n≥1为一列长度空间，在Gromov-Hausdorff
度量下的有收敛：

(Xn, dn)→ (X, d)

则 (X, d) 也为长度空间.

这个定理由以下引理即得，参见 [13]：

引理 1.3. 设 (X, d) 为完备度量空间，则 X 为长度空间当且仅当
对任意 x1, x2 ∈ X，存在中点 x3，即

d(x1, x3) = d(x2, x3) =
1

2
d(x1, x2)

练习 1.5. 证明上述引理.

此外，可以定义带基点的 Gromov-Hausdorff 距离 (简记 PGH)：

dpG−H((X, x), (Y, y)) := inf{dZH + dZ(x, y), X ↪→ Z, Y ↪→ Z}

其中 (X, x), (Y, y) 为带基点的紧度量空间，其中 x ∈ X, y ∈ Y .
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定义 1.5. 称带基点的紧度量空间列 (Xn, dn, xn)n≥1 在 PGH 意义
下收敛于 (X, d, x)，其中 x ∈ X，如果对任意 R > 0，有

(BR(xn), dn, xn)→ (BR(x), d, x)

其中
dpG−H

(
(BR(xn), dn, xn), (BR(x), d, x)

)
→ 0

定义 1.6. 设 (X, d) 为紧度量空间以及 r > 0，定义 X 的容度为

CapX(r) := max#{Br/2(x) ⊂ X为互不相交的开球} <∞

其中 # 表示有限集中元素个数.

练习 1.6. 证明：若 CapX(r + ε) = N，则存在 N 个的开球
B(r+ϵ)/2(xi), i = 1, · · · , N 覆盖 X.

练习 1.7. 若 dG−H(X,Y ) ≤ ε/3，则对任意 r > 0，都有

CapY (r + ε) ≤ CapX(r)

利用这两个练习，我们得到 Gromov 在 80 年代的工作，它为判
断 Gromov-Hausdorff 空间 M 中的预紧集 (见第1章定理1.8) 提供工
具，证明可见 [13].

定理 1.5 (Gromov，1980). 设 C 为M 中子集，则 C 预紧当且仅
当存在映射 N : (0, 1)→ Z+ 使得

CapX(r) ≤ N(r), ∀X ∈ C, 0 < r < 1
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2. Gromov 预紧性定理在几何中的应用

2.1. Doupling 测度. 上一节中我们介绍了 Gromov 预紧性定理，
其在几何学中的应用往往是利用充分性，即说明子集 C 中元素的容
度可被一致的函数 N 控制，特别地，这里的子集总是度量空间序列
(Xn, dn)n≥1. 更特别地，这里的 Xn 是更具体的度量空间，例如黎曼流
形，也就是说我们可以研究一列满足某种条件的黎曼流形 (Mn, gn)n≥1

在 Gromov-Hausdorff 拓扑下的收敛情形. 而预紧性定理的结果告诉
我们这个序列是预紧的，即存在收敛的子列，这又回到第5章 Ascoli型
的问题.

基于定理的可操作性的疑问，我们希望这里的控制函数 N 是与
流形序列 (Mn, gn)有关的一个函数，最好是某个已知的集合量. 为此，
我们介绍 Doupling 测度的概念.

定义 2.1. 设 (X, d, µ)为紧的度量测度空间，其中 µ为有限 Borel
测度 (参见 [3]). 称 µ 为关于常数 κ 的 Doupling 测度，如果

µ(Br(x)) ≥ κµ(B2r(x)), ∀Br(x) ⊂ X

进一步称 (X, d, µ) 为 Doupling 测度空间.

我们可以利用 Doupling 测度控制容度.

引理 2.1. 设 (X, d, µ)为 Doupling测度空间，且 diamX ≤ D，于
是对任意 0 < r < D，我们有

CapX(r) ≤ C(κ)

(
D

r

)α(κ)

证明. 任取 x ∈ X，由 Doupling 测度的定义可知

µ(Br/2(x)) ≥ κN+1µ(B2Nr(x))

其中 D ≤ 2Nr ≤ 2D. 于是 N − 1 ≤ log2 D
r
，因此

µ(Br/2(x)) ≥ κ2 · κN−1µ(B2Nr(x))

≥ κ2 · κlog2 D
r µ(X)

= κ2µ(X)

(
D

r

)log2 κ
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故

CapX(r) ≤
µ(X)

µ(Br/2(x))
≤ κ−2

(
D

r

)logκ 2

□

2.2. Gromov-Bishop 体积比较定理. 最后我们来解释 Doupling
测度在黎曼流形序列中如何使用. 回忆黎曼几何中的 Gromov-Bishop
体积比较定理，参见 [1, 13]，我们叙述之.

定理 2.1 (Gromov-Bishop). 设 (M, g) 为 n 维完备黎曼流形，其
Ricci 曲率满足

Ric ≥ (n− 1)K

其中 K 为空间形式 H(K) 的截面曲率. 那么关于 r 的函数

Vol(Br(p))

Vol(BK
r )

是单调不增的，其中 Vol 表示黎曼流形的体积测度，Br(p) 表示流形
M 中以 p 点为中心 r 为半径的测地球，BK

r 表示空间形式 H(K) 中
半径为 r 的测地球.

利用这个性质我们不难验证体积测度 Vol 是 Doupling 测度，也
就是说，Ricci 曲率有下界

Ric ≥ (n− 1)K

的流形是 Doupling 测度空间. 进而利用引理2.1引发 Gromov 预紧性
定理. 我们来叙述这个过程：

取一列 Ricci 曲率有下界的流形 (Mn, gn)n≥1，由 Gromov-Bishop
体积比较定理可知 (Mn, gn)n≥1 为 Doupling测度空间列，由引理2.1和
Gromov 预紧性定理我们得到收敛的子列 (Mnk

, gnk
)k≥1，不妨设收敛

的极限为二元组

(M, g)

注意这里的 (M, g) 是一个度量空间.



2. GROMOV 预紧性定理在几何中的应用 257

注 2.1. (1) 上述过程有细微的瑕疵，由于 gn 指代流形上的
Riemann 内积结构而非真正的度量 (见例1.6)，因此我们需要
先行通过 gn 诱导Mn 上的度量 dn，由于同胚Mn

∼= (Mn, dn)，
这个论断是合理的.

(2) 事实上极限空间 (M, g) 不一定是一个黎曼流形，几何上有可
能出现类似锥 (cone) 的非正则的局部，因此若要求 M 仍是
一个黎曼流形则需要添加更多条件；此外，研究这类黎曼流
形序列收敛的工作会用到几何测度论的工具，有兴趣的读者
可以进一步参考 [13, 28].
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