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第一版前言

复数 (域)的出现最早源于 17-18世纪三次代数方程的研究，而单复变函数理论作
为一门独立的学科是从 Cauchy 对 C1 型复变函数的结论 (弱形式 Cauchy 积分定理)
的推导开始的，当时一个重要的观察是“仅复可微的函数也适合 Cauchy 积分定理”;
事实上，在此期间人们发现复可微的函数具有独立于一般实可微函数的良好性质，但

大部分关于单复变函数的理论本源上来自于 Goursat 于 1900 年证明的结果，即我们
现在所见的 Cauchy 积分定理。在 20世纪代数拓扑语言的发展下，Cauchy 积分定理
获得了更严格与几何化的叙述，这也源于 Riemann 在 19 世纪中叶首先提出的同伦和
同调的概念，然而 Riemann 对复分析的贡献远不止于此。

本科数学系所教授的单复变函数理论大体上涵盖了以下三部分，其实也概括整个

19-20 世纪中叶单复变函数的发展方向，即:

1. Cauchy 积分理论

2. Weierstrass 级数理论

3. Riemann 几何理论

事实上，如果专心阅读 [6]的话可以发现，我们上面所列的内容仅整本书的前 100
页加上一章共形映射理论 (一般的学校可能无法完成完整的 Riemann几何理论教授);
换言之，本科阶段所教授的单复变函数理论只是放映了一部电影的节选。然而目前单

复变函数理论已经俨然成为一门成熟的学科，国内外出现不少讲述这门课程的经典教

材，例如 20世纪研究单复变函数论的大师 Ahlfors所著的 [3]、调和分析学家 Stein所
写分析四部曲之二 [6] 以及华罗庚先生的学生复分析学家龚昇教授所著的 [9] 以及临
近 20 世纪经过中国科学技术大学史济怀教授编写的 [8] 等等。

考虑到理论已经成熟，从教育的角度上看，如何把书写得通俗、精炼又自洽是重

要的事情; 此外，由这套理论我们能够得到不少的工具，这些技术早已运用到其他邻
域，例如代数拓扑的思想方法、复流形与 Riemann 曲面的研究、Riemann− ζ 函数

与素数定理、复代数几何等等。由于笔者时间有限，目前已写完基本的三个理论的内

容，另外简要叙述了个别选题:Dirichlet 定理; 整函数的理论，即 Hadamard 定理; 多
复变函数与复流形简介。我对数院的部分本科生往往背诵一些“期末考纲”上的积分
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公式、计算公式却不挖掘其内涵，而对“考纲”以外的内容不屑于一读感到惋惜，即

使那些具有拓展与提高观点的意义，甚至是一门学科真正核心的问题。但是我还是强

烈建议本科生能够学习应用单复变函数的额外选题，例如 Riemann 曲面、Gamma

函数、ζ 函数与素数定理 (Riemann 的原始思想)、椭圆模函数、模形式以及简单了
解多复变函数。另外，若在学习单复变函数理论中将全纯函数的性质与调和函数对比，

也是不错的选择。

笔者在大学一年级念了 Stein 分析的第一册，在二年级读了第二册，即复分析。
我一直希望真正做学问的人不会拘泥于所谓“教材考纲”所限，而是发自内心热爱而

去学习与研究。这份笔记整理了我二年级 2023-2024 春夏学期听课、读书和自己研究
所获得的一些结果。作为一份笔记，在行文章法与逻辑的推理上是经过我本人筛选提

炼以后得到的，在可读性上与标准的教材有很大的差距，完全不适合复分析的初学者

阅读，而是希望已经念过一轮复变函数的读者能够在其中找到一些“蓦然回首，那人

却在灯火阑珊处”的思维体验。我在本小册中加入了不少自己对一些结论的看法，或

许多有疏漏，望诸位指出。

关于笔记叙述上的部分细节我在这里先行点出，阅读之时可以稍加留意:

1. 关于复数 (域) 的由来我参考了不少资料，从古典代数 (方程式)、近世代数和几
何的角度都有对复数的刻画，希望能够“知其然知其所以然”，另有关于复数

(域) 来源的读者欢迎与我讨论。

2. 复变函数、全纯函数以及 Cauchy − Riemann 方程的刻画与推导我提供了不同

视角的三种方法，列在附录中。读者不妨比较它们，想一想真正导致这种特殊

方程产生的本质是什么？

3. 不同的是，我将 Cauchy 积分理论与 Weierstrass 级数理论合并1，一共分成两

个章节分别叙述纯的全纯函数的结果 (多数是小范围的) 和稍差的亚纯函数的结
果 (多数是大范围的)。其中积分理论我使用了代数拓扑的语言去叙述它，并且
需要在刻画清楚复对数函数以后才能完善多值函数的理论，为此我在这件事情

的叙述上花了一些篇幅。事实上，在真正叙述的过程中，很多结论并没有所谓

“谁先谁后”的次序要求，利用不同技术可以互相推导，这让我在梳理章法时顾

虑很久，最终也难免捉襟见肘，其中比较混乱的是将 Weierstrass 级数理论分

拆成了两块，其中一半归属于 Cauchy 积分公式的应用，另一半归属于级数求

导的敛散性。

4. 注意到共形映射与 Riemann几何理论大部分都是整体的结果，因此我将它们放

在靠后的位置叙述; 有心的读者也可以注意到，我们在处理这些复平面的几何问
1一些经典的教材分别叙述二者，例如 [9, 8, 3]; 而事实上我发现二者在本质和证明技术上只依赖于

区域 surgery 与 1
z−z0

型函数破坏成幂级数，并不总是需要使用“负项”幂级数的理论，不过在证明中

会出现，因此我简略了部分 Laurent 级数的叙述。
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题时，总是需要灵活地使用前两者 (积分理论与级数理论) 的局部结果，为此我
在最终 Riemann 映射定理的证明中加了较多的索引超链接以便读者查阅。

5. 最后迫于时间原因，我只在第一章和第二章的一小部分放置了习题。这些习题
都经过我的挑选，原则当然是: 能够充分应用正文中的理论; 对习题结论可以做
适当推广; 对往后的知识体系有前置作用。希望有兴趣的读者可以将部分习题作
为一个 project 去完成。此外有部分内容我没有整理在这份笔记中，例如利用积
分公式和留数公式计算一些经典的积分的过程、解析延拓中的 Schwarz 反射原

理、偏微分方程中带状区域的 Dirichlet 问题、∂ 问题，未来有时间我会对这些

内容作补充，有需要的读者可以自行查阅 [9, 8, 6]。

我撰写和整理这份笔记的工作收到了一些老师和同学的支持。部分同学成为了该

小册的第一批读者，并且参与了后期的部分审核工作。另外，这份笔记尚不成熟，定

期会进行更新，如需获取最新版的笔记，可以到我的主页下载:

https://zhenye-math.github.io/

最后，由于本人对分析学的认识尚浅，书写笔法拙劣，这份笔记纵然不能与优秀的教

材所媲美，但总是花费了小半年的心血所成，也求偶然翻阅到该小册的读者批评赐教，

不胜感激。

作者：钱振烨

2024 年 6 月 16 日

https://zhenye-math.github.io/
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第一章 复数域与复变函数

1.1 复数 (域)

1.1.1 复数与复数域的由来

从历史上看, 复数起源于意大利数学家 Cardan 关于三次方程的研究, 其中讨论了
一个问题：如何将数字 10 分成两部分, 使得他们的乘积为 40. 回答如下：

(5 +
√
−15)(5−

√
−15) = 40

这是文献中第一次出现对负数开根号的例子. 事实上, 对于任意实系数的三次方程, 其
根不可避免地会出现“对负数开根号”的情况1, 即复数 (参见 [4]), 因此引入复数对于
后续的数学研究是必要的.

从代数上看, 复数域是对原实数域的二次扩域. 只要考察实系数多项式 x2 + 1,
显然为实数多项式环 R[x] 上的不可约多项式, 我们定义复数域为一个商结构 C :=

R[x]/(x2 + 1), 其中 (x2 + 1) 为该多项式生成的理想, 关于复数的引入, 读者可以移步
第六章的第一节. 该扩域有自然的 Galois 群, 即 Gal(C/R) = Z2, 因此扩域填上的非
平凡元素从作用上看代表一个“反射”, 记为 i, 满足 i2 = −1. 同时 C 作为 R 上的 2

维向量空间, 基底为 1 和 i, 分别张成相互正交的子空间, 记为实轴与虚轴, 因此任意
复数 z 可以表示为 z = a+ bi, 其中 a 称为实部, 记为 Rez,b 称为虚部, 记为 Imz；其

关于实轴的对称元称为共轭, 记为 z := a− bi.
复数域的加法运算自然继承于实数域, 即

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

乘法运算利用 i 的性质可得, 即

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i (1.1)

同样, 除法运算也是自然导出的, 并且共轭与有理运算可交换, 即

R(z, w) = R(z, w), 其中 R(, ) 表示有理运算

1从著名的 Cardan 公式或者多项式根的分布都可以看出.

1



第一章 复数域与复变函数 2

事实上, 复数域的乘 (除) 法运算是光滑的, 因此 C∗ := C − {0} 在该运算下构成
一个 Lie 群, 参见 [7], 之后我们将看到这个 Lie 群结构 C∗ 在商拓扑下有丰富的几何

含义.

注记 1.1.1. 复数域不是有序域, 参见 [8] 的 P2.

1.1.2 复数平面的拓扑与一点紧化

复平面的拓扑 从几何上看, 复数域 C 作为向量空间构成一个平面, 下面我们考虑为
其赋予自然的欧式拓扑. 定义复数 z = a+ bi 的模长为

|z| :=
√
a2 + b2

并且有极坐标2表示, 即
z = reiθ

其中 r 为其模长,θ(0 ≤ θ < 2π) 定义为辐角, 记为 arg z. 将复数写成极坐标带入乘
法公式1.1不难发现, 复数的乘法在几何上为: 模长相乘, 辐角相加. 这就是著名的 De

Moivre 定理.
容易验证以下性质:

1. 模长表示:
|z|2 = zz,

1

z
=

z

|z|2
, |zw| = |z||w|,

∣∣∣ z
w

∣∣∣ = |z|
|w|

2. 实部与虚部:
Rez =

z + z

2
, Imz =

z − z

2i

3. 三角不等式:

|z + w| ≤ |z|+ |w|, 取等号当且仅当 z, w 共线 (1.3)

以下性质在利用复数解决平面几何问题时是有用的. 由于 arg( z
w
) = arg z − argw,

注意到 zw = z
w
|w|2, 于是我们有

2事实上, 复数极坐标表示的几何含义依赖于著名的 Euler 恒等式:

eiθ = cos θ + i sin θ (1.2)

这严格依赖于复级数理论.教材 [8]中直接定义了这个公式,从历史上复数的发展看这并不自然,但为了
后续教学与表示的方便这一点无可厚非；此外教材 [3] 中先“大费周章”地介绍了复级数理论再自洽地
给出了这个公式；教材 [6] 中由于第一部 Fourier 分析充分的铺垫, 因此叙述起来轻松很多, 有兴趣的
读者可以阅读 Stein, E. M. , & Shakarchi, R. . (2003). Fourier Analysis: An Introduction. 世界图书
出版公司北京公司..
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1. 若 Re(zw) = 0, 蕴含互相垂直3;

2. 若 Im(zw) = 0, 蕴含互相平行.

定义开圆盘为 Dr(z0) = {z ∈ C : |z− z0| < r},闭圆盘为 Dr := {z ∈ C : |z− z0| ≤
r}, 圆周4为 Cr(z0){z ∈ C : |z − z0| = r}; 一般地我们记单位开圆盘为 D.

复数序列被定义为 {zn}∞n=1, 其中每一项都是复数, 复数级数
∑∞

n=1 zn 亦然. 称复
数序列 {zn}∞n=1 是收敛的, 如果存在复数 z0, 对任意 ϵ > 0, 都存在 N , 对任意 n > N

都有

|zn − z0| < ϵ

利用复数序列可以定义复平面上的极限点,即其子列的极限.同样,复数域上有 Cauchy

收敛原理, 即若上述复数列 {zn}∞n=1 收敛, 当且仅当

|zn − zm| < ϵ

因此复平面 C 是完备的, 参见 [6] 的 P5.
注意到

max{|Rez|, |Imz|, 1√
2
(|Rez|+ |Imz|)} ≤ |z| ≤ |Rez|+ |Imz| (1.4)

复数列的敛散性由其实、虚部完全刻画. 此外, 复平面被赋予欧式拓扑, 细节上可以参
考 [3, 6], 相应的概念与术语我们不再赘述.

最后, 几个由欧式拓扑 (其中 1.3. 仅来自于度量拓扑) 自然诱导的结果对后续的
证明相当有用, 我们呈现如下 (证明可以参考 [3, 6]):

1. (紧集5套定理) 设 Ω1 ⊃ Ω2 ⊃ · · · ⊃ Ωn · · · 为 C 上的紧集套序列, 若

diam(Ωn) → 0, n→ ∞

其中 diam(Ω) := supz,w∈Ω |z − w|, 那么存在紧集套序列的唯一公共点 z0.

3利用 1. 中模长的表达容易证明

|z ± w|2 = |z|2 + |w|2 ± 2Rezw

从中也可以看出这个关系.
4曲线积分时, 若无额外说明, 默认为绕一圈的曲线, 且定向为逆时针 (正向).
5复平面 C 上的紧集等价于 (参见 [6] 的 P6-7, 也可以参考 [3, 5])

(a) 有界闭集

(b) Heine−Borel 定理: 任意开覆盖存在有限子覆盖.

(c) Bolzano−Weierstrass 定理: 任意其中序列存在收敛子列.



第一章 复数域与复变函数 4

2. (距离正下界) 设 K 为 C 中紧集,D 为闭子集. 若 K ∩D = ∅, 那么存在 ϵ > 0 使

得

d(K,D) ≥ ϵ > 0

其中 d(K,D) := infz∈K,w∈D |z − w|.

3. (连通的刻画)C 上的连通开子集当且仅当道路连通, 参见 [6] 的 P26 习题 6. 我
们将连通开子集称为区域; 此外, 设开子集 Ω 连通, 若

Ω = Ω1 ∪ Ω2

且 Ω1,Ω2 也为开子集, 那么要么 Ω1 为空集, 要么 Ω2 为空集. 换言之, 连通开子
集不能分成非空开 (闭) 集之并.

复平面的紧化 显然复平面不是一个紧 Lie 群, 回忆基础拓扑中的一点紧化技术, 这
里我们只要为复平面赋予一个无穷远点 ∞, 满足

z ±∞ = ∞, z · ∞ = ∞,
z

∞
= 0, ∀z ∈ C

记 Ĉ := C ∪ {∞}, 称为扩充复平面. 从拓扑上看, 复平面 C 同胚于二维胞腔 e2, 而无
穷远点被视为零维胞腔 e0; 注意到二维拓扑球面 S2 被视为胞腔复形 e0 t e2(参见 [2]),
于是我们有同胚关系

Ĉ ∼= S2

事实上, 上述同胚关系可以通过球极投影的方式得到, 有兴趣的读者可以参考 [9, 3, 4,
6], 此外, 球极投影的方式将复平面的度量结构自然地诱导到了球面上, 我们将这样的
球面称为 Riemann 球面.

另一个紧化的方式是对 (刺破) 复平面作商. 定义等价关系 ∼ 为 z ∼ w ⇐⇒ |z| =
|w|, 易知商拓扑同胚于单位圆周 S1, 即

C∗/ ∼∼= S1

由于 S1 是一个紧 Lie 群, 于是 C∗/ ∼ 被紧化. 而 Fourier 分析本质上就是在圆周 (紧
Lie 群) 上的调和分析, 以后我们将知道全纯函数具有特殊的 Fourier 级数展开, 这富
有简洁优雅的性质. 从 S1 上再来看乘法, 我们发现复数被限制在了单位圆周上, 即模
长恒为 1, 因此复数的乘法变成了简单的“辐角相加”, 即旋转.
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1.2 复变函数

1.2.1 复微分与全纯函数

单复变函数 设 D 为 C上一区域，称映射 f : D → C为单复变函数6。称 f 在 z0 ∈ D

点连续，如果对任意 ϵ > 0，存在 δ > 0，对任意 z ∈ D 满足 |z − z0| < δ 都有

|f(z)− f(z0)| < ϵ

称函数 f 在子集 D 上连续，如果对 D 内每一点都连续，记为 f ∈ C(D)。易知紧集

K 上的连续函数 f 满足极值原理，即在 K 上存在最大 (小) 值。

全纯函数 我们推广实变函数中的导数概念，并且将复变函数视为“单变量”函数。

定义 1.2.1. 设 D ⊂ C 为一区域，称复变函数 f : D → C 在 z0 ∈ D 处复可微，如果

极限

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
(1.5)

存在，并称极限为其导数，记为 f ′(z0)。若 f 在 D 上处处可导，则称 f 在 D 上全纯

或解析7。倘若谈在 z0 一点处全纯，意为在 z0 某个邻域内全纯。

注记 1.2.1. 称 C 上的全纯函数为整函数。

若记 ∆z = z − z0，那么式1.5可以写成

lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
= f ′(z0)

这当且仅当

f(z0 +∆z)− f(z0) = f ′(z0)∆z + ◦(|∆z|) (1.6)

等式1.6直接蕴含：

命题 1.2.1. 若 f 在 z0 处复可微，则必连续。

逆命题不成立，如下例子是最基本的：

例子 1.2.1. 函数 f = z 在 C 上处处不可微。

6本小册中总是称单复变函数为复变函数。
7一般意义上 (实变版本中)的“解析”是指可以在局部展开成幂级数的形式，我们将在之后证明“全

纯即解析”。
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对任意 z0 ∈ C，利用定义直接验证：

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
=
z0 +∆z − z0

∆z
=

∆z

∆z

易知极限不存在，故不可微。

可以发现，函数 z 在 C上处处连续，但处处不可导，这在实变函数中是需要构造
的，参见 [5]，这说明复变函数可微的要求更强。之后我们将会介绍复变函数的“实可
微”版本，事实上这里的 z 是导致不复可微的本源，带着这个观点读者可以证明 Rez

和 |z| 等函数可微性很差，我们在介绍“实可微”之后给出简洁的证明。
容易验证，求导运算是 C− 线性的，即对任意 α, β ∈ C,复可微的函数f, g，有

(αf + βg)′ = αf ′ + βg′

并且满足 Leibniz 法则，即

(fg)′ = f ′g + fg′

若 g 6= 0，有 (
f

g

)′

=

(
f ′g − fg′

g2

)
利用等式1.6，可以证明满足链式法则。在合适的定义域与值域下，我们有

(g ◦ f(z))′ = g′(f(z))f ′(z)

1.2.2 映射观点下复变函数

Cauchy −Riemann 方程 为了阐明复变函数复可微的充要条件，我们先引入“实可

微”的概念，这将把“单变量”的复变函数视为“双变量”的向量值函数，即一般映

射。

定义 1.2.2. 设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 为定义在区域 D ∈ C 上的复变函数，其中
z0 = x0 + iy0 ∈ D。称 f 在 z0 处实可微，如果 u, v 作为实二元函数在 (x0, y0) ∈ R2 处

可微。

于是我们可以模仿公式1.6得到一个分别关于 x0, y0 的无穷小增量式，考察

f(z0 +∆z)− f(z0) = u(x0 +∆x, y0 +∆y)− u(x0, y0)

+ i{v(x0 +∆x, y0 +∆y)− v(x0, y0)}

=
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + ◦(|∆z|)

+ i{∂v
∂x

∆x+
∂v

∂y
∆y + ◦(|∆z|)}

=
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y + ◦(|∆z|)
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其中记 
∂f

∂x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
∂f

∂y
=
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

注意到


∆x =

1

2
(∆z +∆z)

∆y =
1

2i
(∆z −∆z)

，带入上式，我们有

f(z0 +∆z)− f(z0) =
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
∆z +

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
∆z + ◦(|∆z|)

引入微分算子8： 
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

) (1.7)

于是我们有表达：

f(z0 +∆z)− f(z0) =
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z
∆z + ◦(|∆z|) (1.8)

于是得到以下命题：

命题 1.2.2. 复变函数实可微的充要条件为等式1.8成立。

事实上式1.7中定义的微分算子可以按如下“链式法则”来记忆，这里我们暂且视
z, z 为独立变量，那么有

∂

∂z
=

∂

∂x

∂x

∂z
+

∂

∂y

∂y

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
以及

∂

∂z
=

∂

∂x

∂x

∂z
+

∂

∂y

∂y

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
注记 1.2.2. 以上两式各自的第二个等号事实上我们承认了一个形式上的微分同胚 (参
见 [3] 的 P24-28)，即

C → C, 其中 (z, z) 7→ (x, y)

这里 z = x+ yi，可以显式上述映射，即如下线性变换
x =

1

2
(z + z)

y =
1

2i
(z − z)

发现这个微分同胚的 Jacobian 行列式为 i
2
6= 0，因此在复数意义下处处正则。

8或称形式偏导数。事实上在复变函数理论中利用微分算子来讨论问题是方便的，我们已经知道

|z|, Rez, Imz 等都以 z, z 为基本组成元素，对它们求导往往比较简单；并且在多复变函数论中更多

地倾向于讨论微分算子而不是分开来讨论实、虚部。
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对比公式1.6与1.8，可以发现， ∂
∂z
为“坏项”，得到如下定理：

定理 1.2.1. 复变函数 f 复可微当且仅当实可微且算子 ∂
∂z
零化 f。

因此，往后复可微的函数 f 的导数 f ′ 就表示 ∂f
∂z
。我们称 ∂f

∂z
= 0 为 Cauchy −

Rimeann 方程。若将 f 写作 u+ iv，由算子的定义1.7，有
∂f

∂z
=

1

2

(
∂u

∂x
+ i

∂u

∂y

)
+
i

2

(
∂v

∂x
+ i

∂v

∂y

)
=

1

2

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+
i

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
故 Cauchy −Rimeann 方程等价于如下偏微分方程组

∂u

∂x
=
∂v

∂y
∂u

∂y
= −∂v

∂x

(1.9)

于是定理1.2.1等价于

定理 1.2.2. 复变函数 f = u+ iv 复可微当且仅当实可微且方程组1.9成立。

若视区域 D 上的 f 为二元实变函数，一般记 f 实可微为 f ∈ C1(D)；若视 f 为

复变函数，记 H(D) 为 D 上全纯函数全体，于是我们有

H(D) ⊂ C1(D)

将来会证明

H(D) ⊂ C∞(D)

利用定理1.2.1我们能够简洁地判断一些实可微但复不可微的函数。

例子 1.2.2. 复变函数 f = Rez, g = |z|, h = arg z 的可微性很差。

证明. 对 f, g，注意到 Rez = z+z
2
, |z| =

√
zz 对 z 方向求导即可。对 h，注意到

arg z = arctan y
x
，其中 z = x+ iy，利用方程组1.9计算即可。

例子 1.2.3. 复变函数 f = zn, n ∈ Z 在 n = −1 时可微性很差。

证明. 注意到 1
z
= z

|z|2 求导即可。

例子 1.2.4. 利用定义式1.8，容易验证：
∂f

∂z
=
∂f

∂z
(1.10)

以及，记 w = f(z)

∂

∂z
(g ◦ f) = ∂g

∂w

∂f

∂z
+
∂g

∂w

∂f

∂z
(1.11)

∂

∂z
(g ◦ f) = ∂g

∂w

∂f

∂z
+
∂g

∂w

∂f

∂z
(1.12)
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调和函数 利用公式1.7可以计算

4
∂2

∂z∂z
= 2

∂

∂z

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
=

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
不妨 u, v ∈ C2(D)，于是

4
∂2

∂z∂z
= 4 (1.13)

立即得到 (我们默认光滑性)：若 f = u+ iv ∈ H(D)，则 u, v 为 D 上的调和函数。注

意到这里 u, v 由 f 成对出现，于是将满足方程组1.9的 v 称为 u 的共轭调和函数9。

一个自然的问题是：若 u在区域 D 上为调和函数，那么是否存在其共轭 v，组合

成为全纯函数 f = u+ iv？在单连通区域，这是肯定的。事实上，记微分形式

P = −∂u
∂y
dx,Q =

∂u

∂x
dy

容易发现微分形式 P +Q为闭形式，即 d(P +Q) = 0，又由于 D 单连通，进而 P +Q

为恰当形式10，知下述积分与路径无关，直接计算

v =

∫
P +Q =

∫
−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy

并且满足方程组1.9。这启发我们通过已知调和函数 u，计算其共轭的机械方法：直

接求偏导，得到 −∂u
∂y
和 ∂u

∂x
，再分别对 x, y 方向积分，但一般不容易11，参见 [8] 的

P42-44。

注记 1.2.3. 必须指出，我们上述的讨论必须依赖单连通的性质，事实上可以举出反
例。

例子 1.2.5. 设 D = C− {0}，其上定义实变函数 u = log |z|，调和但不存在共轭。

证明. 首先说明 u 在 D 上调和，为此我们给一个一般的结论：h : D′ ⊂ C → C− {0}
全纯，则 log |h(z)| 调和。直接计算 Laplace 算子：

4
∂2

∂z∂z
log |h(z)| = 4

∂2

∂z∂z

1

2
log |h(z)|2 = 2

∂

∂z

∂

∂z
log(hh) = 2

∂

∂z

h

hh
= 2

hh− hh

(hh)2
= 0

假设存在共轭 v，那么记 f = u+ iv 在 D 上全纯；考虑 g = log |z|+ i arg z，显然在
C− (−∞, 0] 全纯。因此 f − g 在 C− (−∞, 0] 也全纯。

由于 Re(f − g) = 0，这说明 f − g 是常函数12，于是

f = log |z|+ i arg z + c, c 为常数

9u 不是 v 的共轭。
10回忆 de Rham 理论，见 [7]。
11事实上，在 [3] 的 P25-28 讨论了一种计算共轭调和函数的方法，有兴趣的读者可以参考。
12这里使用了结论，读者可以参考 [8]P44 的习题 2。
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又由于 f 在 D 上连续，考察

f(−1) = lim
y→0+

f(−1 + iy) = iπ + c

f(−1) = lim
y→0−

f(−1 + iy) = −iπ + c

矛盾！

1.2.3 导数的几何意义

数学分析中我们知道一元函数导数的几何意义为切线的斜率，这里单复变函数的

导数具有更强的几何含义。

设 γ1 和 γ2 为区域 D ⊂ C 上两条光滑曲线，再设 f ∈ H(D) 且在讨论的点处

f ′ 6= 0，那么显然有夹角

arg γ
′
1

γ′2
= arg f

′γ′1
f ′γ′2

(1.14)

因此全纯函数 f 的作用，保持了曲线夹角，称为保角变换。更进一步，我们有

arg(fγ(t0))′ ≡ arg γ′(t0) + arg f ′(γ(t0)) (mod 2π) (1.15)

说明函数 f 的导数 f ′ 在模 2π 意义下提供了 arg f ′(γ(t0)) 的转角。

若固定 D 上一点 z0，临近取 D 中一点 z，记它们在 f 下的像点为 w0, w，由 f

全纯，在微分意义下考察如下极限：

lim
z→z0

∣∣∣∣w − w0

z − z0

∣∣∣∣ = lim
z→z0

∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣ = |f(z0)′|

这说明函数 f 的导数 f ′ 提供了其模长 |f ′| 倍的伸缩。

注记 1.2.4. 我们对模长 |f ′| 多说几句。若视 f 为二元实 (向量值) 函数，那么 f 的

全纯性保证了它是一个微分同胚，于是有 Jacobian 行列式 Jf 的概念，本质上是映射

下面积的变化率。我们来计算这个量：

Jf =

∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ∂u

∂x
∂u
∂y

−∂u
∂y

∂u
∂y

∣∣∣∣∣ =
(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

(1.16)

这恰好是 |f ′|2 的值 (利用算子的定义1.7和链式法则)，即

|f ′|2 =

∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ (1.17)

事实上，若 f 只有实可微，我们也有微分同胚的概念，不过此时需要带上算子
∂
∂z
。本质上公式1.17是如下公式的特殊情形，证明是一致的，有兴趣的读者可以参考

[8] 的 P45 习题 9： ∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣∂f∂z

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u

∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ (1.18)
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经过上述讨论，我们断言全纯函数 f 的作用提供了区域 D 上全体微分三角形保

角变换。事实上，在连通区域上，这句话的逆命题也成立，即对连通区域上任意微分

三角形保角的复变函数是全纯的。读者可以利用定理1.2.1与区域的连通性证明。

例子 1.2.6. 复变函数 f(z) = z2 也可表示为 u+ iv = (x2− y2)+ 2xyi，即如下方程组：u = x2 − y2

v = 2xy

注意到 ∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ 6= 0

由隐函数定理 (参见 [5]) 可知，存在逆映射 f−1。

这是数学分析中的典例，但实际上为一组共轭调和函数，并且满足 Cauchy −
Riemann 方程；它具有简洁的表示，即 z2，并且 |f ′| = 2|z| 在复分析中也是简洁的。
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1.3 初等全纯函数

基本的初等函数只有指数函数与三角函数与它们的反函数. 容易验证：

1. ez 为整函数；

2. (ez)′ = ez；

3. eiy = cos y + i sin y；

4. ez 6= 0� |ez| = ex > 0；

5. ez1ez2 = ez1+z2；

6. ez 为以 2πi 为周期的周期函数.

注记 1.3.1. 我们断言，以上性质中 2. 是本质的，参见 [3] 的 P42-44.

注意，一般而言 (ez1)z2 6= ez1z2，原因在于前者的多值性. 此外，对于性质 6. 我们多说
几句，事实上这里的周期性可以写成

ez1 = ez2 ⇐⇒ z1 ≡ z2 (mod 2πi)

这件事情本质上是一个等价关系，随即在复平面 C 上诱导了一个商拓扑，我们将在
Riemann 曲面中提到，有兴趣的读者可以直接移步本章的第 5 节.

因此我们发现，这个函数大范围下不是单射，有时我们希望函数有光滑程度的同

胚，于是需要限制定义域.

定义 1.3.1. 设 f 为 Ω ⊂ C 上的复变函数，若 f 在 D ⊂ Ω 上是单射，称 f 在 D 上

是单叶的，又称 D 为 f 的单叶性域.

我们又希望单射的范围尽可能大，例如

ez : R× (0, 2π) → C− [0,+∞)

几何上它将“条状区域”映成“角状区域”，显然大范围下不是共形的，但局部总是适

合第 3 节的结果.
若 ez 不限制定义域，不太可能是单射，此意义下不会有“逆映射”的概念，我们

只能考虑它的纤维，即完全反像，这是多值函数想法的起源.
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设 z 6= 0，若 ew = z，则称 w 为 z 的对数，记为 Logz；显然 Logz 不是通常的

映射13，称为多值函数. 为了方便讨论，我们都记 z = reiθ�w = x = iy，由 ew = z，我

们有

ex = r� y = θ + 2kπ, k ∈ Z

即

Logz = log |z|+ iArgz (1.19)

我们发现上式代表了一系列函数，取一代表记为 wk := log r + i(θ + 2kπ). 于是 wk 在

C − {0} 上有定义，但不连续14. 于是考虑缩小定义域为 C − (−∞�0]，这样函数是连
续的，进一步是全纯的15，即 wk ∈ H(C− (−∞�0]). 并且注意到 k ∈ Z，因此 Logz 有

无穷多单值分支.
这里我们发现 0�∞是特殊的点，其实是支点，对数函数绕其一周会发生“分支跳

跃”.

定义 1.3.2. 当 z 沿着包含 z0 的简单闭曲线绕一周时，多值函数 f 的值从一支变成另

一支，则称 z0 为 f 的一个支点.

定义

cos z = eiz + e−iz

2

sin z = eiz − e−iz

2i

称为复形式的三角函数，它们与实变版本唯一的区别就是无界性，其他性质参见 [8]
的 P60-61.

幂函数与实变版本有很大的区别，并且我们可以从一些特殊的幂函数中得到区域

的拓扑信息. 这里使用的技术只有

w = zµ = eµLogz, µ ∈ C (1.20)

不妨记 z = reiθ，则 w = eµ(log r+i(θ+2kπ))�k ∈ Z，我们对 µ 的取值做分类讨论：

13这里的 Logz 其实是一个集合，参见 [8] 的 P54. 这里我们承认在不引入基本代数拓扑的语言 (曲
线同伦与单连通) 的前提下讨论“复对数函数”log z 是很难说清楚的，有兴趣的读者可以参考 [?]，可
以发现不同教材对多值性的叙述章法迥异，强调几何直观可以参考 [4]. 不引入多值概念直接讨论复平
面上的对数函数也有典例，回忆 Stein，E. M. ，& Shakarchi，R. . (2003). Fourier Analysis: An
Introduction. 世界图书出版公司北京公司. 最后一章关于 Direchlet 定理中 L 函数的说明; 当然在念
完复分析中的多值性以后再看这个说明就会有更深刻的理解. 此外，多值函数的想法与 Riemann 曲面

和经典代数拓扑中的复叠空间、基本群概念有密切的联系，感兴趣的读者可以阅读相关教材. 我们模仿
[6] 中的叙述，用代数拓扑的语言来叙述多值函数，主要是 log z，初读复分析的读者不妨跳过这一节的
讨论，在读完小节2.1.4以后再回过头来读多值函数.

14本质上来源于 arg 的不连续性.
15这一步可以直接验证，也可以利用复分析版本的“逆映射定理”通过指数函数的全纯性来诱导.
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1. µ = n 为整数，则 w = en(log r+i(θ+2kπ)) = en(log r+iθ) 是单值的，将区域辐角扩大

n 倍.

2. µ = 1
n
，则 w = e

1
n
(log r+i(θ+2kπ)) = e(log r+ θ+2kπ

n
)�k = 0�1� · · · �n− 1，是 n 值的，将

区域辐角缩小 n 倍. 我们一般把 k = 0 的情形称为主支，记为 n
√
z.

3. µ = a+ ib，容易计算得到 w = ea log r−b(θ+2kπ) · ei(b log r+a(θ+2kπ))

(a) b 6= 0，是无限多值的.

(b) b = 0�a = n 为整数，是单值的.

(c) b = 0�a = p
q
，是 q 值的.

(d) b = 0�a 为无理数，是无限多值的
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1.4 复积分

回忆数学分析中 Riemann − Stieltjes 积分的概念 (参见 [5] 的 P122-123). 视 C
为 R2，那么 C 中区域 D 可以视为 R2 中的区域，于是连续16复变函数 f 沿着 D 中

(分段) 光滑曲线 γ 的积分可以视为 Riemann− Stieltjes 积分，即∫
γ

f =

∫
γ

f(z)dz (1.21)

注记 1.4.1. 按照数学分析中的第二型曲线积分同样可以定义连续复变函数的积分，与
上述定义是等价的，参见 [8] 的 P87-88。

利用复的微分形式，1.21中的定义可以与实变的版本互相切换。我们记 f = u+ iv，

并且 z = x+ iy，于是 dz = dx+ idy，那么有∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

(u+ iv)(dx+ idy) =

∫
γ

(udx− vdy) + i

∫
γ

(vdx+ udy) (1.22)

为了方便计算，若 γ 光滑 (分段光滑直接分段相加)，有∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt (1.23)

其中 γ : [a, b] → D。利用一阶微分形式不变性，可以验证积分与参数的选取无关。

同样，来自 Riemann− Stieltjes 积分的推广，我们有

1. C− 线性性： ∫
γ

αf + βg = α

∫
γ

f + β

∫
γ

g

2. ∫
γ1∪γ2

f =

∫
γ1

f +

∫
γ2

f

3. 记 γ− 为 γ 的反向，则 ∫
γ

f = −
∫
γ−
f

以下例子在往后的讨论中经常使用。

例子 1.4.1. 计算
∫
γ
zndz, n ∈ Z 的值，其中 γ(t) = {z ∈ C|z = re2πt, t ∈ [0,m]}，这

里 m ∈ N+。

证明. 利用替换 z = reit 容易计算:∫
γ

zndz =

2mπi 如果n = −1

0 如果n 6= −1
(1.24)

16后面谈及复变函数的积分我们都默认连续。
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我们发现，在整数次幂函数中，只有 1
z
在围道积分中是特殊的，这里 m 实际上

为曲线 γ 的卷绕数，记为 ind(γ)，它有曲线本身的拓扑有关，感兴趣的读者可以参考

[4] 的 P303-306，或者参考经典的代数拓扑教材，例如 [2]。
另外两种积分的形式我们不常用，这里直接给出：∫

γ

f(z)|dz| =
∫ b

a

f(γ(t))|γ′(t)|dt, 这里 |dz| 是弧长微元 ds

我们记弧长为 L，那么有

L =

∫
γ

|dz| =
∫ b

a

|γ′(t)|dt

以及 ∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt

最后我们给出关于积分的一个不等式，在很多问题的估计中是常用的，称为长大

不等式，证明很容易，参见 [8] 的 P91。

命题 1.4.1 (长大不等式). 设 M = supz∈γ |f |，于是有∣∣∣∣∫
γ

f

∣∣∣∣ ≤ML (1.25)
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1.5 多值函数诱导的 Riemann 曲面

这里只对部分多值函数诱导的 Riemann 曲面做介绍，事实上 Riemann 曲面是

一门单独研究的学科，感兴趣的读者可以参考 Farkas, H. M., Kra, I., Farkas, H. M.,
& Kra, I. (1992). Riemann surfaces (pp. 9-31). Springer New York. 或者 J.Milnor 的
著作 Milnor, J. (2011). Dynamics in one complex variable.(AM-160):(AM-160)- (Vol.
160). Princeton University Press.

对数函数诱导的 Riemann 曲面 取 Logz 的一个全纯单值分支:

wk : C− (−∞, 0] → C

现取 |Z| 个复平面 C，割开实负半轴，即 D := C− (−∞, 0]，编号为

· · · , D−k, · · · , D−1, D0, D1, · · · , Dk, · · ·

记每个割破平面 Dk 割线上部为 l+k，下部为 l−k，粘连 l+k 和 l−k+1 组成的“复叠”结构

记为 S，那么

Log : S → C

为多值函数，并且有每个全纯的单值分支 wk := Log|Dk
: Dk → C

指数函数诱导的 Riemann 曲面 我们从相反的角度来看：

ez : C → C− {0}

不是单叶的，考虑在 C 中定义等价关系 ∼：

z1 ∼ z2 ⇐⇒ z1 ≡ z2 (mod 2πi)

从拓扑上看 C/ ∼∼= S1 × R，于是“单叶”的指数函数可以视为圆柱面上的函数。
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1.6 第一章习题

练习 1. 证明Lagrange 恒等式:∣∣∣∣∣
2n∑
i=1

ziwi

∣∣∣∣∣ =
(

n∑
i=1

|zi|2
)(

n∑
i=1

|wi|2
)

−
∑

1≤j≤k≤n

|ziwk − zkwj|2

进而证明Cauchy 不等式, 并解释几何含义 (参见 [8]P5 的习题 7),[3] 的 P10-11):∣∣∣∣∣
2n∑
i=1

ziwi

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
i=1

|zi|2
)(

n∑
i=1

|wi|2
)

练习 2. 定义Blaschke 因子F : D → D 为

z → w − z

1− wz
, 其中 |z|, |w| < 1

试证明 (参见 [8]P4-5 的习题 6,[6]P26-27 的习题 7):

1.
∣∣ w−z
1−wz

∣∣ < 1, 如果 |z|, |w| < 1

2.
∣∣ w−z
1−wz

∣∣ = 1, 如果 |z| 或 |w| = 1

3. F 是全纯的双射.

练习 3. 用至少三种方法证明 (参见 [8]P11 的习题 3;Stein, E. M. , & Shakarchi, R. .
(2003). Fourier Analysis: An Introduction. 世界图书出版公司北京公司. 的 P37):

N∑
n=0

cosnθ =
sin θ

2
+ sin(N + 1

2
)θ

2 sin θ
2

和
N∑

n=0

sinnθ =
cos θ

2
− cos(N + 1

2
)θ

2 sin θ
2

并计算 Dirichlet 积分 (参见谢惠民, 恽自求, 易法槐, & 钱定边. (2003). 数学分析习
题课讲义. 上册. 高等教育出版社. 的 P322-323; 谢惠民. (2005). 数学分析习题课讲
义. 下册. 高等教育出版社. 的 P87).

DN(θ) =
sin(N + 1

2
)θ

2 sin θ
2

练习 4. 假设 f 为开子集 D 上的全纯函数，证明以下任一性质蕴含 f 为常数:

1. Ref 为常数;

2. Imf 为常数;
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3. |f | 为常数;

4. f ′ ≡ 0。

练习 5. 设 D 为一区域，f 为 D 上单叶全纯函数，证明 log |f | 和 arg|f | 为 D 上调

和函数。(提示: 利用微分算子，注意到 |f |2 = ff。)

练习 6. 设 z = r(cos θ+ i sin θ), f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ)，证明 Cauchy−Riemann 方

程: 
∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

练习 7. 设 z = r(cos θ + i sin θ), f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ)，证明微分算子的表示:
∂

∂z
=

1

2
eiθ
(
∂

∂r
− i

r

∂

∂θ

)
∂

∂z
=

1

2
e−iθ

(
∂

∂r
+
i

r

∂

∂θ

)
练习 8. 设曲线 γ 为以原点 O 为圆心，半径 r 的曲线，其中 |a| < r < |b|，验证积分∫

γ

dz

(z − a)(z − b)
=

2πi

a− b

练习 9. 解释积分
∫
γ

dz
z+2

= 0,其中 γ 为以 O 为圆心，1 为半径的圆周，的几何意义，

并与1.4.1对比。利用该积分证明:∫ π

0

1 + 2 cos θ
5 + 4 cos θdθ = 0

练习 10. 设 γ 为一正向可求长简单闭曲线，证明其内部面积为 (回忆数学分析中的面
积表示与微分形式的语言，参见 [5]，注意复微分形式的应用，参见 [9]):

1

2i

∫
γ

zdz

练习 11. 完成 [8]P92-93的习题 11-12，对比 [9]P33-35的 Pompeiu公式，回忆 Green

表示公式和 Poisson 乘积公式。

练习 12. 设 D 为一区域，且 f ∈ C1(D)。证明:f 在 D 上全纯当且仅当对任意 a ∈ D，

都有

lim
r→0

1

πr2

∫
γ

f = 0

其中 γ 为以 a 为圆心 r 为半径的圆周。



第二章 Cauchy 积分理论与
Weierstrass 级数理论

2.1 Cauchy 积分理论

2.1.1 Cauchy 积分定理

从 Cauchy积分定理开始,复变函数才作为独立的对象来研究.1我们先援引 Cauchy
于 1825 年得到的版本.

定理 2.1.1 (Cauchy,1825). 设 D 为 C 中单连通区域,f ∈ H(D) 且 f ′ 连续, 于是对 D

中任意可求长闭曲线 γ 有 ∫
γ

f = 0

注意到 f ′ 连续, 故可以使用 Green 公式 (参见 [9]), 设 γ 围成的区域为 A, 于是∫
γ

f =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy =

∫
A

−∂u
∂y

− ∂v

∂x
+ i

∫
A

∂u

∂x
− ∂v

∂y

由 Cauchy −Riemann 方程立即得证.
事实上 Goursat 于 1900 证明了一个更强的版本, 不依赖于函数 f 的光滑性, 只需

要连续性. 他最先证明了三角形区域上的弱条件 Cauchy 积分定理, 利用更精细的分
析技术, 可以推广到单连通区域的内部的任意可求长曲线上. 为此, 我们先叙述一个引
理.

引理 2.1.1 (折线积分估计). 设 D 为 Rn, (n ≥ 2) 内一区域2.f 为 D 内一连续函数,γ
为 D 内可求长曲线, 对 ∀ϵ > 0, 存在一条折线 S 使得

1从历史观点看, 我们需要剔除上文中全纯函数 f 的“光滑性假设”, 即 f ′ 不一定连续. 初学者需要
循序渐进地对最强版本 Cauchy 积分定理尝试独立证明或看懂证明,逐渐剥离条件；已经学过一遍的读
者只要“欣赏”结论以及熟练应用结论, 对此我们断言,Goursat 于 1900 年给出的强形式证明是值得反
复推敲改进的, 可以参考 [8, 6, 3] 感受不同分析大师的叙述章法.

2不一定是凸集, 可能形似“腰果”.

20
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1. S 的起终点与 γ 的起终点重合并且折点在 γ 上；

2. 有估计 ∣∣∣∣∫
γ

f −
∫
S

f

∣∣∣∣ < ϵ

证明. Step1 区域限制：由于 γ 的像紧致且 ∂D 为闭集, 故 ρ := d(γ, ∂D) > 0. 那么可
以构造区域 G 使得 γ ∈ G,G ⊂ D.

Step2 一致连续性：又因为 G 为紧集,f 在 D 上连续, 所有 f 在 G 上一致连续,
即对 ∀ϵ > 0,∃δ > 0, 当 z′, z′′ ∈ G, |z′ − z′′| < δ 时, 有

|f(z′)− f(z′′)| < ϵ

2L

其中 L 为曲线 γ 的长度.
Step3 构造折线：取 η = min{ρ, δ}, 在 γ 的像上有序取分点 z0, · · · , zn, 使得每段

弧 zk−1zk 长度不超过 η, 且 z0, zn 为 γ 的起终点. 再线性连接每对 zk−1, zk 构造折线

S, 我们断言 S 在 D 内并且 f 在 S 上一致连续, 事实上 |zk − zk−1| ≤ η < ρ.
Step4 积分估计：记 γk = zk−1zk, Sk = zk−1zk, 对 k = 1, · · · , n 考察∣∣∣∣∫

γk

f −
∫
Sk

f

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
γk

f − f(zk−1)(zk − zk−1)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Sk

f − f(zk−1)(zk − zk−1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
γk

f(z)− f(zk−1)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Sk

f(z)− f(zk−1)

∣∣∣∣
≤ |γk|

ϵ

L

于是 ∣∣∣∣∫
γ

f −
∫
S

f

∣∣∣∣ = n∑
k=1

∣∣∣∣∫
γk

f −
∫
Sk

f

∣∣∣∣ < n∑
k=1

|γk|
ϵ

L
< ϵ

结合引理的结果, 我们可以证明:

定理 2.1.2 (Cauchy-Goursat,1900). 设 D 为 C 中单连通区域,f ∈ H(D), 于是对 D

中任意可求长闭曲线 γ 有 ∫
γ

f = 0

证明的难点在于函数 f 缺少光滑性, 无法使用 Green 公式3, 因此需要使用更精
细的分析技术做估计. 我们将证明过程分三步：

3事实上 Green 公式不是本质的, 本质在于 f 存在“原函数”.
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证明. Step1 三角区域估计：取 D 内任一三角形区域 4, 记其边界为 γ 并令

M =

∣∣∣∣∫
γ

f

∣∣∣∣ ≥ 0

只要证明M = 0.现将4分成 4个全等三角形4记为4(1), · · · ,4(4),边界为 γ(1), · · · , γ(4).
于是有

M =

∣∣∣∣∫
γ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
γ(1)

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣∫

γ(4)

∣∣∣∣
因此不妨设

∣∣∣∫γ(1)

∣∣∣ ≥ M
4

, 并记该三角形为 41, 边界为 γ1, 再对其重复上述操作, 于是
得到序列 {4n}∞n=1 满足：

1. D ⊃ 4 ⊃ 41 ⊃ · · · ⊃ 4n ⊃ · · ·

2. diam4n → 0 (n→ ∞)

3. 有周长估计：
|γn| =

L

2n
, 其中 L 为 γ 的周长

4. 有积分估计： ∣∣∣∣∫
γn

∣∣∣∣ ≥ M

4n

由紧区间套定理, 又 D 单连通, 则存在唯一的 z0 在每个三角形 4n 中. 又 f ∈ H(D),
即对 ∀ϵ > 0,∃δ > 0 使得 z ∈ Dδ(z0) 满足

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)| < ϵ|z − z0|

取充分大的 n 使得 4n ⊂ Dδ(z0), 那么 |z − z0| ≤ |γn|. 由上述 3.4., 我们得到如下估计

M ≤ 4n
∣∣∣∣∫

γn

f

∣∣∣∣
≤ 4n

∣∣∣∣∫
γn

f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)

∣∣∣∣
≤ 4n

∫
γn

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)|

< 4n
∫
γn

ϵ|z − z0|

< L2ϵ

这说明 M = 0.
Step2 对 D 内任一多边形区域, 记边界为 γ, 对其做三角剖分, 每个子三角形由一

致的定向, 由 Step1 可知
∫
γ
f = 0.

Step3 对 D 内任一可求长曲线 γ, 由引理2.1.1可知, 存在折线逼近, 即存在多边形
逼近, 重复 Step2 即可.

4其实是 2 维单形的剖分.
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注记 2.1.1. 事实上 Goursat 利用三角形的方式是本质的, 这来自于拓扑学中的经典
技术, 即“三角剖分”, 我们知道任意紧致的二维流形都可以三角剖分.

2.1.2 局部恰当性: 原函数的局部存在性

此后我们总是将复平面 C 视为二维实流形5, 记其上 n 形式空间为 Ωn(C), n =

0, 1. 回忆数学分析 (或微分流形), 局部邻域上的闭形式总是恰当的. 特别地, 对 z0 ∈ C
处局部非零的复微分 1− 形式 ω = f(z)dz(其中 f 在合适的区域上为全纯函数), 取
充分小的局部圆盘 Dδ(z0), 使得在其上存在该微分形式的原形式 F (z), 即 F ′(z) =

f(z)dz.

定义 2.1.1. 设 f 为区域D ⊂ C上的全纯函数,称 F 为 f 的原函数,如果 F ′(z) = f(z).

由定义立得 F (z)在 D 内全纯的,并且利用 Green 公式易知:对区域 D 内任一可

求长简单闭曲线 γ, 都有 ∫
γ

F (z)dz = 0

即 f(z) 在 D 内沿曲线的第二型曲线积分与路径无关.
根据上述讨论, 我们已经知道全纯函数局部原函数的存在性, 一个自然的问题是：

是否任意区域上的全纯函数都存在原函数？答案是否定的,注意到例1.4.1中取 n = −1,
有 f(z) = 1

z
∈ H(D − {0}), 但它不存在原函数6. 事实上, 将 f(z) 视为双变量映射时,

我们将复微分形式 f(z)dz 写作 [u(x+ iy) + iv(x+ iy)](dx+ idy), 进而

f(z)dz = udx− vdy + i(vdx+ udy) (2.1)

因此 1
z
dz = z

|z|2dz 的虚部可写为

−y
x2 + y2

dx+
x

x2 + y2
dy (2.2)

这个微分形式在 D−{0}上不是恰当形式,事实上我们可以找到“原函数”arctan y
x
或

arccotx
y
, 但二者在上述区域内不连续.

我们断言问题出在区域 D − {0} 的拓扑性质上, 它不是单连通的. 回忆 de Rham

理论, 拓扑空间 X 的第 n 个奇异上同调群 Hn(X) 与第 n 个 de Rham 上同调群

Hn
dR(X) 同构, 即有

Hn(X) ∼= Hn
dR(X) (2.3)

由于 C 上单连通区域 X 的第 1 个同调群 H1(X) 平凡, 因此其上闭形式都是恰当形
式, 故单连通区域上的全纯函数都存在原函数. 这个事实也可以通过 de Rham 上同调

群的同伦不变性得到, 参见 [7].
5实际上为一维复流形.
6回忆 [6] 的 P108 的习题 20.
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我们上述断言是高屋建瓴的, 实际上从复变函数的发展来看, 直接通过函数论的
方式证明这个断言是可以的, 为此我们叙述一个函数论的版本 (参见 [8] 的 P104-107),
与先前叙述殊途同归.

定理 2.1.3. 设 f 在区域 D 内连续, 且对 D 内任一可求长闭曲线 γ, 均有
∫
γ
f = 0,

那么

F (z) =

∫ z

z0

f(ζ)dζ, z0为 D 内一固定点

这里 F ∈ H(D), 且 F ′ = f .

证明. 由条件可知 f 在 D 内的第二型曲线积分与路径无关, 于是 F 确实是一个映射.
下证对任意 a ∈ D 有 F ′(a) = f(a). 由于 f 在 a 点连续, 即对 ∀ϵ > 0,∃δ > 0 使得

z ∈ Dδ(a) 有

|f(z)− f(a)| < ϵ

在 za 上做如下估计：∣∣∣∣F (z)− F (a)

z − a
− f(a)

∣∣∣∣ = 1

|z − a|
|F (z)− F (a)− f(a)(z − a)|

=
1

|z − a|

∣∣∣∣∫
z0z

f −
∫
z0a

f − f(a)(z − a)

∣∣∣∣
=

1

|z − a|

∣∣∣∣∫
az

f − f(a)(z − a)

∣∣∣∣
=

1

|z − a|

∣∣∣∣∫
az

f(z)− f(a)

∣∣∣∣
< ϵ

由 a 的任意性唯一确定了 F .

注记 2.1.2. 以上证明来自于 [8] 的 P104-105, 也可以参考 [6] 的 P37-39, 事实上二
者都是利用函数 f 的连续性. 在介绍完代数拓扑的语言之后, 我们将在定理2.1.6和定
理2.1.7中采用 [6] 的叙述方式.

利用单连通区域的 de Rham 理论, 上述定理蕴含:

推论 2.1.1. 若 D 是单连通的, 且 f ∈ H(D), 则上述 F =
∫ z

z0
f 为其在 D 内的原函

数.

并且我们有类似微积分中的 Newton− Leibniz 公式：

定理 2.1.4. 设 D ⊂ C 为单连通区域,F 为 f 的原函数, 则对区域内任意两点 z1, z2 有∫ z2

z1

f = F (z2)− F (z1)

注记 2.1.3. 一般多连通区域上并不成立, 从这一小节开头的叙述中就可以预见. 事实
上, 我们可以用代数拓扑的语言对这些事实做更几何的刻画, 参见 [2, 4, 6].
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2.1.3 利用代数拓扑语言叙述积分定理

我们在定理2.1.2与推论2.1.1中已经呈现了一般形式的 Cauchy 积分定理. 事实上,
要严格理解这个理论的叙述需要引入代数拓扑的语言. 值得注意的是, 代数拓扑中最
核心的两个概念, 即同伦与同调本质上来自于 Riemann 关于 Cauchy 积分理论的研

究.而大部分复变函数的讨论只需要在一些特定的区域上,例如三角形、矩形与圆盘等
等, 教材 [6] 中直到第三章末尾才引入这个工具. 更细致的叙述可以参考 [2, 4].

我们称区域 D ⊂ C 上两条定端曲线 γ1 : [a, b] → D, γ2 : [a, b] → D, (γ1(a) =

γ2(a), γ1(b) = γ2(b))是同伦的,如果存在连续映射 H : [a, b]×[0, 1] → D使得 H(s, 0) =

γ1, H(s, 1) = γ2, (∀s ∈ [a, b]) 且 H(a, t) = γ1(a) = γ2(a), H(b, t) = γ1(b) = γ2(b), (∀t ∈
[0, 1]). 特别地, 取 γ(a) = γ(b) = z0 ∈ D, 称为区域 D 内 z0 点的回路, 将回路全体的
集合商去同伦关系, 施以同伦类的复合为运算, 构成一个群, 称为区域 D 关于点 z0 的

基本群, 记为 π1(D, z0). 由连通性, 简记 π1(D, z0) 为 π1(D). 我们称区域 D 是单连通

的, 如果 π1(D) = 0, 与传统单连通的定义如出一辙.
于是, 定理2.1.2可以来自于 (参见 [8] 的 P100-101 或 [6] 的 P93-97)

定理 2.1.5. 若函数在区域 D 内全纯, 对 D 内任两条同伦的定端7曲线 γ1, γ2, 都有∫
γ1

f =

∫
γ2

f

证明参见 [6] 的 P93-96. 由此可知, 闭曲线的卷绕数为同伦不变量.

2.1.4 多值函数的严格刻画

利用代数拓扑语言下的 Cauchy 积分理论, 现我们可以严格地讨论多值函数, 其
中尤其重要的是复对数函数 log z. 现在令 z = reiθ, 于是对数函数可以写作

log z = log r + iθ

注意到这里的 log r 是标准的实对数函数, 而 θ 作为关于 z 的函数 (辐角 (函数)) 呈现
多值性, 即使

Argz 3 θ ≡ argz (mod 2π)

因此, 固定 θ 可以确定 z 的辐角, 反过来不成立; 若 z 发生微小的扰动,θ 可以连
续变化. 于是在局部可以定义复对数函数, 但不适用于整体的结果, 例如从 z = 1 绕原

点 O 一周回到 z = 1, 这样辐角 θ 回不到原来的值 (事实上相差一个 2π).
为了定义出单值的复对数函数, 我们需要限制 log z 的定义域, 称限制了定义域的

log z 为一个单值分支. 以下定理告诉我们如何大范围地定义 log z 的单值区域. 以下定
理告诉我们如何大范围地定义复对数函数的单值区域.

7实际上两条曲线的起止点可以不相同, 历史上最早关于曲线同伦的概念是由 Riemann 提出的, 即
环面的内外同向边界.
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定理 2.1.6. 设 Ω 为包含 1 但不包含原点 O 的单连通区域, 那么 Ω 总是复对数函数

F (z) = logΩ(z) 的单叶性域, 满足

1. F 在 Ω 上全纯;

2. eF (z) = z, ∀z ∈ Ω;

3. F (r) = log r, 当 r ∈ R 或复数 r 充分靠近 1.

证明. 1. 只要验证 F (z) 为 1
z
的原函数即可. 由 0 /∈ Ω, 于是 f(z) := 1

z
∈ H(Ω). 对

任意从 1 到 z ∈ Ω 的道路, 定义

F (z) = logΩ(z) =

∫
γ

f

Ω 单连通蕴含 F (z) 与路径无关, 因此 F (z) 确实是一个映射. 注意到 f(z) ∈
C(D), 于是有

f(w) = f(z) + ◦(|w − z|), w → z

取 z 附近且落在 Ω 内的直线段 η : z 7→ z + h, 同样定义 F (z + h). 考察

F (z + h)− F (z) = f(z)

∫
η

+

∫
η

◦(|w − z|)

带入上式, 由于
∫
η
= h

F (z + h)− F (z)

h
→ f(z), h→ 0

2. 对 ze−F (z), 考察

d

dz

(
ze−F (z)

)
= e−F (z) − zF ′(z)e−F (z) = (1− zF ′(z))e−F (z) = 0

由于 Ω 单连通, 故 ze−F (z) 为常数, 又 e−F (1) = 1, 故其在 Ω 上恒为 1.

3. 直接验证
F (r) =

∫ r

1

1

x
dx, x ∈ R

即可.

例如, 对分割平面 Ω = C− {(−∞, 0]}, 我们有对数主支:

log z = log r + iθ
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这里 z = reiθ, 0 ≤ θ < 2π.事实上,从几何角度看,对上述主支,取圆弧 η : [0, θ) → Ω

其中 η(t) = reit, 我们有

log z =
∫ r

1

1

x
dx+

∫
η

dw

w
= log r +

∫ θ

0

ireit

reit
dt = log r + iθ

一个重要的观察是

log(zw) 6= log z + logw

如果 z, w 的辐角之和超过 2π.

注记 2.1.4. 最后我们断言: 在上述定理的保障下, 可以严格定义由复对数函数的多值
性8导出的其他函数的多值结果, 例如幂函数 (回忆节1.3).

映射观点下的复对数函数 我们已经知道对任一非零复数 z, 可以写成 w = ez. 一般
地, 我们将复对数“函数”视为映射9, 不妨称为对数映射.

一个重要的结果是:

定理 2.1.7. 10 设 f 为单连通区域 Ω 上处处非零的全纯函数, 则存在全纯函数 g 使得

在 Ω 上有

f(z) = eg(z)

证明. 对任意 z0 ∈ Ω, 利用 Ω 的单连通性, 定义

g(z) =

∫
γ

f ′

f
+ c0

其中 γ 为任一从 z0 到 z 的曲线,c0 ∈ C 满足 ec0 = f(z0). 模仿定理2.1.6中的证明, 同
样有

g′ =
f ′

f

考察
d

dz

(
fe−g

)
= f ′e−g − fg′e−g = (f ′ − fg′)e−g = 0

于是 fe−g 为常数, 又 fec0 = 1, 故 fe−g = 1.
8本质上是辐角函数 θ 的多值性.
9注意到大范围下不是映射, 我们已经讨论过它的多值性, 但是模仿上一小节中限制定义域的方式,

可以找出这个“映射”的合理单值区域.
10这个定理在研究整函数性态中是基本的工具,例如 Weierstrass 因子分解定理与 Hadamard 定理.
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2.1.5 应用: 计算积分

这里我们罗列一些利用 Cauchy 积分定理计算的经典积分的结果, 采用的技术为
区域“surgery”11, 参见 [8] 的 P100-102、[6] 的 P39-45.

1. Fourier 变换
e−πξ2 =

∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξ2dx (2.4)

参见 Stein, E. M. , & Shakarchi, R. . (2003). Fourier Analysis: An Introduction.
世界图书出版公司北京公司.

2. ∫ ∞

0

1− cosx
x2

dx =
π

2

3. Fresnel 积分 ∫ ∞

0

sin(x2)dx =

∫ ∞

0

cos(x2)dx =

√
2π

4
(2.5)

一般形式的 Fresnel 积分为∫ ∞

0

sin(xn)dx =
1

n
Γ

(
1

n

)
sin( π

2n
),

∫ ∞

0

cos(xn)dx =
1

n
Γ

(
1

n

)
cos( π

2n
)

4. ∫ ∞

0

sin
x
dx =

π

2

5. ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =
a√

a2 + b2
,

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
b√

a2 + b2

11回忆数学分析 (或微分流形) 中证明 stokes 定理的技术, 参见 [7, 5].
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2.2 Cauchy 积分公式

2.2.1 局部表示

回忆偏微分方程中，区域上调和函数在每点处的值被其边界完全确定，即 Green

表示公式，参见 [1]; 以及圆盘上的热稳态方程 (调和方程)

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

的解，其被边界圆周上的值完全确定，回忆 Poisson核的卷积 (Poisson乘积公式)(参
见 [1]、Stein, E. M. , & Shakarchi, R. . (2003). Fourier Analysis: An Introduction. 世
界图书出版公司北京公司.)

u(r, θ) =

∫ 2π

0

Pr(θ − φ)u(1, φ)dφ

事实上全纯函数的实部与虚部都是调和函数，因此在全纯函数理论中也有相应的

结果这点不值得意外。我们也可以将下述定理称为“表示公式”:

定理 2.2.1 (Cauchy 积分公式). 12 设 D 为可求长简单闭曲线 γ 围成区域的内部，对

于 f ∈ H(D) ∪ C(D)，以及任意 z ∈ D 有

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ (2.6)

回忆练习11，证明同样采用 surgery 的方法13，与 Green 表示公式如出一辙。此

外，若减弱条件为 f ∈ (D)，那么积分公式转化为 Pompeiu 公式，这直接依赖于复分

析的 Green 公式，证明参见 [9]。

证明. 对任意的 z ∈ D，由 f 在 z 处连续，即对任意 ϵ > 0，存在 δ > 0，当 |ζ− z| < δ

时，都有

|f(ζ)− f(z)| < ϵ

取 r ∈ δ 使得 Dr(z) ⊂ D，故 f(ζ)
ζ−z

∈ H(D−Dr(z))∩C(D −Dr(z))。由 γ 与 Cr(z) 同

伦，可知
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
Cr(z)

f(ζ)

ζ − z
dζ

又 1
2πi

∫
Cr(z)

1
ζ−z

dζ = 1，故

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(z)

f(ζ)

ζ − z
dζ

12注意这里定理的条件被减弱过，参见 [8]。
13在本小册中，我们将 Cauchy 积分公式利用 surgery 的技术作为典范，此后再使用时将不再赘述细
节，有兴趣的读者可以参考 [6]。
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最后考察∣∣∣∣f(z)− 1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cr(z)

f(z)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
Cr(z)

f(ζ)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cr(z)

f(z)− f(ζ)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣
≤ 1

2π
· ϵ
r
· 2πr

= ϵ

即可

我们得到的公式称为 Cauchy 积分公式，它表明全纯函数在区域内的值可以被其

边界14上的值完全确定。

进一步，利用归纳法，它的各阶导数也可以被确定，即

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, n ∈ N (2.7)

证明. 对 n 作归纳。当 n = 0 时，即 Cauchy 积分公式。假设 n− 1 时成立，即

f (n−1) =
(n− 1)!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n
dζ

为计算 f (n)，利用导数的定义，取充分小的 h，有

f (n−1)(z + h)− f (n−1)(z)

h
=

(n− 1)!

2πi

∫
γ

1

h
·
[

f(ζ)

(ζ − z − h)n
− f(ζ)

(ζ − z)n

]
dζ

=
(n− 1)!

2πi

∫
γ

f(ζ)

h

[
1

(ζ − z − h)n
− 1

(ζ − z)n
dζ

]
注意到 An−Bn = (A−B)[An−1+An−2B+· · ·+ABn−2+Bn−1]。取 A = 1

ζ−z−h
, B =

1
ζ−z
，有

An − Bn =
h

(ζ − z − h)(ζ − z)
[An−1 + An−2B + · · ·+ ABn−2 +Bn−1]

带入以上公式，令 h→ 0 可得

(n− 1)!

2πi

∫
γ

f(ζ)

h

[
1

(ζ − z − h)n
− 1

(ζ − z)n

]
dζ =

(n− 1)!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)2
n

(ζ − z)n−1
dζ

=
n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

这直接蕴含了全纯函数的光滑性，至此，我们真正承认了 H(D) ⊂ C∞(D)。基于

公式2.6与公式2.7能够得到全纯函数导数的诸多性质，我们再次断言这本质上来源于
调和函数的椭圆正则性，有兴趣的读者可以参考 [1]。

14具体计算的时候可以挑选与边界同伦的曲线。
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2.2.2 正则性:Cauchy 不等式

利用公式2.7，容易得到估计，称为 Cauchy 不等式: 设 f ∈ H(DR(a))，且

supz∈DR(a) |f(z)| =M

|f (n)| ≤ n!M

Rn
, n ∈ N+ (2.8)

有时我们也将公式2.8中的 M 记为 ||f ||，称为极大范数，换言之，全纯函数导数的模
长可以被函数本身的极大范数控制。在 (高维) 调和函数理论中同样有关于函数导数
的控制不等式，参见 [1]。

2.2.3 解析性: 幂级数展开式

复值序列与复值级数可以视为数学分析的平行推广，参见 [8] 的 P16-17，P131-
132。此外，复变函数项级数的一致收敛性也可视为数学分析的平行推广，并且涉及
复变函数的连续性与积分与实变版本差别不大，参见 [8] 的 P132-135。

注记 2.2.1. 但是由于复数域非有序域，实变版本关于级数的 A−D 判别法需要改进

为有界变差版本，当然本质还是 Abel 变换，有兴趣的读者可以尝试 [8]P138 的习题
2。

我们只对幂级数做一些回顾，援引自 [8, 9]。作为数学分析的平行推广，易知收敛
半径为

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

于是在收敛圆内部收敛，而在圆外发散，参见 [8] 的 P140-143；或回忆数学分析的版
本，[5] 的 P69-70。但是我们断言：一旦涉及复变函数项级数的导数，就会产生与实
变版本本质性的差别，将在小节2.3.4，特别是定理2.3.7中进一步讨论它。为此，我们
先叙述一个定义，这与实变是一致的。

定义 2.2.1. 称函数列 fn(z) 在 D 上内闭一致收敛，如果在 D 的任一紧子集上一致收

敛。

定理 2.2.2 (Abel 第一定理). 若
∑∞

n=0 anz
n 在 z0 处收敛，则它在 Ω := D|z0|(0) 内内

闭绝对一致收敛。

证明. 设 K ⊂ Ω 为紧集，取 r < |z0| 使得 K ⊂ Dr(0)。因为
∑∞

n=0 anz
n
0 收敛，故存

在 M 使得 |anzn0 | < M, ∀n ∈ N+。对 ∀z ∈ K，有

|anzn| =
∣∣∣∣anzn0 · z

n

zn0

∣∣∣∣
≤M

(
|r|
|z0|

)n

由 r < |z0|，于是
∑∞

n=0 |anzn| 在 K 内一致收敛。
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配合 Weierstrass 定理，即定理2.3.7立即得到:

定理 2.2.3. 幂级数在其收敛圆内确定一个全纯函数。

最后我们回到对全纯函数的解析性讨论中，可以将下面定理视为定理2.2.3的反问
题。

定理 2.2.4. 若 f ∈ H(DR(a))，则 f 可以在 H(DR(a)) 内展开成幂级数
15如下：

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n, z ∈ DR(a) (2.9)

其中

an =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫
CR(a)

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

证明. Step1 区域限制：取任意 z ∈ DR(a)，以及 r < R 使得 |z − a| < r。由 Cauchy

积分公式，有

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(a)

f(ζ)

ζ − z
dζ

Step2 构造级数：注意到

1

ζ − z
=

1

ζ − a
· ζ − a

ζ − z

=
1

ζ − a
· 1

ζ−a
ζ−z

=
1

ζ − a
· 1

ζ−a+a−z
ζ−z

=
1

ζ − a
· 1

1− z−a
ζ−a

(2.10)

由于
∣∣∣ z−a
ζ−a

∣∣∣ < 1，于是上式可以写成幂级数：

1

ζ − a
·

∞∑
n=0

(
z − a

ζ − a

)n

它是一致收敛的。

Step3 算子换序：于是有

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(a)

f(ζ)

ζ − a

∞∑
n=0

(
z − a

ζ − a

)n

dζ

=
∞∑
n=0

1

2πi

∫
Cr(a)

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ · (z − a)n

15有些教材也称其为 Taylor 级数，参见 [8]。
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由 Cauchy 积分公式，我们有

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n

注记 2.2.2. 公式2.10的构造方法是值得收集的，我们将在不少地方使用，例如 Runge

逼近定理 (见2.3.9) 和 Laurent 级数理论 (定理3.1.7)。

并且可以证明这个展开是唯一的，参见 [8] 的 P151。进一步可以得到如下推论16:

定理 2.2.5. 复变函数 f 在区域 D 上全纯当且仅当 f 在 D 内每点的某个领域中可展

开为幂级数。

16这真正刻画了“解析性”。
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2.3 全纯函数的局部结果

至此，我们初步建立了发展结果所需要的基本工具，事实上它们都来自于 Cauchy

积分公式，即公式2.6。下面作为应用，我们呈现几例应用 Cauchy 积分理论导出的结

果。

2.3.1 Liouville 定理与应用

由定理2.1.4，可以发现:整函数 f 的导数 f ′ ≡ 0蕴含 f ≡ C，其中 C 为常数。这

提示我们，非平凡的整函数具有如下性质:

定理 2.3.1 (Liouville 定理). 有界整函数必为常数。

证明. 只要证明对任一 z0 ∈ C，都有 f ′(z0) = 0。为此取 |f | 的上界 B 与任意半径

R > 0，利用 Cauchy 不等式，即公式2.8施以估计

|f ′(z0)| ≤
B

R

令 R → ∞，得到 |f ′(z0)| = 0，再由 z0 的任意性推出 f ≡ C，其中 C 为常数。

利用 Liouville 定理，我们可以证明著名的代数基本定理。

推论 2.3.1 (代数基本定理). 任意 C 上多项式 P (z) = anz
n + · · ·+ a0 在 C 上至少有

一个复根。

证明. 用反证法。假设多项式 P (z) 在 C 上无根，蕴含 a0 6= 0，于是 1
P (z)
是 C 上的

有界函数，由 Liouville 定理，可知 P (z) 为常数。

注记 2.3.1. 历史上关于代数基本定理的证明有很多，第一个令人信服的证明由 Gauss
给出，他分别于 1799 年、1815 年与 1816 年提供了三个不同的证明。对微分拓扑感兴
趣的读者可以参考 Milnor, J. W. . (1965). Topology from the Differentiable Viewpoint.
University Press of Virginia. 中的证明，其中利用了对复平面紧化和正则值的技术。

进而我们说明了 n 次复多项式必有 n 个复根，因此，上述多项式可以写作

P (z) = an(z − w1) · · · (z − wn)

其中 wi, i = 1, · · · , n 为 n 个复根。
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2.3.2 零点局部信息、刚性与解析延拓: 唯一性定理

我们已经知道圆盘 DR(a) 上的全纯函数 f(z) 能够局部表示为

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n

我们断言: 非平凡的全纯函数，其零点分布是孤立的；换言之，“汇聚”的零点集将全
纯函数零化。

定理 2.3.2 (孤立零点定理). 设 f 为区域 D 上的全纯函数，若存在 D 内的零点序列

{zn}∞n=1 使得其极限点都在 D 内，那么 f |D ≡ 0。特别地，若存在 D 的开子集 ω，使

得 fΩ ≡ 0，那么 f |D ≡ 0。

注记 2.3.2. 上述条件暗示 f(极限点) = 0(由极限换序性)。因此极限点必须为 D 的内

点。事实上全纯函数也会在区域边界 ∂D 上光滑地 (或全纯地)“bump”，反例的构造
可以考虑带周期性的函数，例如 sin 1

1−z
，参见 [8] 的 P154。

在证明这个定理之前我们给出它的一个应用。

定理 2.3.3 (唯一性定理). 设 f, g 为区域 D 上的全纯函数，若存在 D 内的点列

{zn}∞n=1，其极限点都在 D 内，满足 f(zn) = g(zn), ∀n ∈ N+，则 f |D ≡ g|D。特别地，
若存在 D 的开子集 Ω，使得 fΩ ≡ gΩ，那么 f |D ≡ g|D。

这个定理告诉我们，全纯函数的大范围信息被局部信息唯一确定，因此在考虑局

部全纯函数向大范围延拓的时候，延拓的结果是唯一的。这项技术在解析数论中常用，

称为解析延拓。

为了证明定理2.3.2，我们需要刻画全纯函数的零点信息，为此引入如下概念:

定义 2.3.1. 称 z0为全纯函数 f(z)的 m阶零点，如果 f (m−1)(z0) = 0, n = 0, 1, · · · ,m−
1，且 f (m)(z0) 6= 0。

一个自然的问题是: 我们为什么要给零点再做区分，换言之，不同阶的零点有何
区别？回忆代数学中多项式的知识，我们知道多项式函数的零点会出现“重合”的情

况，这使得从图像上难以区分; 此外又注意到多项式函数的导数会“消磨”零点的重
数，于是我们利用求导的次数来定义 (或判断) 多项式的零点重数。回到全纯函数的
问题，注意到这类函数在某点附近可以做幂级数17(即形式多项式) 展开，这为我们刻
画零点“重数”提供了思路，不过这里称“重数”18为阶数; 特别地，若全纯函数为多
项式函数，那么零点理论与多项式中的结果完全一致。

利用全纯函数的幂级数展开，零点局部的函数可以被如下刻画:
17如果关心全纯函数的大范围性质，可能会遇到非解析的点，即奇点，对于零点的对偶 (极点) 我们
也有类似对偶的方式去刻画它，见定理3.1.7。

18利用重数来理解阶数是合适的，它本质地刻画了“亚纯映射”对曲线拓扑的影响，我们将在小

节3.2.1中看到这样思考的优势。
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定理 2.3.4 (零点局部刻画). 设 f 为区域 D 上的全纯函数，且 z0 为 D 内 m 阶零点，

则存在 z0 的一个邻域 U ⊂ D 以及 U 上非零全纯函数 g，使得

f(z) = (z − z0)
mg(z) (2.11)

证明. 设 z0 为 f 的 m 阶零点，利用幂级数展开得到

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)

n!
(z − z0)

n

=
∞∑

n=m

f (n)

n!
(z − z0)

n

= (z − z0)
m[am + am+1(z − z0) + · · · ]

即知。

下面我们来证明孤立零点定理。

证明. 设 z0 为零点序列 {zn}∞n=1 的一个极限点，利用连续性，我们有

f(z0) = 0

不妨记 z0 为 m阶零点，倘若 f 在 z0 不恒为零，则 f 在局部可以表示为公式2.11的形
式。对充分大的 n将 zn 带入公式2.11，于是 (zn− z0)

m 6= 0, g(zn) 6= 0，这与 f(zn) = 0

矛盾，因此 f 在 z0 局部恒为零。

注意到这是一个局部的结果，下面我们利用拓扑信息 (连通性)，将这个结果延拓
到整体。设 f 为零的定义域的内部为 U，其显然为 D 上非空开集；利用函数的连续

性可知 U 为闭集，记 V = D − U，其显然为开集，因此

D = U ∪ V

由连通性可知，V 为空集，故 U = D。

注记 2.3.3. 注意到证明中我们先得到了一个“微观”的结果，那么如何将其推广到
局部甚至整体？这需要用到拓扑学的工具，类似的性质有连通性 (上述证明的技术是
经典的)、紧致性; 也可以采用分析的技术，参见 [8] 的 P152-153。

我们有把唯一性定理称为全纯函数的刚性定理，这是一个极为深刻的结果，说明

区域中全纯函数被极限在区域内的点列的值完全确定！这说明了全纯函数具有类似多

项式的零点控制性19，但稍弱于其；换句话说，全纯函数的“形状”种类比光滑的实

变函数少得多。此外，有了唯一性我们就可以良性地得到初等全纯函数的 Taylor 级

数，而且与实变版本是类似的。

19读者可以与 Lagrange 插值法和 Hamilton 插值法对比。
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1. 指数函数

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C

2. 对数函数

log(1− z) =
∞∑
n=0

zn, |z| < 1

log(1 + z) =
∞∑
n=0

(−1)nzn, |z| < 1

(1− z)α =
∞∑
n=0

(
n
α

)
zn, |z| < 1

3. 三角函数

sin z =
∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
, z ∈ C

cos z =
∞∑
n=0

z2n

(2n)!
, z ∈ C

2.3.3 Morera 定理

Morera 定理是非常实用的工具，往往在判断一个函数是全纯函数时有奇效。

定理 2.3.5 (Morera 定理). 如果 f 是区域 D 上的连续函数，且沿 D 内任一可求长

闭曲线的积分为零，那么 f ∈ H(D)。

证明. 模仿定理2.1.6的证明方式，验证原函数即可。

2.3.4 Weierstrass 级数理论

例子 2.3.1. 考察幂级数
∑∞

n=1
zn

n
，在收敛圆 C1(0) 上仅在 z = 1 处发散。

证明. 将 z = eiθ 带入级数，可得

∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

cosnθ
n

+ i

∞∑
n=1

sinnθ
n

由数学分析的知识易得。

进一步我们可以具体计算这个级数，记 f(z) =
∑∞

n=1
zn

n
，则 f ′(z) =

∑∞
n=1 z

n−1 =
1

1−z
，这说明 f(z) = − log(1− z), |z| < 1。于是

f(z) = − log |1− eiθ| − iarg(1− eiθ)

= − log(2 sin θ
2
) + i

π − θ

2
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与级数的实部虚部对比，我们有
∞∑
n=1

cosnθ
n

= − log(2 sin θ
2
)

以及
∞∑
n=1

sinnθ
n

=
π − θ

2

上述两式在 0 < θ < 2π 时成立20。特别地，取 θ = π，对第一式，我们有
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= log 2

取 θ = π
2
，对第二式，我们有

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4

上面我们遗留了一个重要的问题：为什么对任意的 0 < θ < 2π，级数与函数能比

较实、虚部？引出 Abel 第二定理。

定理 2.3.6 (Abel 第二定理). 设 f(z) =
∑∞

n=0 anz
n 的收敛半径为 R = 1，且在 z = 1

时收敛于 S(即
∑∞

n=0 an = S)，则 f 在 z = 1 处有非切向极限 S。

注记 2.3.4. 这个定理取自 [8] 的 P144-146，关于非切向极限的定义也可以参考之。

定理 2.3.7 (Weierstrass 定理,Weierstrass). 设 D 为一区域，如果

1. fn ∈ H(D), n ∈ N+

2. fn(z) 在 D 上内闭一致收敛到 f，

那么

1. f ∈ H(D)

2. f (k)
n (z) 在 D 上内闭一致收敛到 f (k), k ∈ N+

注记 2.3.5. 必须指出，实变版本中函数项级数的导数定理要弱得多，参见 [5] 的
P152-153。

利用这个定理，Riemann 推广了 zeta 函数到复平面 C 上。考察

ζ(z) =
∞∑
n=1

1

nz

注意到 |nx+iy| = |ex logn+iy logn| = |ex logn| = nx，当 Rez = x ≥ x0 > 1 时，有

|nz| ≥ |nx0 | > 1，故级数
∑∞

n=1
1
nz 在半平面 Rez > 1 上内闭一致收敛，因而全纯。

我们采用 [6]P53-55 中的证明方式21。

20见 Abel 第二定理。
21为证明第二个结论，[8] 的 P136-137 中引入对区域要求更高的导数估计：
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证明. 首先对第一个结论。取 ∀z0 ∈ D，选取 r 使得 Dr(z0) ⊂ D，在 Dr(z0) 内任取

可求长闭曲线 γ，由 fn 在 D 上一致收敛于 f，又 fn ∈ H(D)22，故∫
γ

f =

∫
γ

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫
γ

fn = 0

由 Morera 定理，f ∈ H(Dr(z0))。由 z0 的任意性即得 f ∈ H(D)。

对第二个结论，递归意义下我们断言: 由于正则性，只要证明 k = 1 的情形。对

∀ϵ > 0，以及 ∀z ∈ D，取 D2r(z0) ⊂ D，对任意 z ∈ Br(z0)，由 Cauchy 积分公式和

fn 的一致收敛性，对充分大的 n，有

|f ′
n(z)− f ′(z)| =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∣∣∣∣∫
γ

ϵ

r2

∣∣∣∣
=
ϵ

r

于是 f ′
n 在 Dr(z0) 上一致收敛。对任一紧子集 K ⊂ D，以及任一 z ∈ K，都存在 r(z)

使得 f ′
n 在 Dr(z) 内一致收敛。并且 {Br(z)|z ∈ K} 构成 K 的一族开覆盖。由紧致性

得到一组有限开覆盖，使得 f ′
n 在其上一致收敛，即在 K 上一致收敛，由 K 的任意

性得证。

在 [6] 的 P55-57 中呈现了含参变量积分的版本，我们来叙述一下23。

定理 2.3.8. 设 D 为一区域，对 F (z, s) : D × [0, 1] → C 使得

1. ∀s ∈ [0, 1]，有 F (z, s) ∈ H(D × {s})；

2. F 连续，

则 f(z) =
∫ 1

0
F (z, s)ds ∈ H(D)。

证明. 这个定理的证明是经典的，原理是将积分转化成 Riemann 和并约化为上述函

数列。对 ∀z0 ∈ D，取 r0 使得 Dr0(z0) ⊂ D，下证 f ∈ H(Ω)，其中 Ω := Dr0(z0)。记

fn =
1

n

n−1∑
k=0

F (z,
k

n
)

引理 2.3.1. 设 D 为一区域，K 为 D 内紧子集，并且包含于 G，满足 G ⊂ D 且 G 紧致，对 f ∈ H(D)

有如下导数估计

sup{|f (k)(z)|z ∈ K} ≤ C sup{f(z)|z ∈ G} (2.12)

注记 2.3.6. 我们也称这样的 G 相对于D 是紧的，参见 [8] 的 P136。

22事实上连续就行。
23也有和函数的概念，这里不再赘述，参见 [6] 的 P55。
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由可积性易知 fn 收敛于 f。并且有 F (z, s) 在 Ω× [0, 1] 上一致连续。那么对 ∀ϵ > 0，

∃δ > 0，|s1 − s2| < δ，使得对 ∀z ∈ Ω 有

F (z, s1)− F (z, s2) < ϵ

取 n > 1
δ
，进而有

|fn(z)− f(z)| ≤

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

F (z,
k

n
)− F (z, s)

∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

|F (z, k
n
)− F (z, s)|

=
n−1∑
k=0

ϵ

n

< ϵ

即 fn 在 Ω 上一致收敛。用同样的方式证明整个 D 上 f 是一致收敛的。对任一可求

长闭曲线 γ ∈ D，有 ∫
γ

f =

∫
γ

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫
γ

fn = 0

再由 Morera 定理可知 f ∈ H(D)。

2.3.5 Runge 逼近定理

我们在这里另附一块内容，有兴趣的读者可以参考 [6] 的 P60-64。回忆数学分析
中，紧区间 [a, b]上的连续函数可以被多项式一致逼近，我们称 Wereistrass 定理，参

见 [5] 的 P159-161。一个自然的问题是：在 C 的一个紧子集 K 上的全纯函数 f 是否

可以被多项式一致逼近？

答案是否定的，例如 1
z
在 C1(0) 上全纯，若能够被多项式 Pn(z) 一致逼近，那么∫
C1(0)

dz

z
=

∫
C1(0)

Pn(z)dz = 0

矛盾！我们断言原因出在 Kc 不是连通的，需要退而求其次选择有理函数24。

定理 2.3.9 (Runge 逼近定理,Runge). 设 K ∈ C 为紧子集，

1. 若 f ∈ H(K)，则存在有理函数Rn(z) 一致逼近 f 且 Rn 的奇点在 Kc 中。

2. 进一步，若 Kc 连通，则存在多项式 Pn 一致逼近 f。

24这个直觉不是偶然的，事实上可以发现全纯函数的积分表示总是依赖于区域的单连通性质，这是一

个比较强的拓扑条件，划定非单连通区域的全纯函数往往会呈现例如 1
z 的情况。
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为了证明第一个结论，我们引入两个引理。

引理 2.3.2. 设 D ⊂ C 为区域，且 K ⊂ D 为紧子集，若 f ∈ H(D)，则存在 D −K

中有限条折线段 γ1, · · · , γn 使得

f(z) =
n∑

k=1

1

2πi

∫
γk

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ K

有兴趣的读者可以直接查阅 [6] 的 P61-62。事实上我们在之前的讨论中已经证明
了这个引理 (的更强结论)。

引理 2.3.3. 设 γ 为 D−K 内光滑曲线，则存在有理函数序列 Rn(z)，使得 Rn(z) 的

奇点在 γ 的像内，并且一致逼近
∫
γ

f(ζ)
ζ−z

dζ。

证明. 设 γ : [0, 1] → C 为曲线的参数化，那么∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫ 1

0

f(γ(t))

γ(t)− z
γ′(t)dt

根据定理2.3.9的证明过程，立即得到上述含参变量积分可以被 Riemann 和序列一致
逼近，而此序列是有理函数序列。

为了证明第二个结论，任一有理函数的奇点都来自于形如 1
z−z0

的因子，引入引

理:

引理 2.3.4. 若 Kc 连通，z0 /∈ K，则 1
z−z0

可被多项式一致逼近。

证明. 证明的技术与定理2.3.2的第二种证明是类似的，我们利用区域 Kc 的 (道路) 连
通性构造向所求点逼近的曲线。

首先，选择充分大的 z1，以其为模长包住 K(由 K 的有界性)。于是

1

z − z1
= − 1

z1

1

1− z/z1
=

∞∑
n=1

− zn

zn+1
1

易知上述级数一致收敛 z ∈ K。并且部分和为多项式，故可得 1
z−z1

的多项式逼

近。

现在只要说明对 D −K 内任一点 z0 的函数
1

z−z0
都可以被以 1

z−z1
为项的多项式

逼近即可。为此，由于连通性构造从 z1 到 z0 的曲线 γ，并且对其作划分。由于 K, γ

为紧集，故 r := d(K, γ) > 0，于是每段弧长以小于 r 的标准为作划分，分点依次记为

{z0 = w0, w1, · · · , z1 = wl}。
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我们断言若 w 为 γ 上一点，对任一 w′ ∈ γ 满足 |w − w′| ∈ r， 1
z−w
可以被 1

z−w′

为项的多项式逼近。事实上

1

z − w
=

1

z − w′
1

1− w−w′

z−w′

=
∞∑
n=0

(w − w′)n

(z − w′)n+1

有限次传递后得到所求的多项式逼近。
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3.1 奇点局部信息

3.1.1 奇点局部信息与分类

为了将全纯函数的局部结果推广到大范围上，我们需要对大范围区域的拓扑信息

做充分的考量，特别是当函数在某些点处的情况很“差”时。回忆 Morse 理论，流形

上光滑函数的非退化临界点1刻画流形拓扑的整体信息。我们在复分析中需要考虑的

“临界点”(称奇点) 主要有三类，按照影响的严重程度罗列为:

1. 可去奇点

2. 极点 (对偶零点)

3. 本性奇点

不同的奇点对大范围的“全纯”函数有影响。

定义 3.1.1. 若 f 在去心圆盘 {z : 0 < |z − z0| < r} 内全纯，且 z0 处非解析，则称 z0

为孤立奇点。

可去奇点

定义 3.1.2. 称 f 的奇点 z0 为可去奇点，如果狭义极限 limz→z0 f(z) 存在。

因此可去奇点 z0 是最无关紧要的奇点，即使函数 f 在 z0 处不解析，只要选择

合适的 f(z0) 的值，便可以使得函数解析。但是以下定理给出可去奇点的另一种刻画，

而采用的证明利用了前面这句话。

定理 3.1.1 (Riemann 可去奇点定理). 假设函数 f 为区域 Ω 上除了点 z0 以外处处解

析的函数，则 f 在 Ω− {z0} 上有界当且仅当 z0 为可去奇点。

1参见 Milnor, J. W. . (1965). Topology from the Differentiable Viewpoint. University Press of
Virginia.

43



第三章 亚纯函数的一般结果 44

证明. 利用对区域 surgery 的技术即可证明。我们总是可以考虑以 z0 为圆心的小圆盘

D，倘若能证明对 z(∈ Ω) 6= z0 都有

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ

即这个函数被上式右侧的积分公式弥补了 z0 处的奇性，这验证了之前的断言。下面

我们通过 surgery的方式来证明上述公式。只要对 z0, z 处分别以它们为圆心挖去充分

小半径为 ϵ 的圆盘，记负定向边界为 γϵ, γ
′
ϵ，用充分狭窄的廊道连接 ∂D 与两个圆盘

可得单连通区域，由 Cauchy 积分定理可知∫
∂D

+

∫
γϵ

+

∫
γ′
ϵ

= 0

利用 Cauchy 积分公式，有 ∫
γ′
ϵ

= 2πif(z)

再根据 f 在 z0 处的极限有限性 (蕴含局部有界)，利用长大不等式得到估计 (注意这
里是 ζ − z 而不是 ζ − z0！) ∣∣∣∣∫

γϵ

f(ζ)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣ ≤ Cϵ

得证。

注记 3.1.1. 我们将会看到，在可去奇点的估计中，函数 f 若表示为 Laurent 级数，

其负项系数全为 0，换言之，可去奇点呈现“伪奇性”，参见 [8] 的 P186-187。

极点

我们将极点定义为零点的对偶，即

1. 称 z0 为函数 f 的 m 阶极点，如果 z0 为
1
f
的 m 阶零点。

2. 零点局部刻画定理，即定理2.3.4的对偶表述为

定理 3.1.2 (极点局部刻画定理). 若函数 f 存在 m 阶极点 z0 ∈ D，那么存在该

点的一个邻域，以及其上非零全纯函数 h，使得

f(z) = (z − z0)
−mh(z) (3.1)

我们需要准确地定义“大范围”的“全纯函数”。

定义 3.1.3. 设 f 为区域 D 上的复变函数，称 f 是亚纯的，如果存在 D 内无极限点

的极点点列 {zn}∞n=1，使得 f ∈ H(D − {zn}∞n=1)。
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作为 Riemann 可去奇点定理，即定理3.1.1的推论，有

推论 3.1.1 (极点定理). 假设亚纯函数 f 在区域 D 内有孤立奇点 z0，则 z0 为极点当

且仅当 |f | → ∞(z → z0)。

因为这里的非零全纯函数 h仍然具有幂级数表达，记为 h(z) =
∑∞

n=0An(z−z0)n，
带入等式3.1可得

f(z) = (z − z0)
−m

∞∑
n=0

An(z − z0)
n

整理可得

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+

a−m+1

(z − z0)m−1
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+G(z) (3.2)

其中 G为局部非零全纯函数。我们称公式3.2为 Laurent 级数的特殊形式，记 P (z) :=
a−m

(z−z0)m
+ a−m+1

(z−z0)m−1 + · · ·+ a−1

(z−z0)
为主要部分，G(z) 为全纯部分。

对上述函数 f 关于 D 内包含极点 z0 的可求长简单闭曲线 γ 积分，可得∫
γ

f =

∫
γ

P =

∫
γ

a−1

z − z0

这说明

a−1 =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz (3.3)

我们发现亚纯函数 f 的积分被系数 a−1 唯一决定。这为计算一些“复杂”函数的积分

提供了工具，也就是说，我们只需要计算出系数 a−1 的值即可。

定义 3.1.4. 称上述系数 a1 为亚纯函数 f 在极点 z0 处的留数，记为 resfz0f。

利用等式3.2的信息，我们可以计算 m 阶极点 z0 处的留数，即

resfz0f = lim
z→z0

1

(m− 1)!

(
d

dz

)(m−1)

(z − z0)
mf(z) (3.4)

特别地，对单极点 (阶数为 1) 有公式

resfz0f = lim
z→z0

(z − z0)f(z) (3.5)

留数公式 结合以上的讨论，可以得到如下定理:

定理 3.1.3 (留数公式). 设 f 为区域 D 内亚纯函数，其中 {zn}Nn=1 为极点，则有如下

公式成立

2πi
N∑

n=1

resznf =

∫
γ

f (3.6)

其中 γ 为包含极点集 {zn}Nn=1 的闭曲线。
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利用留数公式，配合公式3.4可以计算如下结果:

1. ∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= π

2. ∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin πa, 0 < a < 1 (3.7)

3. ∫ ∞

−∞

e−2πixξ

cosh πxdx =
1

cosh πξ

4. ∫ ∞

−∞
e−2πixξ sin πa

cosh πx+ cos πadx =
2 sinh 2aξ

sinh 2πξ

本性奇点

到目前为止，我们可以对前两类奇点做一个解释:

1. 可去奇点: 附近有界

2. 极点: 附近全无界

然而，本性奇点附近的函数性态是复杂的，例如函数 e1/z 在 0 附近，参见 [6] 的
P73。但本性奇点仍然可以用以下定理刻画:

定理 3.1.4 (Casorati−Weierstrass 定理). 假设函数 f 为刺破区域 D−{z0} 上的全
纯函数，且 z0 为其本性奇点，那么刺破区域 D− {z0} 的像 f(D− {z0}) 在复平面 C
上稠密。

证明. 利用反证法，假设不稠密。则存在 w ∈ C 以及 δ > 0 使得

|f(z)− w| > δ, ∀z ∈ D − {z0}

于是可以在 D − {z0} 上定义全纯函数

g(z) =
1

f(z)− w

它以 1
δ
为上界。由 Riemann 可去奇点定理可知 z0 为可去奇点，若 g(z0) 6= 0，则 z0

非奇点，矛盾; 若 g(z0) = 0，则 z0 为极点，矛盾！

更进一步的结论是:

定理 3.1.5 (Picard). f 无限次取到任一有限复数，只有至多一个点例外。
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3.1.2 扩充复平面上的亚纯函数

下面我们将复平面紧化为 Riemann 球面，即引入无穷远点 ∞，因此可以定义无
穷远点处的奇点。

1. 称 ∞ 为 f 的可去奇点，如果 0 为 1
f
的可去奇点。

2. 称 ∞ 为 f 的极点，如果 0 为 1
f
的极点。

3. 称 ∞ 为 f 的本性奇点，如果 0 为 1
f
的本性奇点。

援引自 [6] 的 P86-89，一个深刻的结果是:

定理 3.1.6. 扩充复平面上的亚纯函数是有理函数。

3.1.3 Laurent 级数

我们已经在公式3.2中初步得到了不同于全纯函数的“级数展开”，源于刺破点 z0

为函数的极点，下面将这个理论一般化2，我们选择“圆环”上的全纯函数。

定理 3.1.7. 设 f 为闭圆环区域 {z ∈ C : r ≤ |z − z0| ≤ R} 上的全纯函数，则有级数
表示为

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n (3.8)

其中

an =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, 其中 γ 为圆环内任一简单闭曲线

我们称
∑−1

n=−∞ an(z − z0)
n 为主要部分，

∑∞
n=0 an(z − z0)

n 为全纯部分。

证明. 证明利用对区域的 surgery 技术，与 Cauchy 积分定理，即定理2.2.4类似。设
D := {z : r < |z − z0| < R}，任取半径 a, b 使得

r < a < |z − z0| < b < R

利用 surgery 技术，对任意 z ∈ D，我们有

f(z) =
1

2πi

∫
Cb

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
Ca

f(ζ)

ζ − z
dζ

回忆定理2.2.4的证明，我们发现要得到定理中的 an，采用的技巧是将形式
1

ζ−z

“破坏”成幂级数的形式。注意到幂级数的公比无非

ζ − z

ζ − z0
,

ζ − z0
ζ − z

2一些教材将 Laurent 级数视作亚纯函数的“幂级数”，并且在亚纯函数大范围结果的讨论中主要使

用这类级数，意图与全纯函数的幂级数展开对立，例如 [9, 8, 3]。
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两种。而 z 是介于 a, b 之间的点且 ζ 作为积分哑元正好落在 a, b 上，因此上述两个公

比中: 若 ζ 取 b，则左侧公比蕴含收敛; 若若 ζ 取 a，则右侧公比蕴含收敛。

于是为估计 f(z) 的积分表示，对于第一项 1
2πi

∫
Cb

f(ζ)
ζ−z

dζ，只要考察

1

ζ − z
= −

∞∑
n=1

(ζ − z0)
n−1

(z − z0)n

而第二项只要考察
ζ − z0
ζ − z

=
∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1

分别带回原式立即得到所求的 an，根据曲线同伦，γ 的选取是任意的。
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3.2 一般结果与大范围结果

本节中的前 5个主题参考了 [6, 4]，另外涉及到部分曲线拓扑的内容，有兴趣的读
者可以查阅 [2] 以及整体微分几何教材关于曲线论的部分，这里推荐沈一兵. (2005).
整体微分几何初步. 浙江大学出版社.3。最后一个专题参考自 [9, 3]。

3.2.1 辐角公式、卷绕数与曲线拓扑

我们在第一章讨论的复值对数函数实质上是多值的，当时难以清楚地刻画它，利

用辐角公式和之后几个全纯函数的几何性质可以直观上刻画这个多值性以及找到它

的单值分支。首先我们将 log 视为映射，那么对任意的单叶全纯函数 f(z)，有

log(f(z)) = log |f(z)|+ i arg(f(z))

这里 log |f(z)| 是一个实值函数，arg(f(z)) 表示 f(z) 的辐角。注意到，尽管 log(f(z))
映射可能不是单射，但其切映射 (导函数)f ′(z)/f(z) 一定是单叶的 (因为 f 是单叶函

数)，特别地可取 f(z) = z，那么 (logz)′ = 1
z
。并且沿着闭曲线 γ 的积分∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz

可以被解释为变量 z 遍历曲线 γ 时 f 辐角的变化，进一步地，这个变化与曲线 γ 包

含的 f 的零点与极点个数有关。

在解释这些现象之前我们回忆一些不同于实变函数的反常结果。首先，log 映射
不再有同态性4，即

log(f1f2) = log f1 + log f2

一般不成立。但对其切映射仍然成立，即(∏N
n=1 fn

)′
∏N

n=1 fn
=

N∑
n=1

f ′
n

fn

下面我们单独分析切映射 f ′(z)
f(z)
。若 f 为全纯函数，且有 m阶零点 z0，利用2.3.4可

以写作

f(z) = (z − z0)
mg(z)

其中 g(z) 为局部非零的全纯函数。于是可得

f ′(z)

f(z)
=

m

z − z0
+G(z) (3.9)

3事实上我们这里所谈的卷绕数是一个“外蕴”的拓扑量，它受曲线与原点 O 的位置关系影响，本

质上刻画的是曲线向量值函数 (由原点 O 指向曲线上的点的向量)的旋转次数，与真正的“内蕴的”拓
扑量 (曲线的旋转指标) 还是有所区别。

4回忆小节2.1.4。
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其中 G(z) = g′(z)
g(z)
为全纯函数。也就是说: 若函数 f 具有 m 阶零点 z0，那么

f ′

f
具有

留数为 m 的单极点 z0。对偶地，若若函数 f 具有 m 阶极点 z0，那么
f ′

f
具有留数为

−m 的单极点 z0，因为
f ′(z)

f(z)
=

−m
z − z0

+H(z) (3.10)

总结而言，若 f 为亚纯函数，则 f ′

f
在 f 的零点与极点处具有单极点。

回忆例1.4.1，当 n = −1 时，积分 1
2πi

∫
γ

1
z
表示闭曲线关于原点 O 的卷绕数，这

是因为 f(z) = z 为恒等映射，事实上我们判断的是像曲线 Γ := f(γ) 的卷绕数。回到

公式3.9与公式3.10，若选取绕零点 z0 的简单闭曲线 γ，那么有

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = m

同理，若绕极点 z0，则有
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = −m

我们得到如下定理:

定理 3.2.1 (辐角原理). 假设 f 为区域 D 上的亚纯函数，对 D 内任意简单闭曲线 γ，

其包含 f 的零点集 {zn}pn=1(计重) 以及极点集 {wn}qn=1(计重)，并且 f 在曲线 γ 上无

极点与零点，那么
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = #(zeros)− #(poles) (3.11)

其中 #(zeros),#(poles) 分别表示计重零点与极点数。

这个定理揭示了深刻的几何含义。现在假设上述的 Γ = f ◦ γ 为 w− 平面 (w =

f(z)) 上的一条可求长 (未必简单) 闭曲线，回忆
1

2πi

∫
Γ

dw

w
= ind(Γ)

这说明
1

2πi

∫
γ

f ′

f
= ind(Γ) (3.12)

利用上述定理，我们有

ind(Γ) =
n∑

k=1

αk (3.13)

这说明 z− 平面上简单闭曲线 γ，在全纯映射 (函数)f 下的像曲线 Γ 的卷绕数恰好等

于 f 在 γ 内部的 (计重) 零点个数！我们把这个几何含义称为辐角原理，更多细节可
以参考 [8] 的 P158-161。

注记 3.2.1. 一方面这为考察一些闭曲线的拓扑提供思路，即直接计算全纯映射的零
点；另一方面这为考察全纯映射 (主要是多项式) 零点分布提供了几何技术，即观察
像曲线的旋绕数。
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作为辐角定理的应用，我们证明以下三个重要的定理:

1. Rouche 定理: 全纯函数轻微摄动不改变零点数。

2. 开映射定理: 全纯映射将开集映到开集。

3. 最大模原理: 紧集上的全纯函数最大值 (模) 出现在边界上。

第一个定理在证明其他问题时是常用的工具，读者不妨利用 Rouche 定理证明代

数基本定理; 第二个定理刻画了全纯函数 (这里视为映射) 在几何拓扑上深刻的含义，
它自动诱导“同胚”; 第三个定理本质上来自于调和函数的性质。

Rouche 定理

定理 3.2.2 (Rouche 定理). 设 f, g ∈ H(D)，γ 为 D 中可求长简单闭曲线，γ 内部位

于 D 中。如果对 z ∈ γ，有不等式

|f(z)− g(z)| < |f(z)| (3.14)

那么 f, g 在 γ 内部零点个数一致。

注记 3.2.2. 注意到 g(z) = f(z)+ (g(z)− f(z))，因此不等式3.14说明 γ 上的全纯函数

g 可以分成 main part 和 samll part 两部分，其中 main part 具有与原函数 g 一

致的零点个数；换言之，全纯函数去掉一个 samll part 不改变 γ 内部的零点个数。

证明. 证明带有较强的几何直觉。首先注意到不等式3.14蕴含 f, g 在 γ 上无零点。对

其两边同除 |f |，有 ∣∣∣∣1− g(z)

f(z)

∣∣∣∣ < 1

这说明当 z 在 γ 上变化时，g
f
仅在以原点为圆心，半径严格小于 1 的圆盘上动，因此

像曲线 g
f
◦ γ 的旋绕数为 0，因此 f, g 导致辐角的变化相同，由辐角原理可知零点个

数一致。

这个定理来自于 [8]，有兴趣的读者可以参考其他教材的证明，例如 [6]。

开映射定理 Rouche 作为一个强大的工具，可以证明不少结论，我们试举一例。

定理 3.2.3 (开映射定理). 区域 D 上的全纯映射 f 为开映射。

证明. 设任意 f 的像中的点 w0，存在 z0 使得 f(z0) = w0，只要证明 w0 为其内点。对

充分靠近 w0 的点 w，构造函数 g(z) = f(z)− w，考察

g(z) = (f(z)− w0) + (w0 − w)
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选择 δ > 0 使得 Dδ(z0) 落在 D 内且 f |Cδ(z0) 6= w0(由零点的孤立性)。于是可以选择
ϵ > 0，使得 |f |Cδ(z0) − w0| ≥ ϵ。只要让 |w0 − w| < ϵ 即可使用 Rouche 定理，于是

g(z) 与 f(z)− w0 在 Dδ(z0) 零点个数一致。而 f(z)− w0 在 Dδ(z0) 内至少有一零点，

故存在 z 使得 w = f(z)。因此 w0 为内点。

最大模原理 利用开映射定理立即可证最大模原理，换言之，一般的开映射都将最大

值向区域边界“挤压”。

定理 3.2.4 (最大模原理). 设 f 为区域 D 上非常数全纯函数，则 |f | 无法取得最大
值。

证明. 假设 f 在区域 D的一个内点 z0 处取得最大值，由于 f 为开映射，故存在 z ∈ D

使得 f(z) > f(z0)，矛盾！

以下推论更有用一些:

推论 3.2.1. 设 D 为一区域，其存在紧闭包 D，若 f ∈ C(D) ∩H(D)，那么

sup
z∈D

|f | ≤ sup
z∈D−D

|f |

事实上，f 在边界 ∂D 上取得最大值。

注记 3.2.3. 条件 D 为紧集 (有界闭集) 不可减弱，事实上，对于函数 F (z) = e−iz2 在

无界区域 {x ≥ 0, y ≥ 0} 上不存在最大值，参见 [6] 的 P92-93。

Fourier 级数、调和函数的平均值定理 回忆 Stein, E. M. , & Shakarchi, R. . (2003).
Fourier Analysis: An Introduction. 世界图书出版公司北京公司.中 Fourier 级数的展

开式

f(θ) =
∞∑

n=−∞

ane
inθ

其中

an = f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−2πinx/2πdx, n ∈ Z

注意到这里的 f 是圆周 S15上的函数，因此只依赖于一个变量 θ(模长为 1)。
那么全纯函数的 Fourier 展开与幂级数展开之间有什么联系？以下定理展示了这

种关系。

5回忆我们第一章中通过作商紧化复平面。
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定理 3.2.5. 圆盘 DR(z0) 上的全纯函数 f 的幂级数系数可以写作

an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)e−inθdθ, n ∈ N, 0 < r < R (3.15)

此外，

0 =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)e−inθdθ

将 z = reiθ 带入幂级数展开即可。

注记 3.2.4. 从上述定理可以发现，从 Fourier分析角度看全纯函数，其负项的 Fourier

展开全部为零，正项的 Fourier 系数极为幂级数系数。

注意到 a0 = f(z0)，因此我们得到以下事实:

定理 3.2.6 (平均值性质). 设 f 为圆盘 DR(z0) 上的全纯函数，那么

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ), 0 < r < R (3.16)

注意到实部为调和函数，有

推论 3.2.2.
u(z0) =

1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ), 0 < r < R (3.17)

事实上推论3.2.2的结果不是偶然，对于一般的调和函数仍然具有平均值公式。这
里我们不加证明地援引几例，设 u 为 (高维) 有界区域 Ω 上的调和函数，则有:

1. 平均值性质 (平均值性质等价地刻画了调和函数):

u(x) =
1

ωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy

或者

u(x) =
1

ωnrn

∫
Br(x)

u(y)dy

其中 ωn 表示 n 维球面的体积，Br(x) 表示以 x 为球心 r 为半径的 n 维球面。

利用变量替换可以有另一种写法，参见 [1]。

2. 最大模原理: 调和函数 u 的最大值在边界 ∂Ω 上取得。

3. Weyl 定理: 对任意函数 φ ∈ C2
0(Ω)，都有∫

Ω

u∆φ = 0

反过来也成立，同样等价地刻画了调和函数。

更多关于调和函数的性质可以参考 [8] 的倒数第二章和 [1]。
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3.2.2 一般结果补注

至此，Cauchy 积分理论与 Weierstrass 理论的局部与大范围结果已经叙述完毕，

关于复变函数理论一些额外的选题放在这一小节中留作参照。第一个重要的结果是

Pompeiu 公式，它刻画了非全纯时复变函数的积分表达，可以认为 Cauchy 积分公式

是其特殊形式，参见 [9] 的 P33-35。

定理 3.2.7 (Pompeiu 公式). 设复变函数 f(z) 在区域 D 上实可微，于是

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
∂D

∂f(ζ)

∂ζ
· dζ ∧ dζ
ζ − z
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4.1 双全纯映射

4.1.1 双全纯映射与分式线性变换

与前三章不同，本章的结果大部分是“整体的”，我们倾向于称全纯函数为映射。

本章的叙述的最终目标和动机是证明:

给定复平面 C 的两个开子集 U, V，它们之间存在全纯的双射。

要解决这个问题可以先考虑一些特殊的集合，例如单位开圆盘 D，倘若能够证明任一
复平面的开子集 Ω 与 D 存在全纯的双射，那么以上问题被彻底解决。一个自然的问
题是: 开子集 Ω 应该满足什么样的条件，能够与 D 建立全纯的双射？

在第一章的讨论中我们已经知道全纯映射局部是保角的，换言之，是共形变换。

定义 4.1.1. 称复平面 C 的开子集 U, V 间双射的全纯映射 f : U → V 是共形映射或

双全纯映射。此时，称 U, V 是共形等价的或双全纯的。

回忆数学分析 (或微分流形) 中的逆映射定理 (参见 [7])，简单而言，就是切映射
非退化的光滑映射诱导局部的光滑同胚。在全纯映射理论中也有相应的结果，但是我

们要求全纯映射本身是单叶的。

命题 4.1.1. 如果 f : U → V 是单叶全纯映射，那么切映射非退化，即 f ′(z) 6= 0, ∀z ∈
U。进一步，映射 f 存在全纯的逆映射 f−1。

证明. 第一句话用反证法。若存在 z0 ∈ U 使得 f ′(z0) = 0，那么对充分靠近 z0 的 z，

由导数的定义有

f(z)− f(z0) = a(z − z0)
m +R(z − z0)

其中 a 6= 0,m ≥ 0 且 R(z − z0) 为 z − z0 的至少 m+ 1 阶无穷小。对充分小的 w，我

们有

f(z)− f(z0)− w = (a(z − z0)
m − w) +G(z)

55
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使得在以 z0 为圆心半径充分小的圆周上 |a(z− z0)
m −w| > |G(z)|，a(z− z0)

m −w 在

圆周内至少有两个零点。由 Rouche 定理可知 f(z) − f(z0) − w 在该圆周内也至少有

两个零点。注意到 z0 的充分小邻域内，任意 z 6= z0 都有 f ′(z) 6= 0，这蕴含充分小邻

域内 f(z)− f(z0)− w 无重零点，这与 f 是单射矛盾！

由于 f 是单射，记 g = f−1 为 f 值域 V 内的逆映射。对任意 w0 ∈ V，取充分靠

近 w0 的 w ∈ V，记 w0 = f(z0), w = f(z)，于是有

g(w)− g(w0)

w − w0

=
1

w−w0

g(z)−g(w0)

=
1

f(z)−f(z0)
z−z0

由于 f ′(z0) 6= 0，令 z → z0，可知 g 是全纯的，并且有 g′(w0) =
1

f ′(g(w0))
。

注记 4.1.1. 利用上述命题，我们证明两个开子集 U, V 全纯等价，只需要证明存在一

个全纯映射 U → V 即可。

事实上我们这里定义的概念“共形映射”在其他的教材中是如下解释的:

称全纯映射 f : U → V 是共形的，如果 f ′(z) 6= 0, ∀z ∈ U

注意到这个定义并不能大范围地保证同胚，具体而言，不能保证单射。我们回忆微分

流形中的子流形浸入问题，事实上仅依靠切映射的非退化性不能保证整个子流形的浸

入是单射，它仍会有自交点; 回到复分析中，我们同样能够举出反例，即 f(z) = z2，

它在 C∗ 上切映射非退化，但显然不是单射。再回忆数学分析 (或微分流形)，我们注
意到局部地浸入一定是嵌入，即逆映射定理，它保证了切映射非退化的光滑映射在局

部一定是光滑同胚; 而在复分析理论中同样有类似的定理，我们姑且称它为“全纯逆
映射定理”，即切映射非退化的全纯映射在局部诱导双全纯映射 (或言全纯同胚)，有
兴趣的读者可以利用 Rouche 定理证明之，参考 [6]P248 的习题 1。

下面我们举一个全纯等价的例子。定义上半平面为 H := {z ∈ C : Imz > 0}。断
言: 上半平面 H 与单位圆盘 D 能够建立全纯同胚。为此，定义函数

F (z) =
i− z

i+ z
, G(w) = i

1− w

1 + w
(4.1)

定理 4.1.1. 映射 F : H → D 为共形映射，其逆映射为 G : D → H。

证明. 注意到映射 F,G 显然是全纯的，因此只要说明映射 F 将 H 打到 D，G 将 D
打到 H，再验证互为逆映射即可。观察到在上半平面，自变量 z 的取值更靠近 i，因

此 |F | < 1。要验证第二句话，令 w = u+ iv，我们有

ImG(w) = Re
1− u− iv

1 + u+ iv

= Re
(1− u− iv)(1 + u− iv)

(1 + u+ iv)(1 + u− iv)

=
1− u2 − v2

(1 + u)2 + v2
> 0
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验证了第二句话。最后验证它们互为逆映射，考察

G(F (z)) = i
1− i−z

i+z

1 + i−z
i+z

= i
2z
i+z
2i
i+z

= z

F (G(w)) = w 是容易的，留给读者。

我们来观察全纯映射 F,G 对开子集 H,D边界的作用。注意到映射 F 除了 −i点
以外都是全纯的，因此其在边界 R 上的作用是连续的，并且边界到 ±i 的距离一致，
因此 |F (R)| = 1，即 F 将上半平面的边界 R 打到单位圆盘的“边界”S1 − {−1} 上。
事实上可以写成

F (x) =
i− x

i+ x
=

1− x2

1 + x2
+ i

2x

1 + x2
, x ∈ R

为实数轴 x 赋予参数化 x = tan t, (−π
2
< t < π

2
)。由于

cos 2t = 1− tan2 t

1 + tan2 t
, sin 2t =

2 tan t
1 + tan2 t

我们有

F (x) = ei2t

这显式化了上述同胚。

定义 4.1.2. 称具有如下形式的映射为分式线性变换:

z → az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C (4.2)

4.1.2 共形映射的例子

平移、伸缩与旋转

1. 向 h 方向平移 |h| 个单位:

z → z + h, h ∈ C

2. 逆时针旋转 φ 角:
z → eiφz

3. 伸长 c 倍:
z → cz, z ∈ R
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将扇形变成上半平面

z → zn, S = {z ∈ C : 0 < argz <
π

n
} → H, n ∈ N+

特别地，取 0 < α < 2π，则有

z → zα, H → S = {C : 0 < argz < απ}

注意到，这里需要选择 zα 的主支部分，即

zα = |z|αeiαθ, 0 < θ < π

将半圆盘变成 1
4
平面 定义全纯映射 f(z) = 1+z

1−z
。设 z = x+ iy，于是有

f(z) =
1 + x+ iy

1− x− iy
=

(1 + x+ iy)(1− x+ iy)

(1− x− iy)(1− x+ iy)
=

1− (x2 + y2)

(1− x)2 + y2
+ i

2y

(1− x)2 + y2

若限制 f 的定义域为 {z = x+ iy : |z| > 1, y > 0}，于是 Ref(z) > 0, Imf(z) > 0，因

此值域为 {w = u+ iv : u > 0, v > 0}。其逆映射表示为 g(w) = w−1
w+1
。

对于边界的变化情况，不妨记 z = eiθ，于是

f(z) =
1 + eiθ

1− eiθ
=
e−iθ/2 + eiθ/2

e−iθ/2 + eiθ/2
=

i

tan(θ/2)

注意到 θ 从 0 到 π，f(θ) 沿着虚轴从 ∞ 到 0。在看实轴，令 z = x，于是

f(x) =
1 + x

1− x

注意到 x 从 −1 到 1，f(x) 沿实轴从 0 到 +∞。

将上半平面变成带状区域 由于 log z 大范围内不是单值函数，由我们之前对多值
函数的讨论，只要割破非正实轴 (−∞, 0] 就能在 C 上定义单值的复对数函数。这
里我们为了突出几何性态，将定义域再缩小一些，即上半平面 H，它在对数映射下
的像为 log(H) = {w = u + iv : u ∈ R, 0 < v < π} ，即带状区域。事实上，若令
z = eiθ,−π

2
< θ < 3π

2
，有

log z = log r + iθ

它的逆映射就是指数映射，即 w → ew。
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4.2 Schwarz 引理与全纯自同构

4.2.1 Schwarz 引理

我们为 Riemann 映射定理的证明提供第一个工具。

引理 4.2.1 (Schwarz 引理). 设 f : D → D 为全纯映射，满足 f(0) = 0，那么

1. |f(z)| ≤ |z|, z ∈ D;

2. 若存在 z0(∈ D) 6= 0 使得 |f(z0)| = |z0|，那么 f 是一个旋转;

3. 有 |f ′(0)| ≤ 1，取等号当且仅当 f 是旋转。

证明. 1. 我们先对 f 在 0 附近作幂级数展开，注意到在整个 D 上是收敛的

f(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n + · · ·

由于 f(0) = 0，于是 a0 = 0，因此 f(z)/z 在 D 上是全纯的。若 |z| = r < 1，由

于 |f(z)| ≤ 1，我们有 ∣∣∣∣f(z)z
∣∣∣∣ ≤ 1

r

利用最大模原理，上述不等式对所有 |z| ≤ r 成立。再令 r → 1 即可。

2. 注意到 f(z)/z 在内部取到最大值，因而为常数，即 f(z) = cz。带入 z0 不难验

证 c = 1，因此 c = eiθ 只能为旋转。

3. 最后考察极限
lim
z→0

f(z)− f(0)

z
= f ′(0)

易知 |f ′(0)| ≤ 1，并且若取等号，则 f(z)/z 在 0 处取 1，由最大模原理可知为

常数，与 2. 同理。

4.2.2 圆盘的全纯自同构群

应用 Schwarz 引理，我们可以对圆盘的全纯自同构群做一个刻画。

定义 4.2.1. 称开集 Ω 到自身的共形映射为自同构，所有自同构构成的集合在映射复

合运算下构成一个群，称为 Ω 的全纯自同构群，记为 Aut(Ω)。
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下面我们来讨论开圆盘 D 的全纯自同构群 Aut(D)。由 Schwarz 引理，我们容易

验证旋转 rθz → eiθz 是它的一个全纯自同构。回忆练习2，Blaschke 因子是一种共形
映射，我们选取 |w| < 1，于是

ψw(z) =
w − z

1− wz

是 D 的全纯自同构。事实上，倘若我们选取边界 |z| = 1，于是 z = eiθ，那么有

ψw(e
iθ) =

w − eiθ

eiθ(e−iθ − w)
= −e−iθα

α

这里 α = w− eiθ，因此 |ψw(z)| = 1。由最大模原理，可得 |ψw(z)| < 1, ∀z ∈ D。最后，
我们发现 ψ2 := ψ ◦ψ = id，因此 Blaschke 因子是幂等的全纯自同构，并且作为 2 阶
群元素。另一个深刻的观察是:

ψw(0) = w, ψw(w) = 0

这说明 ψw 对换了圆心 O 与点 w，也一定程度上解释了幂等性。而开圆盘的全纯自同

构群仅由上述两种变换生成。

定理 4.2.1. 旋转与 Blaschke 因子是 Aut(D) 的生成元，即

Aut(D) =< rθ, ψw| 0 ≤ θ < 2π, |w| < 1 >

换言之，任一 f : D → D 的自同构必然形如

f(z) = eiθ
w − z

1− wz

证明. 假设 f 为任一开圆盘的全纯自同构，于是存在唯一一点 w ∈ D 使得 f(w) = 0。

现在我们考虑另一个自同构 g，满足 g = f ◦ ψw。那么 g(0) = 0，并且由 Schwarz 引

理可知

|g(z)| ≤ |z|, z ∈ D

此外还有 g−1(0) = 0，再对 g−1 应用 Schwarz 引理，可得

|g−1(α)| ≤ |α|, α ∈ D

注意到 α = g(z)，以上不等式其实为

|z| ≤ |g(z)|

因此 |g(z)| = |z|。这说明 g 是一个旋转，即使 g = eiθ，故 f(z) = eiθψw(z)。

若置 w = 0，可以得到以下推论:

推论 4.2.1. Aut(D) 中保持圆心 O 不动的全纯自同构只有旋转。

在定理4.2.1的意义下，倘若我们要讨论单位开圆盘 D 在全纯自同构下的变化情
况，除了旋转就是 Blaschke 因子自己; 而由上述讨论我们知道:Blaschke 因子从几何
上看就是将一个点与另一个点对换，换言之，将一个点传递到指定点处。因此，给定

单位开圆盘上任意两点 z, w，只要构造自同构 ψ = ψw ◦ ψz 即可将 z 传递到 w。
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4.2.3 上半平面的全纯自同构群

回忆我们在定理4.1.1中建立的单位开圆盘到上半平面的双全纯映射 F，下面来得

到上半平面的全纯自同构群 Aut(H)。事实上只要考察全纯映射

Γ : Aut(D) → Aut(H)

回忆群作用的知识，我们只要考察 φ 通过 Γ 的共轭作用，即 Γ 视为圆盘自同构 φ 的

一个特殊的泛函，于是有

Γ(φ) : F−1 ◦ φ ◦ F

不难发现 Γ(φ) 也是一个 D 上的全纯自同构，并且 Γ−1(φ) = F ◦ φ ◦ F−1。此外，可

以验证 Γ 是一个群同态，进而是群同构，因此 Aut(H) 与 Aut(D) 可视为同一个群。
我们通过 F 将圆盘的自同构拉回到上半平面的自同构，于是可以验证 Aut(H)中

的元素都形如以下特殊的线性变换:

z 7→ az + b

cz + d
(4.3)

这里 a, b, c, d ∈ R 且 ad − bc = 1。借用齐次坐标 z/1 将复平面 C 射影化，不难发现
上述变换可以写作 (

z

1

)
7→

(
a b

c d

)(
z

1

)
利用线性群的知识不难发现上述线性变换全体构成一个 2× 2 的特殊线性群，即

SL2(R) =

{
M =

(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}

于是给定一个特殊线性群的元素 (矩阵)M，我们可以定义一个分式线性变换

fM(z) =
az + b

cz + d

注记 4.2.1. 一个细节的观察是，Aut(H) 并不完全与 SL2(R) 同构。事实上我们发现
fM 与 fM 是一致的。因此，需要将 M 与 −M 视为一个元素，在此观点下我们得到
了一个商结构，即射影特殊线性群，记为 PSL2(R)。这是一个 Lie 群，拓扑结构被

SL2(R) 的结构作商后诱导。
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4.3 Riemann 映射定理

基本的问题是确定开集 Ω 的条件，以保证 F : Ω → D 全纯映射的存在性。几个
简单的观察是:

1. Ω 6= C。由 Liouville 定理可知 Ω = C 时 F 必为常数。

2. 从拓扑性质上看，Ω 必须是单连通的开子集。

综上所述，我们定义 C 上的真开子集 Ω，满足 Ω 6= ∅,C。

定理 4.3.1 (Riemann 映射定理). 设 Ω 为 C 的单连通真开子集，如果 z0 ∈ Ω，则存

在唯一的共形映射 F : Ω → D，满足

F (z0) = 0, F ′(z0) > 0

利用这个定理可以得到:

推论 4.3.1. C 上两个单连通的真开子集是全纯等价的。

注记 4.3.1. 事实上，关于共形映射理论，倘若将视角放到一般的曲面上，一个重要的
结果是: 所有的曲面都能够与平面建立共形映射，换言之，所有的曲面是共形的。这是
20 世纪中叶微分几何学的一个重要结果，陈省身先生于 1955 年利用单复变函数论的
技术估计了一个积分方程解的存在唯一性，证明了所有曲面上第一基本形式中等温参

数网的存在性，最终解决了这个问题，参见 Chern, S. S. (1955). An elementary proof
of the existence of isothermal parameters on a surface. Proceedings of the American
Mathematical Society, 6(5), 771-782.。

回到 Riemann 映射定理，我们证明的思路是: 首先穷尽所有单叶的全纯映射
f : Ω → D，满足 f(z0) = 0。希望选中其中一个 f 使得其像打满整个 D。而这要求
|f ′(z0)|尽可能得大，为做到这一点，我们需要从给定的函数列中提取 f 作为极限。以

下讨论这个问题。

4.3.1 Arzela− Ascoli 定理与 Montel 定理

定义 4.3.1. 设 Ω 为 C 中开子集，称一族全纯函数 F 为正规族，如果 F 中每个序列
都存在在 Ω 上内闭一致收敛的子列。

实际上，函数族是正规族的证明是依赖于两个性质的结果，即一致有界性与等度

连续性。
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1. 称函数族 F 在 Ω 的每个紧子集上是一致有界的，即内闭一致有界，如果对任意

Ω 的紧子集 K，都存在 B > 0 使得

|f(z)| ≤ B, ∀z ∈ K, f ∈ F

2. 称函数族 F 在紧集 K 上是等度连续的，如果对任意 ϵ > 0，都存在 δ > 0，对

任意 z, w ∈ K, |z − w| < δ，使得

|f(z)− f(w)| < ϵ, ∀f ∈ F

注记 4.3.2. 必须指出，等度连续性是一个很强的条件。它要求 δ 对自变量 z(一致连
续) 以及所有函数 (函数族一致性) 都具有一致性。

定理 4.3.2. 设 F 为 Ω 上全纯函数族，满足 F 在 Ω 上内闭一致有界，那么

1. F 在 Ω 的每个紧子集上等度连续。

2. F 是正规族。

注意到该定理由两部分组成:

1. 第一部分说明 Ω 上全纯函数族 F 的内闭一致有界性蕴含其在 Ω 的每个紧子集

上的等度连续性。证明需要应用 Cauchy 积分公式，因此这个事实依赖于全纯

函数的性质。

2. 第二部分本质上不依赖于全纯函数的性质，从证明中可以看出:F 是正规族仅源
于 F 的内闭一致有界性与等度连续性1。而在全纯意义下内闭一致有界性蕴含

等度连续性，因此全纯的情形我们直接有: 全纯函数族内闭一致有界蕴含正规。
这就是著名的 Montel 定理。

定义 4.3.2. 称开子集 Ω 的紧子集序列 {Kl}∞l=1 是一个 exhaustion，如果

1. Kl ⊂ Kl+1, l = 1, 2, · · ·

2. 对 Ω 的任一紧子集 K，都存在 Kl 使得 K ⊂ Kl。特别地，Ω ⊂
⋃∞

l=1Kl

引理 4.3.1. 复平面的任一开集 Ω 都存在 exhaustion。

下面我们来证明定理4.3.2。
1我们将这个事实称为 Arzela−Ascoli 定理，参见 [8] 的 P270-271。
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证明. 设 K 为 Ω 的紧子集。选择充分小的 r > 0 使得 D3r(z) ⊂ Ω, ∀z ∈ K。对

z, w ∈ K, |z − w| < r，再令 γ 为 D2r(w) 的边界曲线。由 Cauchy 积分公式可得

f(z)− f(w) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

[
1

ζ − z
− 1

ζ − w

]
dζ

注意到 ∣∣∣∣ 1

ζ − z
− 1

ζ − w

∣∣∣∣ = |z − w|
|ζ − z||ζ − w|

≤ |z − w|
r2

因此

|f(z)− f(w)| ≤ 1

2π

2πr

r2
B|z − w|

即

|f(z)− f(w)| < C|z − w|

注意到这里的 C 是一致的，蕴含了等度连续性。

对于第二个结论的证明是经典的，称为对角线法则。

Step1. 构造单一紧子集上的子列: 首先设 {fn}∞n=1 为族 F 中的序列且 K 为 Ω 的

紧子集。选择 Ω 中的稠密点列 {wj}∞j=1。由于 {fn} 是一致有界的2，于是存在子列

{fn,1} := {f1,1, f2,1, f3,1, · · · }使得其在 w1 上取值的常数列 {fn,1(w1)}∞n=1 是收敛的。在

{fn,1} 中选取使得 w2 处取值的常数列收敛的子列 {fn,2}; 以此类推我们得到收敛的常
数列 fn,j(wj)。

Step2. 证明子列一致收敛: 取 gn = fn,n，称为对角线子列。根据构造，易知

{gn(wj)}∞n=1, ∀j ∈ N+ 是收敛的。我们断言: 等度连续性蕴含 gn 在 K 上一致收敛。

对任意的 ϵ > 0，利用等度连续性的定义选择 δ。注意到紧集 K 可以被有限开圆盘

Dδ(w1), · · · , Dδ(wJ) 覆盖。选取充分大的 N，对 n,m > N，有

|gn(wj)− gm(wj)| < ϵ, j = 1, 2, · · · , J

于是，对任意 z ∈ K，必有 z ∈ Dδ(wj)，因此

|gn(z)− gm(z)| ≤ |gn(z)− gn(zj)|+ |gn(wj)− gm(wj)|+ |gm(wj)− gm(z)| < 3ϵ

这蕴含 gn 在 K 上一致收敛。这说明可以在每个紧子集 K 上找到 {fn} 的一致收敛
子列。

Step3. 构造每个紧子集上一致收敛的子列: 最后我们再一次使用对角线法则得到
一个子列使得对 Ω 上任一紧子集都一致收敛，即在 Ω 上内闭一致收敛。为此我们需

要使用 exhaustion 的概念。设 K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kl ⊂ · · · 为 Ω 的一个 exhaustion。
选取 gn,1 为 {fn}在 K1 上一致收敛的子列;再从 {gn,1}中选取在 K2 中一致收敛的子

列 {gn,2}，以此类推得到 {gn,l} 在 Kl+1 上一致收敛的子列 {gn,l+1}。最后选取对角线
子列 {gn,n}∞n=1 即可。

2蕴含列 {fn} 在每个 wj 上取值的常数列存在收敛子列。
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4.3.2 Riemann 映射定理的证明

我们先引入一个命题。

命题 4.3.1. 设 Ω 为 C 的一个连通开子集，若 {fn} 为 Ω 上单叶的全纯函数序列满足

在 Ω 上内闭一致收敛于全纯函数 f，那么 f 要么是单叶的，要么是常函数。

证明. 利用反证法。假设 f 不是单射，因而存在 a 6= b ∈ Ω 使得 f(a) = f(b)。定义

gn(z) = fn(z)− fn(a)，由 fn 是单射得到 gn 除 a 以外无其余零点，且 gn 内闭一致收

敛于 g(z) = f(z)− f(a)。若 g 不恒为 0，由 Ω 的连通性以及 b 为 g 的孤立零点可知

1 =
1

2πi

∫
γ

g′

g

其中 γ 为以 b 为圆心的小圆，使得 g|γ 6= 0，因此 1
gn
内闭一致收敛于 1

g
。于是

1

2πi

∫
γ

g′n
gn
内闭一致收敛于

1

2πi

∫
γ

g′

g

于是
1

2πi

∫
γ

g′

g
= 0

矛盾！

证明. Step1. 对开子集限制: 设 Ω 为 C 上任一单连通真开子集。我们断言 Ω 全纯

等价于以原点 O 为圆心的单位开圆盘 D。事实上，选择一个复数 α /∈ D，注意到
z − α|Ω 6= 0。因此我们可以定义一个复对数函数

f(z) = log(z − α)

利用定理2.1.7可知有指数化表示，即 ef(z) = z−α，故 f(z) 是一个单射。选取 w ∈ Ω，

注意到

f(z) 6= f(w) + 2πi, ∀z ∈ Ω

否则指数化上式，可知 f(z) = f(w)，这与 f 为单射矛盾3。考察映射

F (z) =
1

f(z)− (f(w)) + 2πi

由于 f 为单射，可知 F 也为单射。因此 F : Ω → F (Ω) 是共形映射。由上述讨论，

F (Ω) 有界。于是可以通过平移与缩放使得 F : Ω → D 是共形映射。

3事实上，我们能断言: 在复平面上 f(z) 严格分离于 f(w) + 2πi。即，存在以 f(w) + 2πi 为圆心的

小圆盘使得其中没有 f(Ω) 中的任何点。否则存在 Ω 上的点列 {zn} 使得 f(zn) → f(w)+ 2πi。我们指

数化这个关系，由指数函数的连续性可知 zn → w，而这蕴含 f(zn) → f(w)，矛盾！
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Step2. 构造共形映射: 由 Step1. 可以假设 Ω 为 D 内开子集且 0 ∈ Ω。考察

Ω → D(不一定满) 的全体单叶全纯映射构成的函数族 F，满足固定原点 O，即

F := {f : Ω → D|f(0) = 0, f 为单叶全纯映射}

首先注意到 F 非空 (由于 id 在其中)，并且一致有界。现在我们把问题转向寻找
f ∈ F 使得 |f ′(0)| 最大。利用 Cauchy 不等式，即不等式2.8可知 |f ′(0)|2 一致有界。
进而，令

s = sup
f∈F

|f ′(0)|

我们选择 F 的一个序列 {fn}使得 |f ′
n(0)| → s。由Montel 定理，即定理4.3.2可知，存

在子列在 Ω 上内闭一致地收敛到极限函数 f。由于 s ≥ 1(因为 id)，且 f 非常值映射，

由命题4.3.1可知 f 是单射。并且由极值原理可知 |f(z)| ≤ 1, ∀z ∈ Ω。利用最大模原理

可知 |f(z)| < 1(由开集性质)。因为连续性，有 f(0) = 0，于是 f ∈ F 且 |f ′(0)| = s。

Step3. 证明 f 是满射: 最后我们需要说明上述构造的 f 是一个共形映射，由于 f

已是单射，故只要验证 f 是满射即可。利用反证法。若不然，可构造 F 中的函数 g

满足 g′(0) > s。事实上，假设存在 α ∈ D 使得 f(z) 6= α。考察 Blaschke 因子

ψα =
α− z

1− αz

由于 Ω 单连通，故 U := (ψα ◦ f)(Ω) 也单连通。此外由于 f(z) 6= α，因而 0 /∈ U。因

此可以定义良性的平方根函数

g(w) = e
1
2

logw

进一步，考虑

F (z) = ψg(α) ◦ g ◦ ψα ◦ f

我们断言 F ∈ F。显然 F ∈ H(Ω)，F (0) = 0并且 F 是单射。定义平方函数 h(w) = w2，

一定有

f = ψα ◦ h ◦ ψ−1
g(α) ◦ F := Φ ◦ F

注意到 Φ : D → D 以及 Φ(0) = 0。由于 h 可知 F 不是单射。

最后利用 Schwarz 引理，即引理4.2.1，有 |Φ′(0)| < 1。我们注意到

f ′(0) = Φ′(0)F ′(0)

因此

|f ′(0)| < |F ′(0)|

这与 |f ′(0)| 在 F 中的极大性矛盾！故 f 是满射。选取适当的旋转，使得 f ′(0) > 0，

最终完成了证明。
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本章中的内容我们只作简介，有兴趣的读者可以阅读相关书籍。

5.1 Dirichlet 定理与 L 函数简介

本节我们介绍 Dirichlet 定理与解决这个问题首创的技术，即 L 函数，内容上参

考了 Stein, E. M. , & Shakarchi, R. . (2003). Fourier Analysis: An Introduction. 世界
图书出版公司北京公司. 的最后两章，在笔者的微信公众号中有一些描述，可以参考:

Dirichlet 定理证明的启发与思考——解析数论的起源

数论学家 Legendre 曾提出过一个猜想，最终被 Dirichlet 利用解析数论的工具证
明，下面我们将这个猜想叙述成定理的形式:

定理 5.1.1 (Dirichlet 定理,Dirichlet). 设 q, l 为互素整数，则形如 qk + l, k ∈ Z 的数
中有无限个素数。

从历史上看，Dirichlet 关于猜想的证明思路上来源于 Euler 的工作，即 Euler 乘

积公式:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=
∏

p为素数

1

1− p−s
(5.1)

这个公式建立了函数与素数序列的本质联系，稍加修改就能导出现代解析数论的

基本研究对象——L 函数。如我们上文所言，提出 Dirichlet 定理作为猜想的第一个

数学家是 Legendre(所以我在小标题中称这是“Legendre 猜想”)，他的原始思想是利
用这个定理证明二次互反律；但是第一个证明后者的数学家是 Gauss，他没有过分重
视二次互反律与“Legendre猜想”的联系并且在之后给出互反律许多不同的证明，从

这里我们也能预测 Dirichlet 定理联系了数论不同细分邻域。最后，伟大的 Riemann
把 zeta 函数推广到复平面 (我们已经看到)，并且指出这个函数的 non-vanishing 问题
在素数分布中的核心地位，为后来数学家证明素数定理铺垫了引导性的工作。

我们从一个古老的问题出发，介绍不同处理数论问题的方法。

定理 5.1.2 (素数无限猜想). 素数有无穷多个。
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两千年前 Euclid 就证明了这个猜想。证明的方法简洁而有力，但不能称为“完
美”(因为对类似问题有一定局限性)。

证明. 思路是假定素数有穷，不妨假设 p1, p2, · · · , pn 那么多个，于是

N = p1p2 · · · pn + 1

必为合数，但其没有素因子，矛盾！

Eucild 方法无疑解决了这个问题，但倘若我们进一步发问：

定理 5.1.3. 奇素数 mod 4 意义下被分成两类——4k + 1, 4k + 3(k ∈ Z)，这两类中
的素数各自都有无限个。

这其实是 Dirichlet 定理的特殊情形，但 Euclid 方法只能解决 4k + 3 型的问题，

只要类似构造

N = 4p1p2 · · · p)n+ 3

并且注意到的 4k+1 两个数相乘保持结构即可；但对 N = 4p1p2 · · · pn +1 失效 (读者
自行尝试)！这宣告了利用古典数论技术解决这个猜想的失败。于是我们将视角拉回
到最先提出的 Euler 乘积公式。

我们对公式5.1的两边取对数，可以得到如下估计∑
p

1

ps
+O(1) = log ζ(s)

这直接蕴含

命题 5.1.1. 级数
∑

p
1
ps
发散。

进而素数有无限个。

注记 5.1.1. 不难发现，Euler 乘积公式在解决一系列问题上比 Euclid 方法更具优势，
同时，可以通过修正 Euler 乘积公式来创造新的工具，它更富有柔性。这时注意到公

式本身确实只能用于“素数无限”的论证，无法解决“4k + 1 型素数无限”的问题，

这体现了原始工具的局限性，启发我们修正这个工具，它的柔性就体现在这里：修正

是容易想到的 (读者不妨试一试)。

类比 Euler 的原始思想，只要证明:

命题 5.1.2. 级数
∑

p≡1(mod4)
1
ps
发散。
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蕴含以上小问题成立。

我们构造一个特征函数:

χ(n) =


0 当 n 为偶数

1 当 n = 4k + 1

−1 当 n = 4k + 3

(5.2)

为此我们定义 L 函数为

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
(5.3)

进而

logL(s, χ) =
∑
p≡1

1

ps
−
∑
p≡3

1

ps
+O(1) (5.4)

容易通过以上级数的敛散性解决上述小问题，这里就不赘述了。

我们回到一般形式的 Dirichlet 定理，目前已经可以断定，要解决这个问题需要

进一步修正先前定义的 L函数，得到一个一般化的结果。为此我们需要利用有限 Abel

群的复表示以及其上的 Fourier 变换来得到特征函数 χ，具体可以参见 Stein, E. M.
, & Shakarchi, R. . (2003). Fourier Analysis: An Introduction. 世界图书出版公司北
京公司. 利用一般化的特征函数可以定义一般的 L 函数，使得其能够解决任意形式的

素数问题。但遗憾的是，这里我们得到的 L 函数一般都是复变函数，取对数尝试估

计时就会碰到复对数函数的情形，事实上我们在复分析中能够彻底地严格讨论这件事

情，篇幅原因这里不再赘述。
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5.2 整函数的性态

本节中主要讨论全局范围下的全纯函数性态，即整函数，我们主要关心如下三个

问题:

1. 这类函数的零点情况如何？我们将会看到一个充要条件: 若 {zn} 为 C 上没有极
限点的点列，那么存在以这个点列为零点的整函数。事实上这个现象的猜测来自

于 sin πz 函数的 Euler 乘积公式的启发，回忆 [6] 的 P142-144; 谢惠民. (2005).
数学分析习题课讲义. 下册. 高等教育出版社. 的 P31-32。我们将得到一个更一
般化的乘积公式，即 Weierstrass 无穷乘积公式1。

2. 这类函数是如何增长的？在分析中我们绕不开所谓阶的概念，因此这里会引入
整函数的阶。回忆代数基本定理，即推论2.3.1，可以发现多项式的次数与其零
点个数是一致的。这是一个值得留意的观察！事实上，我们能够断言: 整函数的
阶约高，所含零点个数越多。为此我们将叙述 Jesen 公式，它蕴含了圆盘上函

数零点个数与函数在圆周上对数均值之间的深刻联系。

3. 这类函数多大程度上被其零点确定？我们能够证明如果整函数具有有限阶的
增长速度，那么这个这个整函数可以被它的零点 (乘上一个因子) 所确定，即
Hadamard 因子分解定理。

Jensen 公式 首先我们叙述这个重要的公式。

定理 5.2.1. 设 Ω 为包含圆盘 DR 闭包的开集。令 f 为其上全纯函数，满足 f(0) 6= 0

且在圆周 CR 上恒不为零。如果 z1, · · · , zN(计重) 为其在圆盘内的零点，那么

log |f(0)| =
N∑

n=1

log
(
|zn|
R

)
+

1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ (5.5)

为了刻画上述公式与函数零点个数的关系，我们记 #f (r) 为函数 f 在圆盘 Dr 内

的零点个数。于是我们有引理

引理 5.2.1. ∫ R

0

#f (r)
dr

r
=

N∑
n=1

∣∣∣∣Rzn
∣∣∣∣

利用这个公式，我们可以将等式5.5改写为∫ R

0

#f (r)
dr

r
=

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ − log |f(0)| (5.6)

观察这个公式，可以发现: 范围越广，零点个数越多; 函数增长越快，原点 O 处值越

小，零点越多。

1事实上我们在数学分析中早已见到了实数版本的形式，参见谢惠民. (2005). 数学分析习题课讲义.
下册. 高等教育出版社. 的 P28-34。



第五章 额外的选题 71

有限阶整函数 这里我们需要引入阶的概念。

定义 5.2.1. 设 f 为整函数。如果存在正数 ρ 以及常数 A,B > 0 使得

|f(z)| ≤ Aexp(B|z|ρ)

则称函数 f 具有 ≤ ρ 的增长阶，记 ρf 为其增长的阶，其中

ρf = inf ρ

定理 5.2.2. 设整函数 f 具有 ≤ ρ 阶的增长速度，那么

1. 对常数 C 以及充分大的 r，有 #f (r) ≤ Crρ;

2. 若 z1, z2, · · · 为 f 的零点，且 zk 6= 0。那么对任意 s > ρ 都有

∞∑
k=1

1

|zk|s
<∞

Weierstrass 无穷乘积 回忆无穷乘积
∞∏
n=1

(1 + an)

与级数 ∑
|an|

之间的敛散性关系。参见 [6] 的 P140-142; 谢惠民. (2005). 数学分析习题课讲义. 下
册. 高等教育出版社. 的 P28-34。我们有

sin πz
π

= z
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
(5.7)

受等式5.7的启发，记

E0 = 1− z, Ek = (1− z)z+z2/2+···+zk/k, k ≥ 1 (5.8)

为典范因子。于是可以定义 Weierstrass 无穷乘积为

f(z) = zm
∞∏
n=1

En(z/an) (5.9)

Hadamard 定理 最后我们叙述 Hadamard 因子分解定理:

定理 5.2.3 (Hadamard 因子分解定理). 设 f 为整函数且具有 ρ0 的增长阶。其中 ρ0

满足 k ≤ ρ0 < k + 1, k ∈ Z。如果 z1, z2, · · · 为 f 的零点，那么

f(z) = eP (z)zm
∞∏
n=1

Ek(z/an)

其中 P (z) 是小于等于 k 阶的多项式，m 是函数 f 在 z = 0 点的零点阶数。
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5.3 多复变函数与复流形简介

2 我们在前面章节讨论的都是单复变函数的全纯函数的问题，事实上这套体系在

20 世纪以后逐渐走向成熟。于是我们考虑从单复变的问题中开发出一个更一般的领
域，即多变量的复变函数问题。这将引发一个自然的问题: 当复变量增加到两个及以
上时，所谓的多复变全纯函数是否保持原先全纯函数的良好性质？1906年 Hartogs发
现在 n个复变量的空间中存在一种区域，这种区域中的每一个全纯函数都可以解析延
拓到比它更大的区域上去，这在单复变函数论中是不可能的3，我们将这种现象称为

Hartogs 现象。由此立即可得，多复变函数的零点不是孤立的。由此可见多复变函数

具有与单复变截然不同的性质，以至其逐渐成为现代数学研究的主流方向之一。

我们用 Cn 表示 n 个坐标都是复数的 n 维向量的集合，即

Cn := {z = (z1, · · · , zn)|zi ∈ C, i = 1, 2, · · · , n}

将 Cn 视为 R2n，那么加法与数乘都是自然定义的，同理模长定义为

|z| =
√
|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |zn|2

Cn 上两类有界区域我们要留意: 以 a 为中心，r 为半径的多圆柱和以 a 为中心 r

为半径的球。它们分别是

P (a, r) := {z||zi − ai| < ri, i = 1, 2, · · · , n}

B(a, r) := {z|
n∑

i=1

|zi − ai|2 < r2}

特别地，取 a = 0, r = 1，我们有单位多圆柱，记为 Un；与单位球，记为 Bn。

注记 5.3.1. 必须指出的是:Riemann 映射定理对多复变函数不成立，例如 Poincare

定理:Un 与 Bn 之间不存在双全纯映射。

复流形 下面我们介绍复流形，有兴趣的读者可以参考几何学大师陈省身先生的著作

Chern,S.S. (1979). Complex manifolds without potential theory.。
回忆微分流形 (参见 [7])，我们要定义一个流形结构首先需要带有“良好”拓扑结

构的集合，使得它成为一个拓扑流形，但是不同的是我们需要将流形的坐标卡与 Cn

的开集发生同胚。

定义 5.3.1. 称一个 Hausdorff 空间 Mm 是一个复流形，如果其一个覆盖坐标卡中

的每一个坐标邻域都同胚于 Cm 的一个开集，并且每两个坐标邻域间的转移函数是全

纯的。

2笔者对多复变函数理论了解不多，如有错误请指出。
3事实上复平面上任何单连通开集都存在一个不能解析延拓到这个开集之外的全纯函数，这样的开

集称为全纯域。



附录

复数的另外一些有趣性质

复数两种表示的说明 我们对第一章中复数的表示多说几句，注意到复数有两种刻

画，分别是坐标刻画 z = a + bi 和极坐标刻画 z = reiθ。事实上这两种刻画在大部分

情况下是等价的，我们有微分同胚 σ : C∗ → C∗，其中x = r cos θ

y = r sin θ
(5.10)

并且可知其 Jacobian 行列式为 r。

复数的矩阵表示 我们曾在引入复数的时候确定了它的代数结构，即 R−交换代数，下

面通过矩阵子代数的方式从另一角度刻画这个结构。记 H =

{(
a −b
b a

)
| a, b ∈ R

}
，

容易验证其构成 R 上的二维交换代数，构造映射

φ : C → H

满足

a+ bi 7→

(
a −b
b a

)
这显然是一个代数同构，即 C ∼= H。利用第一章中的断言可知 H 作为 2 × 2 矩阵代

数的子代数，其结构是唯一确定的。

复数开平方 了解到复幂函数一般不是单叶函数，因此其逆映射一般是多值函数，参

见 [9] 的 P56-59 和 62-65。事实上对复数开平方足见丰富的性质，这里我们稍加阐述，
具体可以参考 [3] 的 P3-4，以及 [4]。首先注意到

(x+ yi)2 = a+ bi

73
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对比上式的实、虚部，我们有 x2 − y2 = a

2xy = b
(5.11)

于是只要从上式中解出 x, y 即可，一般来说二次的方程会有多根的情况，因此我们需

要小心处理，观察到

(x2 + y2)2 = (x2 − y2)2 + (2xy)2 = a2 + b2 (5.12)

从上式中我们可以得到许多丰富的数论结果，事实上这可以得到无穷多对勾股数。回

到复数上，我们得到关于平方的“线性方程组”x2 + y2 =
√
a2 + b2

x2 − y2 = a

于是有 x2 = 1
2
(a+

√
a2 + b2)

y2 = 1
2
(a−

√
a2 + b2)

最后注意到复数 x+ yi 的实、虚部 x, y 之积为 b
2
，因此 b 刻画了 x, y 的符号，因

此有一般的表达式，即 b 6= 0 时

√
a+ bi = ±

√a+
√
a2 + b2

2
+ i

b

|b|

√
−a+

√
a2 + b2

2

 (5.13)

关于复数代数结构的一个注记

从代数结构4上看, 我们发现 C ∼= R2 在以下前 4 条性质下构成一个 R− 交换代
数:

1. 结合律

2. 存在单位元

3. 双线性性

4. 交换律

5. 对非零元可逆

并且可以断言:
4读者容易判断, 因此这里我们不赘述性质属于加法还是乘法.



第五章 额外的选题 75

1. 若 R2 上一个二元运算满足以上 5 条, 则其必同构于 C;

2. 若 R3 上一个二元运算满足以上前 4 条, 则其必存在零因子;

以上断言 1. 保证复数域代数结构被唯一确定,2. 宣告了“三元数”是不存在的. 事实
上, 我们构造 R2 上“代数”结构的方式具有普适性, 可以在 R2k , k ∈ N 上建立类似
的结构, 例如在 R22 上建立的四元数, 是一个非交换代数,R23 上建立的八元数 (也称
Cayley 数) 等等, 它们统称为 Clifford 代数. 关于复数域代数上的合理性, 有兴趣的
读者可以参考 [3, 4].

Cauchy −Riemann 方程的另外两种推导

我们在第一章中通过引入微分算子的方式推导了 Cauchy−Riemann 方程，它分

别有复与实两种形式。下面通过另外两种不同的方式推导这个方程，为此我们断言:

1. 从分析上看，Cauchy − Riemann 方程来自于复变函数完善复可微性的“无奈

之举”; 或者视为刻画实可微与复可微差距的一个量 (见公式1.8)。

2. 从代数上看，Cauchy −Riemann 方程来自于复数域 C 本身的代数结构。

3. 事实上从更进一步的观点看，我们将在偏微分方程和调和分析理论中看到:Cauchy−
Riemann 方程是一对共轭调和函数组合的结果 (见公式1.13)。

复可微的定义 回忆第一章中对复可微的定义 (见公式1.6)，注意到增量 ∆z 可以从

不同方向趋向 z0。特别地，我们选取从实轴与虚轴两个方向 (参见 [3] 的 P24-25)。于
是有

f ′ =
∂f

∂x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
以及

f ′ = lim
k→0

f(z + ik)− f(z)

ik
= −i∂f

∂y
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y

对比两式立即得到 Cauchy −Riemann 方程。

复数域 C 的代数结构 将 f 视为双变量的向量值函数，即(
x

y

)
→

(
u(x, y)

v(x, y)

)
利用复可微的定义可知(

u(x, y)

v(x, y)

)
=

(
u(x0, y0)

v(x0, y0)

)
+

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)(
x− x0

y − y0

)
+ ◦(z − z0)

由之前的讨论，我们知道 C ∼= H，利用反对称性立即得到 Cauchy−Riemann方

程。
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