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第一版前言

几何学始于 Euclid的著作 Element,即《几何原本》.中文中“几何”一词来源于
“Geometry”1,最早由李善兰翻译.最初人们对几何学的认识是图形的变换与关系2,而
由 Euclid 创造性提出的五条公理建立的公理化几何体系奠定了此后 2000 多年的几何
发展, 即在公理的基础上谈几何, 我们所有的结论本质上来自于五条公理. 之后古典几
何学的研究大多集中在平面欧式几何上, 从简单的公设或条件中推出优美的定理成为
大多数几何学家的研究标准, 期间涌现了一大批优秀的证明技术, 这是欧式几何的范
畴. 几何学的第二次发展始于 Decartes 建立的坐标系, 人们首次实现了将几何对象解
析化, 我们开始使用函数的工具来刻画几何, 这是解析几何的范畴. 其中非常著名的工
作是关于代数曲线与二次曲面的研究, 前者直至今日仍是代数几何中困难的问题. 为
解析方法进一步注入动力的技术是微积分. 利用微分的工具我们可以讨论曲线、曲面
的弯曲, 它们本质上是函数的二阶导数所致; 而积分的工具使得我们可以丈量曲线与
曲面的一些度量结构, 例如弧长、角度与面积.

而以上这些严格来说不能作为古典微分几何的范畴, 事实上微分几何真正成为研
究的热潮始于 Gauss 于 1827 年发表的论文——《关于曲面的一般研究》.Gauss 在论
文中总结了前人的研究结果, 尤其是 Euler 于 1776 年的结果, 即 (无脐点) 曲面上曲
线曲率最大与最小值相互垂直, 并且创造性地提出了 Gauss 映射的概念. 古典微分几
何的局部理论研究方法大体上可以分成两类, 即内蕴几何与外蕴几何. 前者由曲面的
第一基本形式诱导, 它表示曲面不依赖于其嵌入何种空间, 而是将曲面本身作为一个
空间来研究其上的度量结构, 一个震撼的结果就是:Gauss 曲率是内蕴的, 即 Gauss 绝

妙定理.后者将曲面视为三维欧式空间的嵌入子流形或子集,意图从高维的视角下“俯
视”曲面的弯曲情况, 由此导出的第二基本形式是一个外蕴量, 这是我们第一、二、三
章主要讨论的对象.

然而以上的讨论只限于对局部的曲面. 陈省身先生曾说: 微分几何每个局部的结
论必须有一个整体的结果.换言之,我们在第一、二、三章中只讨论这套理论的“入门”
, 全然没有进入微分几何的殿堂. 一般而言, 整体微分几何的研究是局部理论加上合适

1源自希腊语“geometria”, 意为测量地球或土地.
2在变换的观点下谈几何, 这个观点历久弥新,Klein 在 Erlanger 大学的演讲中提出了这种几何学的

视角, 参见 [6].
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的拓扑结果, 例如连通性和紧致性最终推出一个整体的结果. 迫于时间压力, 我在第一
版中只整理了整体理论的整体平面曲线、曲面的整体 Gauss − Bonnet 定理. 后续我
会另起一章将其他有趣的整体问题整理上去, 可以考虑的选题有:

1. 凸闭曲线

2. 空间曲线的某些整体性质

3. Poincare − Hopf 指标定理与 Jacobi 曲线定理

4. 球面的刚性:Liemann 定理

5. 凸曲面与积分公式

6. Minkowski 问题和 Cristoff 问题的唯一性

7. 全平均曲率与 Willmore 能量

8. Hilbert 定理

9. 极小曲面的 Bernstein 定理

从学习者的角度来看, 本科时整个微分几何与黎曼几何的学习往往大部分时间是
在接受一套几何学的语言. 语言被基本接受了, 结果一个学期的课时也所剩无几, 这是
比较尴尬的地方. 事实上, 学习微分几何或黎曼几何基本的语言只是认识这个领域的
第一步, 我们的目的是利用这套语言去解决问题,19 世纪与 20 世纪在曲面理论上有很
多优秀的工作, 都是以微分几何基本的语言为框架, 施以合适的工作最终解决一个问
题. 但是大部分时候我们的学习总是拘泥于“输入”而不尝试“输出”, 因此, 在真正
学习的过程中, 我们希望利用基本的工具去计算一些经典的例子, 将一些“习题”视为
projects 独立解决 (或许可以考虑推广它).

为求叙述的精简, 我只呈现了证明中多数非平凡或者关键的观察, 部分细节留给
读者自行补充. 因此, 这份小册绝不适合初学古典微分几何的学生, 但是适合已经学过
一轮微分几何的学生作为复习资料或者粗略了解微分几何历程的读者. 关于微分几何
的初学者, 我推荐 [16, 12, 3, 7] 这几本书作为参考教材, 其中第一、二本是我初学微分
几何时使用的教材, 第一本叙述上及其详尽, 还有配套的习题册; 第二本在幺正标架法
上的叙述是经典的, 其中整体部分也有选讲, 对几何学真正感兴趣的学生不要错过. 第
三本我没有系统读过, 但是不少老师推荐过这本教材; 第四本严格来讲不是纯古典理
论的教材, 利用很少的篇幅涵盖了内蕴几何、二维黎曼几何等内容, 很多问题上做到
了一般化, 初学者阅读还是很困难的. 在初步学习了古典微分几何的学生可以尝试阅
读 [13] 的第零、一、二、三章. 微分几何的后续课程是黎曼几何, 但是现代黎曼几何
的叙述都在黎曼流形上, 因此我们建议此后以微分流形作为二者之间的“前置”课程,
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这里我推荐 [2, 17, 15, 8, 9]. 其中第一、二本是我初学的教材, 第一本的叙述及其入门
且不厌其详, 读者若对微积分与基础拓扑的基础有自信可以跳过其中一些章节的叙述;
第二本在内容上是非常冗杂的, 读者若仅掌握微分流形基本的语言, 可以选择性地略
读一些章节. 第三本书是陈省身先生的著作, 但叙述语言与章法略显晦涩, 不适合初学
者阅读, 但是可以作为参考资料查阅. 最后两本都是 John.Lee 的著作, 分别是拓扑流
形与微分流形. 最后, 黎曼几何的教材可以参考 [11, 14, 4].

笔者于 2023-2024 春夏学期在浙江大学旁听了盛为民老师的微分几何课程, 整理
出了一份听课笔记; 同年在本科学校杭州师范大学组织了微分几何的讨论班, 参考了
中国科学技术大学刘世平老师的备课讲义, 同时每次汇报的同学会手写一份报告讲义.
这份小册主要整理自这两份笔记和报告讲义. 此外, 笔者同年在本科学校旁听了许智
源老师的微分流形课程以及参加了李彦霖老师的奇点理论讨论班, 各汇报了两次. 由
于古典微分几何是后续几何学的基础, 因此我希望将一些高观点的东西提前在古典
部分叙述, 例如微分流形的观点与黎曼几何中内蕴几何的想法. 于是在讨论适当的地
方我将一些后续几何学的叙述顺便带入了进去, 以便将来在将来学习前沿的几何时有
“蓦然回首, 那人却在灯火阑珊处”之感.

我整理这份小册受到了不少老师的支持. 特别感谢盛为民老师在课程中为我解答
了不少疑问, 同时为我整理的听课笔记给予了鼓励; 许智源老师担任了我们微分流形
与黎曼几何讨论班的指导老师, 为我汇报中提出的疑问提供了解答, 同时指出了报告
中的错误; 李彦霖老师为我整理这份小册提供了 LaTex 上的技术支持, 并且审核了部
分稿件, 提出了一些逻辑上的错误. 许多同学为我撰写这份小册提供了帮助, 特别感谢
方一洲、李婧 (研究生)、卢贤衍等同学.由于我对微分几何的认识粗浅,笔记当然不能
与经典的微分几何的教材媲美, 希望读者对其中的不妥之处提出意见, 万分感激！

注 本小册会根据读者的反馈和笔者的回顾不定期更新, 如需获取最新版本, 可以到
我的主页下载:

https : //zhenye−math.github.io/

作者：钱振烨

2024 年 6 月 21 日

https://zhenye-math.github.io/
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第一章 局部曲线理论

引言 古典微分几何学的开篇永远是 (局部) 曲线论. 在现代几何观点下, 所谓 (局部)
曲线是指同胚于 interval 的一段“弧”, 或者说 1 维的流形. 它被认为是“最简单的”
几何对象, 因而许久以前的数学家就热衷于研究它:

1. 从 Apollonius 的《圆锥曲线》伊始, 人们研究的是简单的二次、三次曲线, 并且
使用 Decartes 的坐标系建立的基本的函数工具可以刻画这些曲线, 这是最早解
析几何的范畴, 读者在中学就初步认识了它们并且在本科一年级利用线性代数
的工具可以完成进一步的刻画, 而我们的微分几何局部理论的基本工具是离不
开解析几何的.

2. 一直到微积分的建立, 人们开始利用微分的工具研究曲线, 这是我们的视角不再
局限于代数曲线而转向一般的曲线, 所使用的刻画方式是多样的, 例如函数、隐
式方程和参数法. 局部理论中主要使用参数法来刻画曲线, 我们将知道所谓曲线
就是 interval 被同胚映射到某个空间, 而参数就是用来示踪这样的映射. 几何中
非常关心一类在“更换示踪变量 (参数) 和参考系 (空间标架)”下不变的量, 我
们称几何量. 在曲线理论部分最重要的几何量便是弧长与曲率, 其中后者利用微
分的工具可以得到完美的刻画.

3. 随着微分学对曲线研究的深入, 积累的成果更多, 人们希望建立研究曲线独特的
工具, 而且这类工具最好是研究几何“本身”的, 不依赖于外界空间, 因此, 标架
法应运而生. 在空间曲线中, 一个极重要的观察是: 当我们选取弧长参数时, 将曲
线对其微分后得到的切向量是单位的, 再微分得到的向量与切向量垂直, 再施以
叉乘得到一组幺正标架. 这使得我们具备了曲线本身的“内蕴坐标系”, 并且曲
线的曲率与挠率可以被这组标架及其微分唯一刻画,换言之:可以将 (局部)空间
曲线视为“曲线× SO3”的标架丛, 并且丛关于曲率挠率的微分方程局部唯一地
确定了一条空间曲线1. 这是曲线论基本定理.

1利用常微分方程的理论, 只要曲率与挠率函数连续可微就可以做到. 而在曲面论中, 我们就不那么
幸运了, 需要对应的微分方程满足“可积性条件”.

1



第一章 局部曲线理论 2

1.1 E3 中的曲线

1.1.1 回顾

取 E3 中的幺正标架 {O;E1,E2,E3}, 对任一向量 x ∈ E3, 有线性表示2

x = xiEi (1.1)

倘若 x 为关于单参数 t 的向量值函数, 则公式1.1表示为 x(t) = xi(t)Ei, 其中 xi(t) 称

为 x(t) 的第 i 个分量函数. 向量值函数 x 的可微性由每个分量函数特征, 即

x′ =
dx
dt

=

(
dx1

dt
,
dx2

dt
,
dx3

dt

)
(1.2)

称 x′ 为 x 在 t 处的切向量. 同时, 定义模长为

|x′| =
∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ =

(
3∑

i=1

(
dxi

dt

)2
) 1

2

定义 1.1.1. 称可微同胚 x : I(⊂ R) → E3 为 (局部) 正则曲线 (一般记为 C), 如果切
向量 x′ 非零.

切向量非零点称正则点,否则称奇点.事实上“正则点”的定义可视为一般 (微分)
流形间可微映射的特殊情况, 本质上表示可微映射的切映射非退化3, 会在流形理论中
详细展开, 有兴趣的读者可以自行翻阅.

例子 1.1.1. 显然曲线 x = (t3, t2, 0) 在 (0, 0, 0) 处奇异, 俗称尖点, 如下图.

−100 −50 50 100
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2这里 xiEi :=
∑3

i=1 x
iEi, 称为 Einstein 求和约定.

3即“大范围”的浸入或“小范围”的嵌入, 更多涉及流形的说法我们留给后续的课程.
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1.1.2 弧长与弧长参数

设正则曲线 C 的参数化 x : I = [0, 1] → E3, 区间 I 的分割 T 为 0 = t0 < t1 <

· · · < tn = 1. 令 ||T || = maxi{ti − ti−1}, 考察 Riemann 和

L(x, T ) :=
n∑

i=1

|x(ti)− x(ti−1)| (1.3)

等式1.3两边对 ||T || 取极限, 称曲线 C 可求长, 如果存在极限

s := lim
||T ||→0

L(x, T ) = lim
||T ||→0

∑
i

|x(ti)− x(ti−1)|
ti − ti−1

(ti − ti−1)

其中 s 称 C 的弧长, 写成变上限积分为

s(t) =

∫ t

0

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ dt (1.4)

两边对 t 求导, 可得
ds

dt
=

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ (1.5)

注记 1.1.1. 物理上看, 等式1.5表示瞬时速率在数值上等于瞬时速度.

考虑另一参数 τ . 方面起见, 取微分同胚 t = t(τ), 考察公式1.4

s(t) =

∫ t

0

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ dt = ∫ τ

0

∣∣∣∣dxdτ · dτ
dt

∣∣∣∣ dtdτ dτ =

∫ τ

0

∣∣∣∣dxdτ
∣∣∣∣ dτ

若以弧长 s 为参数, 由等式1.5可知 ∣∣∣∣dxds
∣∣∣∣ = ds

ds
= 1

因此切向量是单位向量; 反之, 取单位切向量, 我们有

s(t) =

∫ t

0

dt = t

总结以下命题.

命题 1.1.1. 弧长参数 s 特征了单位切向量.

考虑另一组幺正标架 {O; e1, e2, e3}, 显然过渡矩阵正交, 记为 T = (tji ), 使得

yj = tjix
i
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其中 x = xiEi = yjej. 考察弧长∫ t

0

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣ = ∫ t

0

(
3∑

j=1

(
dyj

dt

)2
) 1

2

dt

=

∫ t

0

(
3∑

j=1

(
tji
dxi

dt

)2
) 1

2

dt

=

∫ t

0

(
3∑

i=1

(
dxi

dt

)2
) 1

2

dt

= s(t)

第三个等号利用 TTT = I可得.因此弧长 s(t)与参数和标架4的选取无关,是一个几何
量5.

1.1.3 曲率与挠率

为作区分, 往后对弧长参数求导, 默认使用 Newton 记号, 即 ẋ := dx
dt

, 切向量用 T

表示. 选取弧长作为参数, 切向量被单位化, 于是“变化”仅体现在方向上, 随之可以
定义“弯曲”.

定义 1.1.2. 称曲线 C 切向量 T 在 s 处的“变化率”κ := |Ṫ |(= |ẍ| > 0) 为曲率.

注意到 T · T = 1, 两边对 s 求导, 可知 T · Ṫ = 0, 即 T⊥Ṫ .

定义 1.1.3. 若 κ 6= 0, 在 Ṫ 的方向上取单位向量 N , 称为主法向量, 取 B = T ×N 为

从法向量, 于是在 s 处给定幺正标架 {O;T,N,B}, 称为 Frenet 标架.

由定义可知 Ṫ = κN , 一般称为曲率向量. 光滑与正则性良好时,Frenet 标架可微
地依赖于 s. 当 κ 6= 0 时,N,B 被唯一确定, 我们有

1. 注意到 T · B = 0, 两边对 s 求导可得 T · Ḃ = −(κN) · B = 0, 即 Ḃ⊥T .

2. 又注意到 B · B = 1, 两边对 s 求导可得 Ḃ · B = 0, 即 Ḃ⊥B.

因此 Ḃ⊥span{T,B}, 故 Ḃ //N6, 我们引出如下定义.

定义 1.1.4. 若 κ 6= 0 令 Ḃ = −τN , 称 τ 为曲线的挠率7.
4以后我们验证几何量都不再关心标架的选取, 一般都是无关的, 这一点在微分流形课程中会有更严

格的叙述.
5与标架和参数选取无关的量, 称为几何量.
6这个关系直接通过几何作图就可以观察出来, 只要注意到 B 本身与 T 垂直以及其导向量与自己垂

直, 这里只使用内积严格说明.
7挠率具有直观的几何含义, 表示曲线在空间中的“挠动”程度, 即离开密切平面的速度, 参见节1.3.
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下面考察弧长参数下曲率与挠率的计算. 由定义易知

κ = |ẍ|

对 Ḃ = −τN , 两边内积 N , 可得

τ = −(T, Ṅ ,N) (1.6)

又 N = 1
κ
Ṫ , 两边对 s 求导可得

Ṅ =
˙(1

κ

)
Ṫ +

1

κ
T̈ (1.7)

将等式1.7带入公式1.6有
τ =

1

κ2
(T, Ṫ , T̈ )

即

τ =
(ẋ, ẍ, ...x )

|ẍ|2 (1.8)

例子 1.1.2. 考察圆周 S1, 弧长参数表示为 x = (r cos s
r
, r sin s

r
, 0), 计算曲率

κ = |ẍ| ≡ 1

r

可见圆周的半径越大, 曲率越小, 符合我们对曲率几何直观的设想, 并且引入以下
定义.

定义 1.1.5. 称 ρ = 1
κ
为曲率半径,x + ρN 为曲率中心.

下面说明曲率和挠率为几何量. 取两个幺正标架 {O,E1,E2,E3} 和 {O′, e1, e2, e3}.
曲线 C 的表示分别为 x1 = xiEi 和 x2 = yiei, 存在刚体变换使得

x2 = Ax1 + b, 其中 AAT = I 且 b 为常数向量

于是计算

κ22 = |ẍ2|2 = (Aẍ2)
T (Aẍ2) = |ẍ1|2 = κ21

和

τ2 =
(ẋ2, ẍ2,

...x 2)

|ẍ2|2
= det(A)

(ẋ2, ẍ2,
...x 2)

|ẍ1|2
= τ1

故与幺正标架的选取无关. 取一般参数 t, 我们有结论：



第一章 局部曲线理论 6

一般参数下的曲率与挠率

κ(t) =
|x′ × x′′|
|x′|3

, τ(t) =
(x′, x′′, x′′′)

|x′ × x′′|2
(1.9)

证明. 注意到 κ(t) = |ẍ| =
∣∣dT
ds

∣∣, 变形得到
κ(t) =

∣∣∣∣dT/dtds/dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ dT/dt|dx/dt|

∣∣∣∣ ≜ |T ′|
|x′|

计算 T ′

T ′ =
d

dt

(
dx
dt

)
=

d

dt

(
dx
dt

dt

ds

)
=

d

dt

(
x
|x′|

)
(1.10)

注记 1.1.2. 等式1.10第三个等号 dx
dt
可以直接来自于对“速度向量”x′ 的单位化, 也

可以源于链式法则.

进一步推导等式1.10

d

dt

(
x
|x′|

)
=

x′′|x′| − x′|x′|′

|x′|2

注意到 |x′| = (x′ · x′)
1
2 , 于是

|x′|′ = x′ · x′′

|x′|
带入等式1.10, 可得

T ′ =
(x′ · x′) · x′′ − (x′ · x′′) · x′

|x′|3

由双重外积公式,得到 T ′ = (x′×x′′)×x′
|x′|3 ,带回原式易得.又注意到 x′ = dx

dt
= dx

ds
· ds
dt

= |x′|ẋ,
同理得到 x′′ 和 x′′′, 易知挠率.

弧长参数下, 直线由微分方程 d2x
ds2

= 0 特征, 其等价于 κ ≡ 0, 我们得到如下命题.

命题 1.1.2. κ ≡ 0 特征了直线.

此外, 若 κ 6= 0, 考虑 Im(x) ⊂ span{T,N}, 取单位法向量 n0⊥span{T,N}, 恒等
式 (x − x(0)) · n0 ≡ 0 两边对 s 求导可得

T · n0 ≡ 0

再求导得到

N · n0 ≡ 0

因此 B = ϵn0, ϵ = ±1,故 Ḃ ≡ 0,即 τ ≡ 0.反之,若 τ ≡ 0,以上过程可逆,x−x(0) ≡ 0

特征了平面曲线. 故我们得到以下命题.

命题 1.1.3. τ ≡ 0 特征了平面曲线.
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1.1.4 Frenet 公式

我们对向量组 (矩阵) 
T

N

B


作用一个微分算子 d, 由前面的讨论, 得到一个常微分方程组

dT

dN

dB

 =


0 κ 0

a 0 b

0 −τ 0



Tds

Nds

Bds

 (1.11)

其中 a, b 为关于 s 的函数. 对 Ṅ 两边内积分别 T,B 得到

T · Ṅ = a, B · Ṅ = b

注意到 T ·N = B ·N = 0, 对 s 求导得到 T · Ṅ = −κ|N |2 和 BṄ = τ |N |2, 故

a = −κ, b = τ

于是 
dT

dN

dB

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0



Tds

Nds

Bds

 (1.12)

定义 1.1.6. 我们称方程组1.12为 Frenet 公式.

注记 1.1.3. 1. 上述矩阵是一个反对称矩阵, 事实上微分算子 d 在单位正交基上的

作用有如此形式8.

2. 根据常微分方程理论, 方程组1.12局部存在唯一解.

8见公式1.14, 节3.2中真正给出了这种反对称性的刻画.
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1.2 平面曲线与高维曲线

下面我们讨论一般的平面曲线, 即 τ ≡ 0. 事实上, 从历史观点看, 最先研究的是平
面上的曲线, 其中不乏精深的工作；其次, 纵然 E2 上曲线亦然可以视为 E3 中的曲线,
但在法向量的选取上有所不同.

定义 1.2.1. 对于平面曲线 x, 定义切向量 T := ẋ, 选取 Nr 为 T 逆时针旋转 π
2
角, 称

为曲线的相对法向量.

注记 1.2.1. 此时 {x;T,Nr} 成为右手系, 相应的 Frenet 公式表达为(
dT

dNr

)
=

(
0 κr

−κr 0

)(
Tds

Nrds

)
(1.13)

其中 κr 称为相对曲率.

从 E3 中看, 有 dN = −κTds(κ ≥ 0), 此时有

Nr = ϵN, ϵ = ±1

对比公式1.13发现 κN = (ϵκ)(ϵN) = (ϵκ)Nr, 因此

κr = ϵκ

于是 κ = |κr|. 事实上, 我们有以下性质：[7] 的 P11-15 讨论了高维空间中的曲线. 一
般地, 对于 En 中的曲线, 有 Frenet 公式：

de1

de2
...

den−1

den


=



0 ω1 0 · · · 0 0

−ω1 0 0 · · · 0 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 0 ωn−1

0 0 0 · · · −ωn−1 0





e1ds

e2ds
...

en−1ds

ends


(1.14)

其中 ωi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n−2,而 ωn−1符号不定,本质上源于 en由Gram−Schimdt
正交化得到, 此时 e1, e2, · · · , en 自成右手系.

以下定理本质地刻画了曲线, 为微分方程与几何的研究提供了典范, 后续我们将
见到这个定理的曲面版本.

定理 1.2.1 (曲线论基本定理). 区间 I ⊂ R 上连续可微函数 κ̄(s) > 0 和连续函数

τ̄(s), 在平移和正交变换下唯一特征了以 s 为弧长参数的正则曲线 x, 其曲率和挠率分
别为 κ̄(s) 和 τ̄(s).

证明. 证明留给 Frobenius 定理, 即定理3.4.1的应用.
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1.3 曲线论基本定理与应用

曲线论基本定理, 即定理1.2.1有如下应用：

例子 1.3.1. 设弧长参数 s 下的圆柱螺线为

x = (r cosσs, r sinσs, aσs)

其中 r, a, σ = 1/
√
r2 + a2 为常数. 易知 κ ≡ σ2r 和 τ ≡ σ2a. 可以得到一个简单的事

实: 恒定的曲率挠率特征了圆柱螺线.

注记 1.3.1. 注意到曲率与螺线的旋绕程度相关, 挠率与螺线的爬升速度相关.

−0.5 0
0.5 1−1

0

1
0

10

把这个问题一般化.

例子 1.3.2. 称切向量与固定方向成定角的非直曲线为一般螺线,τ/κ ≡ C 特征了一般

螺线.

证明. 先考虑充分性. 给定非直正则曲线 x 和固定单位常向量 a 使得 Ta ≡ cos θ, 其中
θ 为常角. 对 s 求导得 N · a ≡ 0, 因此 a ∈ span{T,B}. 不妨 a = cos θT + sin θB, 两边
对 s 求导得到 τ/κ ≡ cot θ. 必要性只要定义方向向量为 a = cos θT + sin θB, 即可, 剩
余细节为充分性的逆.

下面我们研究的曲线默认都是光滑的, 对 s = 0 处作 Taylor 展开：

x − x(0) = sẋ(0) + 1

2
s2ẍ(0) + 1

6
s3

...x (0) + ◦(s3) (1.15)

注意到
...
x = −κ2T + κ̇N + κτB
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于是

x − x(0) = (s− 1

6
κ2s3)T + (

1

2
κs2 +

1

6
κ̇s3)N + (

1

6
κτs3)B + ◦(s3) (1.16)

令 y1 = s− 1
6
κ2s3, y2 = 1

2
κs2+ 1

6
κ̇s3, y3 = 1

6
κτs3,得到曲线 y := x(0)+y1T +y2N+y3B,

与原曲线有三阶切触.

定义 1.3.1. 定义曲线在一点处的法平面为 span{N,B}, 从切平面为 span{T,B}, 密
切平面为 span{T,N}.

从切触曲线上不难发现: 挠率的正 (负) 刻画了曲线自下 (上) 而上 (下) 地穿过密
切平面.
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第一章习题

练习 1. 设 x = (x(s), y(s)) 是平面弧长参数曲线,{T(s),Nr(s)} 是它们的 Frenet 标

架, 证明:

1. Nr(s) = (−ẏ(s), ˙(x)(s)),ẍ = κr(s) = (−ẏ(s), ẋ(s));

2. κr(s) = ẋ(s)ÿ(s)− ẍ(s)ẏ(s);

3. 取一般参数 t 时

κr(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

(x′(t)2 + y′(t)2)2/3

.

练习 2. 设两曲线可建立 1-1 对应, 使它们在对应点有相同的主法线, 则称它们为
Bertrand 曲线, 其中一条称为另一条的侣线. 证明: 它们在对应点的距离为常数, 切线
作成定角.

练习 3. 设曲线 x = x(s) 的曲率 κ(s) 和挠率 τ(s) 都不为零,s 为弧长参数. 如果该曲
线落在一个球面上, 则它的曲率和挠率必满足关系式(

1

κ(s)

)2

+

(
1

τ(s)
· d
ds

(
1

κ(s)

)2
)2

= const

练习 4. 设 P0 为曲线 C 上一点,P 为曲线上 P0 的邻近点,l 为 P0 处的切线, 点 Q 为

点 P 向切线 l 所引的垂线足. 记

d = d(P, P0), h = d(P,Q), ρ = d(P0, Q)

证明:(1)limP→P0

h
d
= 0; (2) κ = limρ→0

2h
ρ2

.

练习 5. 设非平面曲线 x = x(s) 有非零的常曲率, 其挠率 τ 6= 0. 该曲线的曲率中心所
成的曲线为 x∗(s). 证明: 曲线 x∗(s) 的曲率也是常数, 并求 x∗ 的挠率.
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题记 “微分几何的最终目的是整体的结果.但是,局部的微分几何不能缩减到最低限
度, 因为每个整体的结果必须有一个局部的基础.”——陈省身

引言 我们将用整个第二章初步地介绍局部曲面理论, 并且将其作为后续整体曲面理
论与微分流形乃至黎曼几何课程的前置. 我们断言: 局部曲面论的学习是几何学后续
课程的基础, 这里我们将会使用基本的微分工具来刻画曲面的几何量, 并且给出大量
的曲面的例子. 前者是认识现代几何学的敲门砖, 而后者是进一步研究几何需要留存
的低维直观.

这一章中我们会从“内蕴”与“外蕴”两个角度来研究曲面, 它们分别对应曲面
的第一基本形式与第二基本形式. 其中前者视为对曲面本身度量结构的研究, 例如曲
面上曲线的弧长、切向量夹角、曲面片的面积 (小范围) 等等, 然而这些信息都离不开
第一基本形式, 即黎曼几何学中的黎曼度量的概念, 其在整个内蕴几何学中是主要的
研究对象; 后者则将曲面视为三维欧式空间的嵌入子流形 (局部) 或子集来研究, 我们
将知道曲线上一条曲线从空间中看是如何“弯曲”的, 即法曲率的概念, 并且由此导出
曲面在三维欧式空间中是如何“弯曲”的, 即主曲率的概念, 这是 Euler 于 1776 年的
工作.

从历史上看, 整个第二章 (乃至第三章的大部分) 的内容都源自于 Gauss 于 1827
年发表的论文《关于曲面的一般研究》1. 文章发表后最引起轰动的点是 Gauss 构造
了一个曲面到单位球面的映射, 即 Gauss 映射, 这个映射直接导致了 Gauss 曲率的提

出. 更为震撼的是, 这个曲率仅与曲面的第一基本形式有关, 即是一个内蕴量. 换言之,
一张叶片上的蚂蚁 (视为二维生物) 可以在不晓得三维欧式空间的基础上发现叶片的
弯曲！2此后, 关于古典曲面论的研究变成了当时的热门方向:Weingarten 在 Gauss 工
作的基础上提出了 Weingarten 变换, 用线性代数的语言解释, 可以发现这个变换的
谱直接刻画了曲面的主曲率, 并且 Gauss 曲率就是这个变换的行列式, 即主曲率之积！
Bonnet 对内蕴几何学做了进一步的研究, 提出了测地曲率的概念, 并且得到了曲面理

1后来的学者对其本人“晦涩”的语言做了注释,感兴趣的读者可以参见 Gauss, C. F. (1902). General
investigations of curved surfaces of 1827 and 1825. Princeton university library..

2后来的事情我们已经知晓,Riemann 在其 1854 年在 Göttingen 大学发表的就职研究将这种内蕴的
几何思想推广的高维, 即后来的 Riemann 几何 (其实是 Finsler).

12
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论一个重要的结果——Gauss−Bonnet定理,这个定理在整体理论中直接对应了闭曲
面的拓扑量.

对初学者而言, 整个曲面论的学习可能会在繁杂的计算中度过, 这无疑消磨了学
生耐心和兴趣. 但是对于微分几何的学习基本的算力需要保证, 并且为了积累足够的
例子, 在初学阶段计算大量典型曲面的几何信息无可厚非. 事实上, 随着我们计算的不
断重复, 很多“技巧性”的东西会变得熟练而形成直觉. 在几何的计算中, 我们非常希
望看到的一点就是“且算且观察”, 往往通过某个正交关系或者微分方程的解 (的结
构) 就可以观察处重要的几何信息, 这是几何与其他数学分支的联系的地方, 同时也是
几何有趣的地方.

2.1 E3 中的曲面

2.1.1 回顾

定义 2.1.1. 设 D 为 E2 中一连通区域, 其上坐标为 (u1, u2), 称同胚 x : D → E3, 参数
表示为

x = x(u1, u2) := (x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2))

为 (局部) 正则曲面, 如果

1. 每个坐标函数 xi 具有 k(k ≥ 2) 阶连续偏导数,

2. 切向量 xα := ∂x/∂uα(α = 1, 2) 线性无关.

注记 2.1.1. 条件 1. 保证曲面具有一定的光滑性; 条件 2. 保证曲面切空间非退化, 代
数上等价于同胚 x 的 Jacobian 矩阵

D(x) :=
(
∂x1/∂u1 ∂x1/∂u2 ∂x1/∂u3

∂x2/∂u1 ∂x2/∂u2 ∂x2/∂u3

)

秩为 2. 正则性限定了局部微分几何主流讨论的对象, 某些非正则点被排除, 例如锥面
的尖点.

固定 uβ0 , 改变 uα(α 6= β), 在曲面上生成的轨迹称为参数 uα− 线；离散改变固定
值, 得到参数网.
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2.1.2 切空间与法向量场

固定一点, 记 x0 := x(u10, u20)3.

定义 2.1.2. 称 Tx0M � = span{x1|x0 , x2|x0} 为曲面 M 在 x0 处的切空间 (或称切平面),
其中元素称切向量.

定义 2.1.3. 称可微映射 n := x1 × x2/|x1 × x2| 为曲面 M 上的 (单位) 法向量场.

注记 2.1.2. 曲面的光滑性保证 n 可微地依赖于 u1, u2.

下面验证切空间与法向量场不依赖于参数的选取.考虑另一连通区域 D̄ 连同坐标

(ū1, ū2), 有微分同胚： ū1 = ū1(u1, u2)

ū2 = ū2(u1, u2)

即 (
∂(ū1, ū2)

∂(u1, u2)

)
2×2

=

(
∂ū1/∂u1 ∂ū1/∂u2

∂ū2/∂u1 ∂ū2/∂u2

)
满秩.

考察切向量

xα =
∂x

∂uα
=
(
∂x/∂ū1 ∂x/∂ū2

)(∂ū1/∂uα
∂ū2/∂uα

)
, α = 1, 2

注意到 (
x1 x2

)(
∂x/∂u1 ∂x/∂u2

)(∂ū1/∂u1 ∂ū1/∂u2

∂ū2/∂u1 ∂ū2/∂u2

)
(2.1)

3记号 span 是形式上的, 事实上我们关心切向量的起点.
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因此 TxM = span{x1, x2} = span{x1̄, x2̄}, 其中 xᾱ = ∂x/∂ūα, (α = 1, 2).
此外, 考察 x1 × x2, 注意到

x1 × x2 = det


î ĵ k̂

∂x1/∂u1 ∂x1/∂u2 ∂x1/∂u3

∂x2/∂u1 ∂x2/∂u2 ∂x2/∂u3


由公式2.1可得

x1 × x2 = x1̄ × x2̄ ·
∂(ū1, ū2)

∂(u1, u2)
(2.2)

当行列式大于 0 时 (称保向的微分同胚), 法向量场不变；反之, 法向量场反向. 得到以
下命题：

命题 2.1.1. 正则曲面 M 的切空间与法向量场为保向4微分同胚下的不变量.

4切空间的“不变”与保向与否无关.
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2.2 第一基本形式与度量

2.2.1 第一基本形式的讨论

断言: 作微积分的基础是赋予研究对象恰当的度量结构. 为了研究曲面上的度量
结构, 我们需要澄清一个概念：曲面上的正则曲线 C 指同胚 γ : I(= (a, b)) → M , 满
足适当的光滑性和正则性.

由于曲面 (映射)x与 γ皆同胚,于是存在同胚 c : I → D(= x−1(M))使得 γ = x◦c.
事实上,γ = x|c(I), 故曲线的表达为

γ(t) := x(u1(t), u2(t))

考察 C 的弧长 s, 由公式1.5可得

ds = |dx| (2.3)

称等式左侧为曲面 M 的线素. 此外, 注意到

ds2 = |dx|2 =
((

x1 x2

)(du1
du2

))2

≜ gαβdu
αduβ (2.4)

其中 gαβ = xα · xβ.

定义 2.2.1. 称公式2.4中的二次型 gαβdu
αduβ5为曲面 M 的第一基本形式.

例子 2.2.1. 球面 S2 在不同参数下的第一基本形式矩阵 (gαβ) 不同, 但二次型的形式
不变. 我们先考察球坐标系下的表示：

x1 = r cosu1 cosu2

x2 = r cosu1 sinu2

x3 = r sinu1
(2.5)

为保证同胚, 选取开区间 {−π
2
< u1 < π

2
, 0 < u2 < 2π}, 事实上并没有整体覆盖球面的

“坐标卡”6, 如下图所示.
5一些教材中会记 g11 = E, g12 = g21 = F, g22 = G, 例如 [16].
6这说明仅利用局部性质是无法整体研究曲面的, 这需要一个“大范围的“坐标系统, 即微分流形的

概念.
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易知第一基本形式为

I = r2(du1du1 + cos2 u1du2du2) (2.6)

其次考察球极投影, 有同胚 
x1 = 2r2u1

r2+|u|2

x2 = 2r2u2

r2+|u|2

x3 = |u|2−r2

r2+|u|2

(2.7)

其中 u = (u1, u2), 可得第一基本形式为

I(u1, u2) =
4(

1 + |u|2
r2

)2 (du1du1 + du2du2) (2.8)

命题 2.2.1. 曲面 M 的第一基本形式与参数的选取无关.

证明. 选取如上参数, 考察

gαβ = xα · xβ = xγ(∂u
γ/∂uα) · xδ(∂u

δ/∂uβ) = gαβ(∂u
γ/∂uα)(∂uδ/∂uβ) (2.9)

注记 2.2.1. 等式2.9给出不同参数选取下第一基本形式量的转移关系7.

计算第一基本形式

I(u1, u2) = gαβdu
αduβ = gγδ(

∂uγ

∂uα
· ∂u

δ

∂uβ
)duαduβ

由一阶微分形式不变

(
∂uγ

∂uγ
· ∂u

δ

∂uβ
)duαduβ = duγduδ

可知

I(u1, u2) = gγδdu
γduδ = I(u1, u2)

7事实上, 这验证了第一基本形式是一个张量. 在黎曼几何中我们同样可以得到改变坐标参数以后黎
曼度量的转移关系, 在表达式上与此是类似的.
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注记 2.2.2. “不变”仅体现在形式上, 第一基本形式为合同变换下的不变量, 事实上
进一步是等距变换下的不变量.

命题 2.2.2. 曲面 M 的第一基本形式诱导切空间 TxM 上的内积, 使之成为欧式空间.

证明. 只要验证 (gαβ) 的正定性即可,g11, g22 > 0 是显然的, 对于 det(gαβ), 即

det(gαβ) = g11g22 − g12
2 = (x1 · x1)(x2 · x2)− (x1 · x2)

2

由 Lagrange 恒等式
det(gαβ) = |x1 × x2| > 0

注记 2.2.3. 因此, 熟悉微分流形的读者可以将这里的曲面视为“二维 Riemann 流形”

, 其中第一基本形式给出了一种 Riemann 度量, 参见 [7].

定义 2.2.2. 在既定参数 u1, u2 下的 {x; x1, x2, n} 为 M 上的自然标架.

直观地看, 曲面与标架之选取无关；而一个便捷的标架在计算与分析上大有裨益.
为自然标架施以 Gram− schmidt 正交化

x1 7→ e1 :=
x1

|x1|

x2 7→ e2 :=
x2 − (x2 · e1)e1
|x2 − (x2 · e1)e1|

反过来表达有  x1 =
√
g11e1

x2 =
g12√
g11
e1 +

√
g11g22−g122√

g11
e2

(2.10)

定义 2.2.3. 称 {x; e1, e2, n} 为 M 上的幺正标架.

式2.9的结果不重要, 我们有意地忽略它8, 于是“待定系数”, 记 x1 = aα1 eα, x2 =

aβ2eβ. 其实我们有 {
a11 =

√
g11

a21 = 0 a12 =
g12√
g11

a22 =

√
g11g22−g122√

g11

8在第三章中我们将看到幺正标架在计算抽象曲面几何信息时的方便之处,同时它背后的代数结构支
撑了一套有力的研究几何的工具, 即外微分形式.
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这里 aβα 本质上为关于 u1, u2 的可微函数, 且 (aβα)2×2 非退化.
计算 M 上的“有向”线素,

dx = xαdu
α = (aβαeβ)du

α = (aβαdu
α)eβ

记 ωβ = aβαdu
α, β = 1, 2(作为余切向量 du1, du2 的线性组合).

注记 2.2.4. ωβ 本质上为 1 阶微分形式.

此时,
I = |dx|2 = (ωαωβ)δαβ = (ω1)2 + (ω2)2

旋转幺正标架 {e1, e2, n}, 即
(e1e2) = (e1, e2)R

其中

R =

(
cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)
此时

dx =
(
ω1 ω2

)(e1
e2

)
那么

I = |dx|2 = ωαωβσαβ = (ω1)2 + (ω2)2

其中 ω1 = cos θω1 − sin θω, ω2 = sin θω1 + cos θω2. 故第一基本形式与幺正标架的选
取无关.

2.2.2 曲面上的度量结构

下面我们利用第一基本形式计算曲面上的度量关系. 不妨以曲线 C 为 γ(t) =

x ◦ c(s) = x(u1(t), u2(t)), t ∈ [0, 1], 则弧长表达为

L =

∫ s(1)

0

ds =

∫ s(1)

0

|dγ| =
∫ 1

0

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣ dt = ∫ 1

0

∣∣∣∣xα
duα

dt

∣∣∣∣ dt
由式2.4可得

9L =

∫ 1

0

(gαβ
duα

dt

duβ

dt
)
1
2dt (2.11)

我们曾在命题2.2.2中赋予了切空间 Tx0M 一个内积, 下面利用这个内积诱导其上
的度量结构. 对任一向量 v ∈ TxM 有线性表示

v = vαxα

9黎曼几何中关于流形上曲线弧长的表达与其是一致的, 不过届时的弧长是“大范围”定义的. 读者
会在整体微分几何部分见到同样的表达, 我们会以此建立 (整体) 曲面的度量拓扑.
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规定欧式范数为
||v||E := (v · v)

1
2 = (vαxα) · (vβxβ)

1
2 (2.12)

无歧义时, 记 |v| ≜ ||v||E, 称模长.

注记 2.2.5. 事实上, 若令 v = vαEα, 其中 Eα 为欧式平面 E2 的自然基, 显然有
|v| = (δαβv

αvβ)
1
2 , 因此,“gαβ”可视为曲面”不依赖外界“的“弯曲”, 这是内蕴几何

学发展的开端.

再规定向量夹角, 对另一向量 w = wβxβ ∈ TxM . 记 θ = ∠(v, w), 于是

cosθ =
v · w
|v||w|

=
gαβv

αwβ

(gγδvγvδ)
1
2 (gστwσwτ )

1
2

(2.13)

若 gαβv
αwβ = 0, 称 v 与 w 正交. 特别地, 若 u1-线与 u2-线的切向量处处正交, 称这是

一组正交参数, 其中 I = g11du
1du1 + g22du

2du2.
一个自然的问题是：若参数曲线不正交, 那么夹角如何表示？事实上

−1 < cosθ =
x1 · x2

|x1| · |x2|
=

g12√
g11g22

< 1 (2.14)

例子 2.2.2. 曲面上参数曲线的角平分线满足以下微分方程,

√
g11du

1 = ϵ
√
g22du

2, ϵ = ±1 (2.15)

证明. 不妨设 C 为曲面上平分参数曲线夹角的曲线, 则弧长参数表达为

γ(s) = x(u1(s), u2(s))

有
γ̇ · x1

|x1|
= ϵ

γ̇ · x2

|x2|
, ϵ = ±1

于是 (
xα

duα

ds

)
· x1

|x1|
= ϵ

(
xβ

duβ

ds

)
· x2

|x2|
因此

g11du
1 + g12du

2

√
g11

= ϵ
g12du

1 + g22du
2

√
g22

整理可得
√
g11(1−

ϵg12√
g11g22

)du1 =
√
g22(1−

ϵg12√
g11g22

)du2

由不等式2.14 ,1− ϵg12√
g11g22

6= 0, 因此原命题成立.
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沿 uα− 线方向取 1− 形式 xαdu
α, α = 1, 2(非求和), 考察 2− 形式的绝对值, 记为

dA, 有
dA = |x1du

1 ∧ x2du
2| = |x1 × x2|du1 ∧ du2

由命题2.2.2的证明, 可得
dA = (det(gαβ))

1
2du1 ∧ du2 (2.16)

注记 2.2.6. 公式2.16还适用于高维.

于是我们可以定义局部曲面片 x : D → D 的面积为

A =

∫
D

dA =

∫
D

(det(gαβ))
1
2du1 ∧ du2 (2.17)

容易验证, 局部曲面片的面积与幺正标架的选取无关. 下面考虑不同参数下的曲
面片：

A =

∫
D

|x1 × x2|du1 ∧ du2

由公式2.2可得

A =

∫
D

|x1 × x2|
∂(u1, u2)

∂(u1, u2)
du1 ∧ du2

=

∫
D

|x1 × x2|du1 ∧ du2

= A

因此, 面积为几何量.

例子 2.2.3. 圆环面 x = (cosu1(R+ r cosu2), sinu1(R+ r cosu2), r sinu2), 其中参数域
为 D = {uα ∈ (0, 2π), α = 1, 2}

计算可得

g11 = (R + r cos(u2))2, g12 = g21 = 0, g22 = r2

由公式2.17可得

A(ϵ) =

∫ 2π

ϵ

du1
∫ 2π

ϵ

r(R + r cosu2)du2

令 ϵ→ 0, 可知
S = 4π2ab

注记 2.2.7. 由上述的讨论可知, 第一基本形式不依赖于曲面在欧氏空间中的浸入形
式, 并且赋予切空间一个度量. 于是我们将只由第一基本形式诱导的量称为内蕴几何
量, 如上述的弧长、角度和面积, 还有将来我们会证明的 Gauss 曲率.

有时我们会关注“非欧式”的几何对象, 也就是抽象曲面的概念, 这里先行使用
“微分流形”的概念来叙述, 有兴趣的读者可以参考 [2, 15, 17, 7, 9], 其中 [10] 中介绍
的仍然是欧式空间的子集.
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微分流形的观点

事实上,“曲面”完全可以是抽象的, 只不过在古典的欧氏空间子集下讨论一切变
得显而易见, 有兴趣可以直接参考 [10] 的第一章.

现给定两张曲面 M,M , 由曲面的定义, 有同胚 x : D → x(D) 和 x : D → x(D).
称 x 为 D 到曲面 (流形)M 的拉回 (或者参数化)；逆映射 x−1 称为流形上的推出 (或
坐标化). 有时, 又把 D 称为参数域, 连同同胚的二元组 (D, x) 称为坐标邻域. 另一张
曲面 M 上的术语同理.

注记 2.2.8. 这里我们只限制到一个坐标领域, 事实上可以有一组坐标领域开覆盖, 这
是标准的微分流形的定义, 我们后续会以此定义整体曲面.

若参数域之间有一个同胚 σ : D → D, 由传递性易知

x−1 ◦ σ ◦ x :M →M

为曲面 (片) 之间的同胚.

注记 2.2.9. 习惯上直接将 x−1 ◦ σ ◦ x 记为 σ, 称为曲面之间的 (同胚) 映射, 性质由前
者的 σ 特征.

定义 2.2.4. 若存在映射 φ 使得 M,M 的第一基本形式 I 和 I 之间有如下关系:

I = φ2I (2.18)

称 M,M 是共形对应的, 若 φ ≡ 1, 称等距对应.

注记 2.2.10. 公式2.18的 I 和 I 的参数皆为 (u1, u2), 只有相同参数下的几何量才值
得比较.

函子的观点

形式上视 Tp 为函子：M,M 为两张曲面,σ 为二者之间的可微映射,Tp 诱导了切空

间 TpM 与 Tσ(p)M 之间的线性算子.

M TpM

M Tσ(p)M

Tp

σ σ∗

Tσ(p)

(2.19)

注意到函子 Tp 是协变的, 本质上为“拉回”函子的对偶, 在流形理论中有进一步
的讨论.
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对 TpM 中任一向量 v10, 有线性表示 v = vαxα. 设 γ 为 M 上过 p 点的正则曲线,
其中 γ : (−ϵ, ϵ) →M , 满足

dγ

dt
|t=0 = xα

duα

dt
|t=0 (2.20)

只要令 vα = duα

dt
|t=0

注记 2.2.11. 可知 vαdt = duα, 等式右侧为平面线素.

现在 σ 将 M 映到 M , 记 γ = σ ◦ γ. 考察

dγ

dt
|t=0 = xα

duα

dt
|t=0 = xβ(

∂β

∂uα
uα

dt
|t=0) = xα

duα

dt
= xαv

α (2.21)

记 σ∗(v) =
d(σ◦γ)

dt
|t=0, 由等式 2.21σ∗ 仅与 σ 和 v 有关, 与曲线的选取无关, 因此是良性

的；此外可见线性, 因此是线性算子.

定义 2.2.5. 称上述线性算子 σ∗ 为 σ 诱导的切映射.

命题 2.2.3. 共形对应保持曲面切向量夹角不变, 又称保角变换；等距变换保持曲面切
空间的度量.11

证明. 对任意 vi ∈ TpM(i = 1, 2), 令 vi = σ∗(vi) ∈ Tσ(P )M(i = 1, 2), 记

vi = vαi xα(i = 1, 2)

那么

vi = vαi xα(i = 1, 2)

考察夹角余弦

cos∠(v1, v2) =
gαβv

α
1 v

β
2

(gαβvα1 v
β
1 )

1
2 (gγδv

γ
2v

δ
2)

1
2

cos∠(v1, v2) =
gαβv

α
1 v

β
2

(gαβv
α
1 v

β
1 )

1
2 (gγδv

γ
2v

δ
2)

1
2

由 I = φ2I. 故
cos∠(v1, v2) = cos∠(v1, v2)

第二句话是显然的.
10注意到 σ : M → M , 因此考虑以 v 为切向量的曲线.
11在内蕴几何学中, 我们视等距的曲面为同一张曲面. 而事实上, 等距的曲面在“外蕴形状”上可以差
距甚远. 我们将知道第二基本形式, 即外蕴量在等距变换下是会改变的.
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例子 2.2.4. 我们曾计算了不同坐标卡下的球面第一基本形式.
1. 球坐标系

I = r2(du1du1 + cos2u1du2du2)

2. 球极投影
I(u1, u2) =

4(
1 + |u|2

r2

)2 (du1du1 + du2du2)

注意到后者与平面是共形的.

一个惊人的事实是：任意曲面上每一点都有一个邻域, 它可以和欧式平面的一
个区域间建立保角变换. 这个结论的证明要用到偏微分方程与单复变函数的工具, 有
兴趣的读者可以参考 Chern S S. An elementary proof of the existence of isothermal
parameters on a surface[J]. Proceedings of the American Mathematical Society, 1955,
6(5): 771-782..

注记 2.2.12. 等距变换保持第一基本形式, 蕴含曲线弧长、切向量、模长、夹角和曲
面片面积不变. 如下一例说明等距的曲面形状上迥异:

例子 2.2.5. 考察旋转曲面, 设 C 为 x20x3 平面上的正则曲线, 有参数方程x2 = f(u2)

x3 = g(u2)

绕 x3 轴旋转生成曲面

x(u1, u2) = (f(u2) cosu1, f(u2) sinu1, g(u2))

可得第一基本形式

I = f 2du1du1 + ((f ′)2 + (g′)2)du2du2

特别地, 令 f = achu2

a
,g = u2, 称其为悬链面. 易得第一基本形式为

I = ch2
u2

a
(a2du1du1 + du2du2) (2.22)

例子 2.2.6. 螺旋面方程为 x(u1, u2) = (f(u2)cosu1, f(u2)sinu1, g(u2) + au1) 计算第一

基本形式为

I = (f 2 + a2)du1du1 + 2ag′du1du2 + ((f ′)2 + (g′)2)du2du2

取 f = u2,g = 0. 此时称正螺旋面. 有

I = ((u2)2 + a2)du1du1 + du2du2

若取 u2 = ashu2

a
,u1 = u1, 有

I = ch2
u2

a
(a2du1du1 + du2du2) (2.23)
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因此悬链面与正螺旋面可建立等距对应！

定义 2.2.6. 称曲面为直纹面, 如果具有形式 x = a(u1) + u2b(u1), 其中 |b| ≡ 1, a 称为
准线,b 称为直母线的方向向量.

计算易知

x1 = a′ + u2b′, x2 = b

由 |b| ≡ 1, 可化简第一基本形式为

I = (a′ + u2b)2du1du1 + 2a′bdu1du2 + du2du2

定义 2.2.7. 称直纹面为可展曲面, 如果每条直母线各点的切空间重合.

定理 2.2.1. 直纹面 x = a(u1) + u2b(u1) 是可展曲面当且仅当 (a′, b, b′) ≡ 0

证明. 固定参数 u10, 给出直母线方向上的一个变差 ∆u2, 即

x(u10, u2) = a(u10) + u2b(u10)

x(u10, u2 +∆u2) = a(u10) + (u2 +∆u2)b(u10)

计算切向量

x1(u
1
0, u

2) = a′(u10) + u2b′(u10)

x2(u
1
0, u

2) = b(u10)

法向量

x1 × x2 = (a′(u10) + u2b′(u10))× b(u10) ≜ A

记 a′(u10) = a′0, b′(u10) = b′0, b(u10) = b0, 同理

(x1 × x2)(u
1
0, u

2 +∆u2) = (a′0 + (u2 +∆u2)b′0)× b0 ≜ B

考察

A× B = {(a′0 + u2b′0)× b0} × {(a′0 + (u2 +∆u2)b′0)× b0}

= ∆u2(a′0 × b0)× (b′0 × b0)

= −∆u2 · (a′0, b0, b′0) · b0

可知 A,B 平行当且仅当 (a′0, b0, b
′
0) = 0, 命题得证.

定理 2.2.2. 可展曲面局部必为柱面、锥面和切线面其一.
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证明. 容易验证柱面 x = a(u1)+u2b,锥面 x = a+u2b(u1),切线面 x = a(u1)+u2a′(u1),
满足定理2.2.1条件. 下证必要性.

已知可展曲面 x = a(u1) + u2b(u1), 由微分方程

(a′, b, b′) ≡ 0

特征. 由 |b| = 1 可知 b · ḃ = 0.
1）若 b× ḃ = 0, 则 ḃ = 0, 蕴含 b 为常向量. 此时为柱面.
2）若 b× ḃ 6= 0, 则 b 非常向量. 对 x = a(u1) + u2b(u1), 考察

x = a(u1) + u2b(u1), ��a′(u1)//b, 即a′(u1) ⊥ b′ (2.24)

12 不妨设 a(u1) = a(u1) + f(u1)b(u1). 而 a′ · b = 0, 又 a′(u1) = a′(u1) + f ′(u1)b(u1) +

f(u1)b′(u1), 故
a′b+ f |b|2 = 0. (2.25)

取 f = − a′b
|b|2 , 此时

x = a(u1) + (u2 − f)b(u1) (2.26)

注意到

(a′, b, b′) = ((a− fb)′, b, b′) = (a′ − f ′b+ f ′, b, b′) = (a′, b, b′)

因此 a′, b, b′ 共面, 又2.24的强行构造 a′ ⊥ b′, 且 b ⊥ b′（欧式公理）, 故 1）a′ = 0 蕴含

a 为常向量,x 为锥面. 2）a′ 6= 0 蕴含 a′//b 为常向量,x 为切线面.

12注意到这里 x 的构造不是偶然的, 事实上我们可以通过定理所给的条件观察出 b 与 a 的关系.
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2.3 第二基本形式与弯曲

下面从欧式空间 E3 的角度下考察曲面的“外蕴”弯曲程度.

2.3.1 高度函数水平集

设 M 为一张曲面, 其在 p 点 x(u1, u2) 处有切空间 TpM , 邻近 p 点处有 q 点

x(u1 +∆u1, u2 +∆u2).
记高度函数 H(p, q) 为

H(p, q) := |[x(u1 +∆u1, u2 +∆u2)− x(u1, u2)] · n| (2.27)

对式2.27取极限 (∆u1,∆u2) → 0, 由 Taylor 定理, 可得

lim
(∆u1,∆u2)→0

H(p, q) = lim
(∆u1,∆u2)→0

|{x1(u
1, u2)∆u1 + x2(u

1, u2)∆u2

+
1

2
[x11(u

1, u2)∆(u1)2 + 2x12(u
1, u2)∆u1∆u2

+ x22(u
1, u2)∆(u2)2] + ◦(|(u1, u2)|2)} · n|

=
1

2
lim

(∆u1,∆u2)→0
|[xαβ(u

1, u2)∆uα∆uβ] · n + ◦(|(u1, u2)|2)|

=
1

2
{(xαβ)du

αduβ}
(2.28)

记 hαβ = xαβ · n = −xα · nβ = −xβ · nα.（由于 xα · n = 0）.

定义 2.3.1. 称二次型 II = hαβdu
αduβ13为曲面的第二基本形式.

注记 2.3.1. 由式2.28, 可知

2dH = (xαβ · n)duαduβ = −(xα · nβ)du
αduβ = −(xαdu

α) · (nβdu
β) = −dx · dn (2.29)

因此高度函数 H 刻画曲面的弯曲程度, 本质上由微分形式 dx 和 dn 共同决定.

此外, 由 n = x1×x2
|x1×x2| , 可知

hαβ = xαβ · n =
(xα, xβ, xαβ)

|x1 × x2|
(2.30)

例子 2.3.1. 计算旋转面 x = (f(u2)cosu1, f(u1)sinu1, g(u2)) 的第二基本形式. 易知
x11 = (−fcosu1,−fsinu1, 0)

x12 = (−fsinu1, fcosu1, 0)

x22 = (f ′′cosu1, f ′′sinu1, g′′)

13一些教材记 h11 = L, h12 = h21 = M,h22 = N , 例如 [16].
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从而

x1 × x2 = (fg′cosu1, fg′sinu1,−ff ′)

故

n =
x1 × x2

|x1 × x2|
=

1√
(f ′)2 + (g′)2

(g′cosu1, g′sinu1,−f ′)

可得第二基本形式为 II = 1√
(f ′)2+(g′)2

(−fg′du1du1+

∣∣∣∣∣f ′′ g′′

f ′ g′

∣∣∣∣∣ du2du2) .令 f = rcosu2,g =

rsinu2, 易知球面的第二基本形式为

II = −r(cos2u2du1du1 + du2du2)

对比公式2.614可知
15II =

1

r
I (2.31)

若再令 f = R + r cosu2, g = r sinu2, 可得圆环面的第二基本形式

II = (R + r cosu2) cosu2du1du1 + rdu2du2 (2.32)

例子 2.3.2. 计算直纹面 x = a(u1) + u2b(u1) 的第二基本形式, 易知
x11 = a′′ + u2b′′

x12 = b′

x22 = 0

从而

n =
(a′ + u2b′)× b

|(a′ + u2b′)× b|
取 |b| ≡ 1, 可知第二基本形式为16

II =
1

|(a′ + u2b′)× b|
((a′′ + u2b′′), (a′ + u2b), b)du1du1

2.3.2 曲线与线素

设 C 为 M 上一曲线, 参数化为 γ(s) = x(u1(s), u2(s)), 其中 s 为弧长参数. 考察

κN = Ṫ = ẍ

=
d

ds
(xα

duα

ds
)

= xαβ
duα

ds

duβ

ds
+ xα

d2uα

ds2

(2.33)

14读者请注意, 我们这里的参数 u1, u2 相比公式2.6被调换了.
15这不是偶然的, 我们将知道球面上任一大圆弧的曲率恒为 1

r , 即这里固定方向 du1/du2 处的法曲率.
16注意到第二基本形式中 du2 方向的系数消失了. 这不是偶然的, 事实上我们将知道直母线是渐近线
这一事实.
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记 kn(T ) = Ṫ · n = (xαβ · n)duα

ds
duβ

ds
= hαβ

duα

ds
duβ

ds
, 进一步有

kn|ds|2 = hαβdu
αduβ

即

kn =
II(duα, duβ)

I(duα, duβ)
(2.34)

对任一单位切向量 v = duα

ds
xα ∈ TpM , 易知

kn(v) = II(duα, duβ) (2.35)

对非单位的情形,v = duα

dt
xα ∈ TpM , 则 v

|v| =
duα

dt
xα/(I(du

α, duβ))
1
2 , 故

kn(
v

|v|
) =

II(duα, duβ)

I(duα, duβ)
(2.36)

因此 kn 仅与线素 ds 方向有关, 与同向曲线选取无关, 我们得到如下定理:

定理 2.3.1 (Meusnier 定理). 曲面上任何相切曲线, 在切点处曲率相等.

注记 2.3.2. 对式2.34, 事实上有17

kn(T ) =
II(T, T )

I(T, T )
= II(

T

|T |
,
T

|T |
)

此外, 若有微分同胚 uα = uα(u1, u2), α = 1, 2, 那么

hαβ = (xαβ · n)duαduβ

= [(xγ
∂uγ

∂uα
)′
β
· n]duαduβ

= (xγσ
∂uγ

∂uα
∂uσ

∂uβ
+ x∂u

γ

∂uα
∂uα

∂uβ
· nduαduβ

= (xγσ
∂uγ

∂uα
∂uσ

∂uβ
) · nduαduβ

= (xγσ · n)duγduσ

故第二基本形式为一个几何量, 进而 kn 为几何量.

定义 2.3.2. 称 kn(v) 为曲面在切方向 v 上的法曲率.

17这里的 T 不一定是单位切向量.
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2.4 Weingarten 算子

2.4.1 Weingarten 变换

下面考察曲面切空间 TpM 上的线性算子 W ,考虑其在基向量 xα, α = 1, 2上的作

用

W (xα) = hβαxα (2.37)

其中

hβα = hαγg
γβ (2.38)

这里 (gγβ) := (gαβ)
−1, 使得 gαγg

γβ = δβα. 称等式2.38右侧为：把第二基本形式量 hαβ

的指标用 gγβ 拉上去. 再线性扩充到整个切空间, 对任一切向量 v ∈ TpM ,

W : TpM → TpM

满足

vαxα = v 7→ W (v) = vαhβαxβ

定义 2.4.1 (Weingarten 算子). 称上述算子 W 为 Weingarten 算子.

考察内积

W (xα) · xβ = hγαxγ · xβ

= (hαδg
δγ)gγβ

= hαβ

= hβα

= W (xβ) · xα

= xα ·W (xβ)

称上述递等式的第二个等号为把指标拉下来. 可见 W 为自共轭算子或自对偶算子, 即
W = W ∗.

考察算子 W 的 (计重) 的谱 SpecW = {k1, k2}. 由自共轭性易知

W (eα) = kαeα, α = 1, 2 (2.39)

这里 eα 为算子的特征向量, 且 kα 一定是实数. 此外

eαeβ = δαβ (2.40)

定义 2.4.2. 称上述实特征值 kα 为主曲率, 特征向量表示的方向为主方向.
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考察 1− 形式 dx = xαdu
α 在 W 下的变换：

W (dx) = W (xα)du
α = hβαxβdu

α

通过 gβγ 拉下指标, 有
W (dx) · dx = II(duα, duγ) (2.41)

注记 2.4.1. 公式2.41给出第二基本形式的另一表达. 并且可知 W (dx) = −dn, 说明
W− 算子的像总是落在单位球面上.18

进一步, 对任一切向量 v = xα
duα

ds
∈ TpM , 易知

W (v) · v = II

(
duα

ds

duβ

ds

)
(2.42)

随即得到法曲率的表达：

kn(v) =
W (v) · v

|v|2

取单位切向量 v, 设其与 e1 的夹角为 θ, (0 ≤ θ < 2π), 有线性表示

v =
(

e1 e2
)(cos θ

sin θ

)

于是

W (v) =
(

e1 e2
)(k1 cos θ

k2 sin θ

)
故

kn(v) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ (2.43)

称公式2.43为 Euler 公式. 可见 kn(v) 仅与 θ 有关, 不妨记为 kn(θ). 对上式关于 θ

求导, 有
dkn
dθ

= −(k1 − k2) sin 2θ (2.44)

作如下讨论19：

1. k1 6= k2,dkndθ
= 蕴含 θ = 0或π

2
. 易知 kn 在 e1 或 e2 处取极值 k1 或 k2.

2. k1 = k2 蕴含 kn 为常值.

定义 2.4.3. 称 k1 = k2 的点为脐点, 特别的,k1 = k2 = 0 的为平点, 此外为圆点.
18利用这个观察我们将知道 W 算子是 Gauss 映射的切映射.
19这便是 Euler 在 1776 年的工作, 有兴趣的读者可以参见 Euler, L. (1776). Formulae generales pro

translatione quacunque corporum rigidorum. Novi Commentarii academiae scientiarum Petropoli-
tanae, 189-207..
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在脐点 p 意义下, 对任一 v = vαxα ∈ RpM , 有

kn(v) ≡ λ (2.45)

其中 λ 为常数.

命题 2.4.1. 全平点曲面当且仅当平面或平面的一部分.

证明. 充分性是显然的, 下证必要性. 取等式2.45中的 λ = 0, 于是

0 = hαβ = −xα · nβ, α, β = 1, 2

又 n · n = 1, 对 uβ 求导, 有
n · nβ = 0

因此 nβ = 0, 故 n 为常向量. 考察

((x − x(0)) · n)′β = xβ · n − (x − x(0)) · nβ = 0

又由初值条件 (x(0)− x(0)) · n = 0, 故

(x − x(0)) · n = 0

注记 2.4.2. 由等式2.31可知球面上任一点为圆点, 以后我们将知道这个命题是充分
的.

记 A = (hβα), 考察算子 W 的特征多项式.

χW (λ) = det(λI − A) = λ2 − 2Hλ+K (2.46)

其中

H =
h11g22 − 2h12g12 + h22g11

2det(gαβ)
=
k1 + k2

2
(2.47)

以及

K =
det(hαβ)

det(gαβ)
= k1k2 (2.48)

注记 2.4.3. 以上整理使用指标的拉上拉下.
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2.4.2 两个重要曲率

定义 2.4.4. 称上述的 H 为平均曲率或中曲率；K 为 Gauss 曲率或总曲率.

称 H ≡ 0 的曲面为极小曲面20.

例子 2.4.1. 容易计算, 球面的平均曲率 H = −1
r
,Gauss 曲率 K = 1

r2
.

例子 2.4.2. 由例2.2.5, 可以计算旋转曲面的两个曲率.

H =

f

∣∣∣∣∣f ′′ g′′

f ′ g′

∣∣∣∣∣− g′((f ′)2 + (g′)2)

2f 2((f ′)2 + (g′)2)2
(2.49)

K =

−g′
∣∣∣∣∣f ′′ g′′

f ′ g′

∣∣∣∣∣
f((f ′)2 + (g′)2)2

(2.50)

令 f = coshu2

a
, g = u2, 易知 h ≡ 0, 故悬链面为极小曲面. 同时可知, 圆环面的平面曲

率为

H =
R + 2r cosu2

2r(R + r cosu2)
显然其一定不是极小曲面.21

定义 2.4.5. 曲面 M 上的曲线 C,γ = x(u1(s), u2(s))是曲率线,如果切向量 γ̇ 是 M 的

主方向, 即 Weingarten 算子的特征向量.

定理 2.4.1 (Rodirigues 定理). 曲线 C 是曲面 M 上曲率线的充要条件为

dn(s) = −λ(s)dx(s) (2.51)

这里的 λ(s) 为 x(s) 方向的主曲率.

证明. 设曲线 x(s), 由曲率线定义可知

x(s) 为曲率线 ⇔ W (dx) = λ(s)dx, 其中 λ(s) 为主曲率

而 dx = xαdu
α, 则

W (dx) = W (xα)du
α = hβαxβdu

α (2.52)

20我们将在节2.6中看到这类曲面的几何意义.
21事实上该曲面的平均曲率本身并没有太大的参考价值, 但倘若选取该几何量的平方, 即 H2, 我们
将在整体微分几何中看到: 如此几何量在整个环面上积分后可得一个与拓扑相关的几何量, 即全平均曲
率, 著名的 Willmore 猜想就与此相关.
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由 |n| = 1, 可得 nα · n = 0, 故 nα ∈ span{x1, x2}. 令 nα = bβαxβ 可得

−hδα = bδα (2.53)

于是 nα = −hβαxβ, 考察

dn = nαdu
α = −hβαxβdu

α (2.52)
= −λ(s)dx

即可.

定义 2.4.6. 公式2.53蕴含
nα = −hβαxβ (2.54)

称为 Weingarten 公式.

断言, 在不含脐点的曲面上存在一组由曲率线构成的参数 uα− 线形成参数网, 称
为曲率线网. 此时 x1, x2 正交, 有第一基本形式为

I = g11du
1du1 + g22du

2du2 (2.55)

而 W (xα) = kαxα, 故
hαβ = W (xα) · xβ = kαgαβ

因此22

II = k1g11du
1du1 + k2g22du

2du2 (2.56)

取 e1 =
x1√
g11

,e2 = x2√
g22
为幺正基.

I = (xαdu
α)2 = (e1

√
g11du

1 + e2
√
g22du

2)2 = (ω1)2 + (ω2)2 (2.57)

其中,ωα =
√
gααdu

α, 并且
II = k1(ω

1)2 + k2(ω
2)2 (2.58)

下面通过 Rodirigues 定理计算曲率线. 注意到

W (dx) = λdx = −dn

即

λxαdu
α = −nαdu

α

两边内积 xβ, 得
λgαβdu

α = hαβdu
α

22可以发现, 选取曲率线网以后, 第一第二基本形式不含交叉项, 计算总是简单的.
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整理有线性方程组{
{h11du1 + h21du

2} · (−1) + {g11du1 + g21du
2} · λ = 0

{h12du1 + h22du
2} · (−1) + {g12du1 + g22du

2} · λ = 0
(2.59)

方程组2.79存在非零解等价于如下行列式不为 0,∣∣∣∣∣h11du1 + h21du
2 g11du

1 + g21du
2

h12du
1 + h22du

2 g12du
1 + g22du

2

∣∣∣∣∣ 6= 0 (2.60)

整理可得

{g22h12 + g12h22}(du2)2 + {g22h11 + g11h12}du1du2 + {g12h11 + g11h12}(du1)2 = 0

即

−

∣∣∣∣∣g22 g12

h22 h12

∣∣∣∣∣ (du2)2 +
∣∣∣∣∣g11 g22

h11 h22

∣∣∣∣∣ du1du2 −
∣∣∣∣∣g12 g11

h12 h11

∣∣∣∣∣ (du1)2 = 0 (2.61)

写成行列式的形式为 ∣∣∣∣∣∣∣∣
(du2)2 −du1du2 (du1)2

g11 g12 g22

h11 h12 h22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.62)

常微分方程2.62解的存在性保证非脐点曲面曲率线网的存在性, 因此只要断定了正则
曲面不含脐点, 我们便可以“不妨”地选取曲率线作为参数曲线.

2.4.3 利用曲率线网研究曲面

令 p, p′ ∈M , 其中 p = x(u1, u2), p′ = x(u1 +∆u1, u2 +∆u2). 由 Taylor 定理

x(u1 +∆u1, u2 +∆u2) = x(u1, u2) + xα(u
1, u2)∆uα +

1

2
xαβ(u

1, u2)∆uα∆uβ + · · ·

观察上式, 一个自然的想法是利用标架 {x1, x2, n} 线性表示 xαβ. 不妨记为

23xαβ := Γγ
αβxγ +Bn (2.63)

对等式2.63两边分别内积 xα, n, 其实可知 Γγ
αβ 与 B. 其中 B = hαβ. 称 Γγ

αβ 第二类
Christoffel 符号或克氏符号.

这里使用正交标架，令 e1 =
x1√
g11
, e2 =

x2√
g22
, δ =

√
(∆u1)2 + (∆u2)2, 那么

x(u1 +∆u1, u2 +∆u2) = x(u1, u2) + {√gαα∆uα + o(δ)}eα

+
1

2
{hαβ∆uα∆uβ + o(δ2)}n

23这就是著名的 Gauss 公式，我们将在曲面的自然方程中使用.
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再令 (∆u1,∆u2) → 0, 则有

dx = {√gααduα}eα + {1
2
hαβdu

αduβ}n (2.64)

取 yα =
√
gααdu

α, α = 1, 2；y3 = 1
2
hαβdu

αduβ, 观察得到

y3 =
1

2
k1(y

1)2 + k2(y
2)2 (2.65)

标架 O − y1y2y3 近似了曲面, 进一步我们定义:

1. K = k1k2 > 0 称椭圆点.

2. K = k1k2 < 0 称双曲点.

3. K = k1k2 = 0 且 y1 6= 0 称抛物点.

容易混淆的另一个概念是渐近线.

定义 2.4.7. 若曲面某点的一个切方向 du1/du2 的第二基本形式为 0,即法曲率为 0,则
称该方向为渐进方向.

即

II(du1/du2) = h11

(
du1

du2

)2

+ 2h12

(
du1

du2

)
+ h22 (2.66)

可知

∆ = −4det(hαβ) (2.67)

于是

1. ∆ > 0 ⇔ 双曲点, 至多 2 个渐进方向.

2. ∆ = 0 ⇔ 抛物点, 至多 1 个渐进方向.

3. ∆ < 0 ⇔ 椭圆点, 一定没有渐进方向.

渐进方向的积分曲线称为渐近线. 注意, 不是每张曲面都有渐近方向. 若一张曲面
有两个渐近方向, 即在局部有两族渐近线 (作为参数曲线), 这样的参数线网称为渐近
线网. 下面考察渐进线网的第二基本形式.

对 u1− 线 (u2 ≡ 0, du2 = 0), 有

II(du1, du2) = 0 ⇔ h11(du
1)2 ⇔ h11 = 0

同理

h22 = 0

故

II(du1, du2) = 2h12du
1du2 (2.68)
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命题 2.4.2. 全圆点曲面当且仅当球面或球面的一部分.

证明. 仅证明必要性. 设 p 为圆点. 则 hαβ = λ(p)gαβ, λ(p) 6= 0.
注意到 hαβ = λ(p)gαβ ⇔ hβα = λ(p)δβα. 由 Weingarten 公式, 可得

nα = −hβαxβ = −λ(p)δβαxβ = −λ(p)xα

考察

n1 = −λ(p)x1

对上式两边关于 u2 方向求导, 可得

n12 + λ(p)x12 = λ2(p)x1

又 n12 = n21, x12 = x21, 因此
λ1x2 − λ2x1 = 0

蕴含 λ1 = λ2 = 0, 因此 λ 为常值.
注意到

dn = nαdu
α = −hβαxβdu

α = −λxαdu
α = −λdx (2.69)

即

d(n + λx) = 0

这表明

n + λx ≡ c

其中 c 为常向量, 变形得到24 ∣∣∣x − c
λ

∣∣∣ = ∣∣∣n
λ

∣∣∣ = 1

λ

故为球面.

注记 2.4.4. 根据定理2.4.1, 等式2.23说明脐点处每个方向都是主方向.

例子 2.4.3. 设 M 为无脐点曲面,K < 0. 则 M 上一条渐近线的正交轨线的法曲率 kn

等于同一点处平均曲率的两倍.

证明. 设 x(s) = x(u1(s), u2(s)) 为渐近线, 方向为 T (s) = ẋ(s). 选取曲率线网为参数
网. 令 ∠(e1, T ) = θ, 由 Euler 公式可知

0 = kn(θ) = kn(T ) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ

而正交轨线方向的法曲率为

kn(θ +
π

2
) = k1 cos2

(
θ +

π

2

)
+ k2 sin2

(
θ +

π

2

)
24不难发现，这里 1

λ 为球面的半径, 于是 λ = 1
kα

, α = 1, 2, 我们再次验证了这一点！
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则

kn(θ +
π

2
) = kn(θ +

π

2
) + 0 = kn(θ +

π

2
) + kn(θ) = 2H
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2.5 Gauss 映射与第三基本形式

2.5.1 Gauss 映射与第三基本形式

下面我们介绍 Gauss 本人研究曲面的方式——Gauss 映射. 设曲面 M : x(u1, u2)
的局部参数域为 D, 记 D = x(D). 取 M 的法向量场 n(u1, u2), 构造映射 g : D →
S2(1), p 7→ np, 记 D′ = g(D). 写成交换图, 如下：

D D

D′

x

n g

定义 2.5.1. 称 g : M → S2(1), 其中 g : x(u1, u2) 7→ n(u1, u2) 为 Gauss 映射,S2(1) 为

Gauss 球面.

此时, 若视 S2(1) 的参数域为 D, 则局部表示为 n(D). 那么 S2(1) 关于 n 的第一
基本形式称为 M 的第三基本形式, 即

III = |dn|2 = |(nαdu
α)(nβdu

β)| = |(nα · nβ)du
αduβ|

记 fαβ = nα · nβ.
曲面的第一、二、三基本形式不是独立的, 它们由如下定理保证.

定理 2.5.1. 曲面的三个基本形式满足以下方程：

III − 2HII +KI = 0 (2.70)

证明. 对非脐点的一个邻域, 选取曲率线网为参数网. 由 Weingarten 公式可得

nα = −hβαxβ

由

hβα = hαγg
γβ

可知

h11 = k1, h22 = k2

且

h12 = h21 = 0

注记 2.5.1. 上述讨论来自于 (gαβ) 与 (hαβ) 为对角矩阵, 蕴含 (hαβ) 为对角矩阵. 事实
上, 自共轭算子 W 在曲率线网 (即恰当的单位正交基) 下的矩阵是对角的, 且对角元
为主曲率, 即

(W )2×2 =

(
k1 0

0 k2

)
⇔参数网为曲率线网
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那么

III = |dn|2

= fαβdu
αduβ

= (hγαxγ) · (hδβxδ)du
αduβ

= (k1x1du
1 + k2x2du

2) · (k1x1du
1 + k2x2du

2)

= k21g11du
1du1 + k22g22du

2du2

注意到

2HII = (k1 + k2){k1g11du1du1 + k2g22du
2du2}

= {k21g11du1du1 + k22g22du
2du2}+ (k1k2)(g11du

1du1 + g22du
2du2)

= III +KI

故

III − 2HII +KI = 0

对脐点的领域是显然的.

2.5.2 Gauss 曲率的另一种解释 (Gauss 的原始思想)

下面考察 Gauss 曲率的另一种表示, 即 D′ 与 D 的面积比. 注意到 2− 形式的绝
对值为面积元

dA = |x1 × x2|du1 ∧ du2

dA′ = |n1 × n2|du1 ∧ du2

由 Weingraten 公式

|nα × nβ| = |(h11x1 + h21x2)× (h12x1 + h21x2)| = det(hαβ)|x1 × x2| = K|x1 × x2|

因此, 在微分意义下, 有
K =

dA′

dA
(2.71)

局部上, 有
A′ =

∫∫
D′
dA′ =

∫∫
D

K|x1 × x2|du1 ∧ du2

而

A′ =

∫∫
D

|x1 × x2|du1 ∧ du2

由积分中值定理, 可得
K(x0) = lim

x→x0

A′

A
= lim

x∗→x0
K(x∗) (2.72)

因此,Guass 曲率的几何意义为 Gauss 球面的面积元与曲面本身的面积元之比.
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注记 2.5.2. 通过公式2.71或公式2.72也可以定义 Gauss 曲率, 蕴含 K = k1k2. 事实
上, 前者在几何上更为直观, 也是 Gauss 本人的原始思想.

例子 2.5.1. 易知直纹面 x = a(u1) + u2b(u1), |b| ≡ 1, 则其第一、二基本形式量分别为

g11 = (a′ + u2b′)2, g12 = g21 = a′ · b, g22 = 1

h11 =
(a′ + u2b′, b, a′′ + u2b′′)

|(a′ + u2b)× b|
, h12 = h21 =

(a′, b, b′)

|(a′ + u2b)× b|
, h22 = 0

直接计算得

K = − (a′, b, b′)

det(gαβ)|(a′ + u2b)× b|2
(2.73)

由定理2.2.1, 公式2.73蕴含：直纹面可展当且仅当 K ≡ 0.

注记 2.5.3. 我们将在例3.5.1中给出进一步的刻画.

以下例子是定理2.5.1的简单应用.

例子 2.5.2. 曲面 M 上一条曲率不为 0 的渐近线的挠率 τ =
√
−K.

证明. 设 C 为渐近线, 有表示 x(s) = (u1(s), u2(s)),T = ẋ, 于是

Ṫ = κN

两边内积 n
0 = kn = Ṫ · n = κN · n

而 κ 6= 0, 则 N · n = 0, 又 T ⊥ n, 则

n = ϵB, ϵ = ±1

而 Ḃ = −τN , 故 ṅ = −ϵτN , 即

dn = −ϵτNds

注意到

2HII −KI = III = |dn|2 = τ 2

因此 0−K = τ 2, 即
τ =

√
−K (2.74)
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2.6 面积变分与极小曲面

下面利用变分法推出极小曲面 (H = 0) 的几何意义. 选取 R2 中联通区域 D, 参
数为 (u1, u2), 引入 D 上的光滑函数, 即曲面族 M t

xt = x(u1, u2) + tφ(u1, u2)n(u1, u2)

其中 −ϵ < t < ϵ,x0 = x, 称为曲面泛函25.
考察 M t 的面积元

dA(t) =
√
gt11g

t
22 − (gt12)

2du1 ∧ du2 (2.75)

注意到
gt11 = xt

1 · xt
1 = (x1 + tφ1n+ tφn1) · (x1 + tφ1n+ tφn1)

= g11 + 2φx1 · n1t+ o(t)

= g11 − 2φh11t+ o(t)

和
gt12 = xt

1 · xt
2 = (x1 + tφ1n+ tφn1) · (x2 + tφ2n+ tφn2)

= g12 − 2φh12t+ o(t)

同理

gt21 = gt12, gt22 = g22 − 2φh22t+ o(t)

考察
det(gtαβ) = gt11g

t
22 − (gt12)

2

= (g11 − 2φh11t+ o(t))(g22 − 2φh22t+ o(t))

− (g12 − 2φh12t+ o(t))2

= det(gαβ)− 4φ{h22g11 − 2h12g12 + h11g22}t+ o(t)

于是 M t 的面积泛函为

A(t) =

∫∫
D

√
det(gtαβ)du

1 ∧ du2

=

∫∫
D

√
det(gαβ)− 4φ{h22g11 − 2h12g12 + h11g22}t+ o(t)du1 ∧ du2

=

∫∫
D

(√
1− 4φ{h22g11 − 2h12g12 + h11g22}

det(gαβ)
t+ o(t)·

)√
det(gαβ)du

1 ∧ du2

=

∫∫
D

√
1− 4φHt+ o(t)

√
det(gαβ)du

1 ∧ du2

(2.76)
25我们将在整体微分几何中再次见到这样的泛函表达, 届时会给出这个表达的一般形式.
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对泛函 A(t) 关于 t 求导, 在 t = 0 处的导数为

dA(t)

dt
|t=0 =

∫∫
D

(−2φH)
√
det(gαβ)du

1 ∧ du2 (2.77)

总结以下定理.

定理 2.6.1. 上述区域 D 上取极小曲面 (H = 0) 当且仅当 D 上的曲面面积达到临界

值.

证明. 必要性. 由 H = 0, 即得 dA(t)
dt

|t=0 = 0, 故达到临界值.
充分性. 由 φ 的任意性, 若有一点 p 满足 H(p) > 0, 则存在 p 的一个领域 U , 使

得 H(U) > 0, 只要选择 φ|U > 0, 其余值为 0, 那么

dA(t)

dt
|t=0 =

∫∫
D

−2φH
√
det(gαβ)du

1 ∧ du2 < 0.

与临界值矛盾.H(p) < 0 同理.

注记 2.6.1. 若 x(D) 落在欧氏空间, 则面积极小.

至此,我们断言：旋转面中悬链面以及与之等距的正螺面是极小曲面.一个自然的
问题是：除了悬链面, 旋转面中是否有其他极小曲面？

我们已经计算了旋转面的第一、二基本形式, 现在考察平均曲率 H. 由

H =
h11g22 − 2h12g12 + h22g11

det(gαβ)
= 0.

考虑

h11g22 − 2h12g12 + h22g11 = 0.

于是
1√

1 + (f ′)2
{f 2f ′′ − f(1 + (f ′)2)} = 0.

注意到
√

1 + (f ′)2 6= 0,f 6= 0, 故

1 + (f ′)2 = ff ′′ (2.78)

注记 2.6.2. 等式 (2.78) 是一个 ODE, 故上述问题转化为 ODE 解的唯一性.
其实我们可以求解这个 ODE, 变形等式 (2.78) 为

f ′f ′′

1 + (f ′)2
=
f ′

f
.

即

d(1 + (f ′)2)

2(1 + (f ′)2)
=
df

f
.
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解得

f = C
√
1 + (f ′)2

变形得

f ′ = ±

√(
f

C

)2

− 1.

即
1

C
du2 = ±

d( f
C
)√

( f
C
)2 − 1

两边积分可得

b⃗+
u2

C
= ±ch−1(

f

C
), 其中 b⃗ 为常向量

故

f = ±Cch
(
u2

C
+ b⃗

)
因此悬链面为旋转面中唯一的极小曲面.
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2.7 曲面的内蕴几何学

2.7.1 曲面的自然方程

回忆曲线论中的 Frenet 公式, 本质上是一个 ODE. 设曲线 C 为 x(s), 在 s = 0

处有标架 {x(0);T,N,B}, 满足 
Ṫ = kN

Ṅ = −kT + τB

Ḃ = −τN

(2.79)

我们希望曲面论的讨论中也能得到一个类似的“Frenet”公式, 不过是一个 PDE. 设
x = x(u1, u2) 为一张曲面, 在 (0, 0) 处有标架 {x(0); x1, x2, n}. 由公式 (2.63) 及前的讨

论, 我们已经知道
xαβ = Γγ

αβxγ + hαβn (2.80)

称等式 (2.80) 为 Gauss 公式. 其次有 Weingarten 公式

nα = −hβαxβ

组合来看, 有 {
xαβ = Γγ

αβxγ + bαβn

nα = −hβαxβ

下面来求这个克氏符. 注意到

Γγ
αβ = Γγ

βα. (2.81)

对式 (2.80) 两边内积 xδ, 得
xαβ · xδ = Γγ

αβgγδ (2.82)

注意到
∂gαδ
∂uβ

= (xα · xδ)β = xαβ · xδ + xδβ · xα.

对式 (2.82) 交换指标 α, δ, 得

xδβ · xα = Γγ
δβgγα.

因此
∂gαδ
∂uβ

= Γγ
αβgγδ + Γγ

δβgγα (2.83)

对式 (2.83) 分别交换指标 α, β 和 β, δ, 有

∂gβδ
∂uα

= Γγ
βαgγδ + Γγ

δαgγβ (2.84)
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∂gαβ
∂uδ

= Γγ
αδgγβ + Γγ

βαgγδ (2.85)

(2.83) + (2.84)− (2.85) 得

2Γγ
αβgγδ =

∂gαδ
∂uβ

+
∂gβδ

∂uα
− ∂gαβ

∂uδ
. (2.86)

注记 2.7.1. 将等式 (2.86)左侧的指标拉下来,记 Γαβδ = Γγ
αβgγδ,称为第一类 Christorff

符号.

利用 gσδ 把指标拉上去得

Γγ
αβδ

σ
γ =

1

2
gδσ{∂gαδ

∂uβ
+
∂gβδ
∂uα

− ∂gαβ
∂uδ

}

故

Γσ
αβ =

1

2
gδσ{∂gαδ

∂uβ
+
∂gβδ
∂uα

− ∂gαβ
∂uδ

} (2.87)

至此, 我们已经能完整地刻画一开始的方程组, 即{
xαβ = Γγ

αβxγ + hαβn

nα = −hβαxβ

(2.88)

其中

Γσ
αβ =

1

2
gδσ{∂gαδ

∂uβ
+
∂gβδ
∂uα

− ∂gαβ
∂uδ

}

称方程为曲面的自然方程26.

注记 2.7.2. 注意到, 由式 (2.87) 可知克氏符仅与第一基本形式量有关, 是一个内蕴量.

2.7.2 测地曲率与测地线

下面我们利用方程组 (2.7.1) 来研究曲面上一个重要的内蕴量——测地曲率. 已经
知道, 曲面上一条曲线 C : x(s) = x(u1(s), u2(s)), 沿曲线方向 T = ẋ 的法曲率定义为
曲率向量 Ṫ = kN 在法向量场上的投影, 它是一个外蕴量, 即

kn(T ) = Ṫ · n = kN · n

一个自然的问题是: 曲率向量在切空间上的投影如何表达？
2619 世纪到 20 世纪初大部分古典曲面论的工作都以这个方程为出发点, 但是我们会发现这套方程在
很多繁杂的计算上不尽人意, 却有比较直观的几何含义; 而于 20 世纪上旬 E.Cartan 发明幺正标架法
以后, 陈省身先生得其精髓将这套方法发扬光大, 使得 20 世纪中下旬利用幺正标架代替自然方程计算
变成潮流.
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我们考察以下内积

Ṫ · xα =
d

ds
(xβ

duβ

ds
) · xα

= Γδ
βγgδα

duγ

ds

duβ

ds
+ gαβ

d2uβ

ds2

假设

Ṫ = f τxτ + knn

两边内积 xα, 有
Ṫ · xα = f τgτα

用 gασ 拉上指标, 可得
gασṪ · xα = fσ (2.89)

于是

gασ{Γδ
βγgδα

duγ

ds

duβ

ds
+ gαβ

d2uβ

ds2
} = fσ

因此我们有

Ṫ =

{
Γσ
βγ

duβ

ds

duγ

ds
+
d2uσ

ds2

}
xσ + knn (2.90)

设 {
Γσ
βγ

duβ

ds

duγ

ds
+
d2uσ

ds2

}
xσ = Q

其中 Q 为单位切向量, 称 kg 为曲面 C 在曲面上的测地曲率.

注记 2.7.3. 对等式2.90两边内积 T , 可知 Q ⊥ T , 又 Q ⊥ n. 于是只要令 Q := n × T

即可.

容易知道

κ2 = kg2 + k2n (2.91)

并且

kg = Ṫ ·Q = (Ṫ , n, T ) (2.92)

定义 2.7.1. 称测地曲率 kg = 0 的曲线为测地线.

立即得到测地线的等价刻画

Γγ
αβ

duα

ds

duβ

ds
+
d2uγ

ds2
= 0, γ = 1, 2 (2.93)

称常微分方程组2.93为测地线方程, 这是一个内蕴的方程. 根据常微分方程理论, 只要
给定初值  uα(0) = uα0

duα

ds
(0) = vα0

(2.94)
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即初始位置与初始速度, 那么存在唯一的解, 即测地线.
下面从几何的角度考察测地线.

1. 曲线上的直线一定是测地线, 即

0 = κ = κ2 = kg2 + k2n

蕴含

kg = 0

2. 曲面上的非直线是测地线, 这句话等价于

κN = Ṫ = +kn

即 N 与 n 共线27.

例子 2.7.1. 球面上的大圆弧是测地线.

例子 2.7.2. 平面上的直线是测地线; 等距变换下, 圆柱面上的圆柱螺线也是测地线.

2.7.3 exp 映射、法坐标系与测地极坐标系

最后, 我们引入一个工具来简化测地线以及以测地线为参数曲线时的计算. 考察
曲面M 的切空间 TpM ,去幺正标架 {p, e1, e2}.对一充分短的切向量 v = yαeα, |v| =
ϵ → 0. 定义从 p 点出发, 以 v 为初始方向的测地线 (存在且唯一), 在测地线上取一点
q, 使得沿着测地线从 p 点到 q 点的曲线弧长为 ϵ. 构造指数映射 expp : TpM → M 满

足

expp : v 7→ q (2.95)

可以证明,expp 在小邻域内是一个微分同胚.
设 {y1, y2} 为 q 点对应的坐标, 称为法坐标, 即映射

坐标表示 : q 7→ {y1, y2}

定义 2.7.2. 在切空间 TpM 中, 取上述以 p 为原点的幺正标架 {p = O, e1, e2}, 称为法
坐标系.

注记 2.7.4. 坐标系本质上是点与有序数组的一一对应, 即坐标卡表示、流形上的推
出.

27我们将知道，曲面上两点之间的最短线一定是测地线 (反之有误). 从物理学上看，N 与 n 共线表
示质点在曲面上的运动时，仅受曲面法向量方向的力，因此运动轨迹是两点之间的“最优”路线.
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记 v0 =
v
ϵ
= yα0 eα, 则 expp(tv0), (t > 0) 小范围内为测地线, 并且有表示

(tv0) = (ty1, ty2), qt 7→ tv0 (2.96)

于是线性方程 y
1 = ty10

y2 = ty20
(2.97)

为测地线的参数方程.

定理 2.7.1. 在法坐标系下, 有

g11(p) = g22(p) = 1, g12(p)− g21(p) = 0 (2.98)

且
gαβ
uγ

(p) = 0 (⇐⇒ Γγ
αβ(p) = 0) (2.99)

证明. 设 yα− 线为从 p 点出发, 以 eα 为初始方向的测地线, 且 yα 为弧长参数. 则

xα(p) =
∂x
∂yα

(p) = eα

故

gαβ(p) = eα · eβ = δαβ

可得式2.98. 再将公式2.97带入方程2.93, 可得

Γγ
αβ

dyα

ds

dyβ

ds
+
d2uγ

ds2
= 0, γ = 1, 2

最后根据公式2.83-公式2.85可得
Γγ
αβ = 0

下面考察 p 的小邻域内的另一种坐标表示——测地极坐标系.

{幺正标架} {测地极标架}

q = {y1, y2} q = {ρ, θ}

diffeo

expp expp

其中 deffeo 指的是以 q 为唯一奇点的微分同胚, 即 y1 = ρ cos θ, y2 = ρ sin θ. 我们做
如下断言:

1. θ 为常数时,ρ在切空间 TpM 上为以 p为起点的射线;expp(ρ)为以 p为起点 θ 角

方向的测地线.
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2. ρ 为常数时,θ 为以 p 为圆心的同心圆;expp(θ) 为以 ρ 为半径的测地圆.

记 uα = yα; u1 = ρ, u1 = θ, 记邻域 Bϵ(p)− {p} 为测地极坐标邻域, 有如下定理:

定理 2.7.2. 在以 p 点为中心的测地极坐标系 {p; u1, u2} 下, 在 Bϵ(p)− {p} 内有

1.
g11 = 1 (2.100)

2.
g12 = g21 = 0 (2.101)

3.
lim
ρ→0

g22 = 0 (2.102)

4.
lim
ρ→0

√
g22 = 1 (2.103)

注记 2.7.5. 定理2.7.1和定理2.7.2说明在选取测地线作为参数曲线的第一基本形式具
有如下简单的形式:

1.
I(p) = du1du1 + du2du2 (2.104)

2.
I(p) = du1du1 (2.105)

3.
I(u1, u1) = du1du1 + du2du2 (2.106)

其次, 公式2.104只对单点 p 成立; 公式3.93时退化的, 本质上为 ρ = 0 的奇性, 而
曲面当然是正则的.

最后, 公式2.101说明在 Bϵ(p) − {p} 内测地线与测地圆正交, 这是著名的Gauss
引理.

证明. 我们分别证明四个公式.

1. 注意到 ρ 为弧长, 易知 g11 = 1.
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2. 由测地线方程

Γγ
αβ

duα

ds

duβ

ds
+
d2uγ

ds2
= 0, γ = 1, 2

取 α = β = 1, γ = 2, 有
Γ2
11 = 1

又

Γ2
11 =

1

2
g2α
{
∂g1α
∂u1

+
∂gα1
∂u1

− ∂g11
∂uα

}
分别讨论 α = 1, 2 可知 ∂g12

∂u1
= 0, 故 gρθ 与 ρ 无关. 又

gρθ =
1

2
ρ{sin 2θ(g22 − g11) + 2 cos 2θg12}

故

g12 = lim
ρ→0

gρθ(θ) = 0

3. 由 1.2. 可知
√
g22 = ρ

√
det(gαβ) (2.107)

对上式两边令 ρ→ 0, 则有
lim
ρ→0

√
g22 == 0

4. 对式2.107两边关于 ρ 求导, 得

√
g22ρ =

√
det(gαβ) +

ρ

2
√
det(gαβ)

{
∂(det(gαβ))

∂u1
cos θ + ∂(det(gαβ))

∂u2
sin θ

}
令 ρ→ 0, 可得

lim
ρ→0

(
√
g22) = 1

例子 2.7.3. 计算 Gauss 曲率 K ≡ − 1
a2
的旋转曲面.

证明. 设 x = (v cosu, v cosu, f(v)) 为旋转曲面, 其 Gauss 曲率为

f ′f ′′

v(1 + (f ′)2)2
≡ − 1

a2

变形得
d(1 + (f ′)2)

(1 + (f ′)2)2
=

(
− 1

a2

)
d(v2)

两边积分得
1

1 + (f ′)2
=

1

a2
v2 + c1
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不妨 c1 = 0, 于是

f ′ = ±
√
a2 − v2

v

令 v = a cos θ, 可得

df = ±a sin2 θ

cos θ dθ

故

f = aln(sec θ + tan θ − sin θ) + c2

不妨 c2 = 0, 得到 v = a cos θ

f = aln(sec θ + tan θ − sin θ)
(2.108)

这是曳物线方程, 旋转曲面为伪球面.

最后, 我们对测地线做进一步的讨论, 称测地线的挠率为测地挠率, 记为 τg. 设
x(s) = x(u1(s), u2(s)) 为曲面 x(u1, u2) 上一条非直测地线. 由

τ = −Ḃ ·N = B · Ṅ = (T,N, Ṅ) (2.109)

又

κ2 = k2g + k2n = k2n

以及

κN = kgQ+ knn = knn

故 n = ±N . 不妨 n = N , 因此

τ = −(ṅ, ẋ, n) = −(nα, xβ, n)
duα

ds

duβ

ds

具体而言, 即

τds = −{(n1, x1, n)du1du1 + [(n1, x2, n) + (n2, x1, n)]du1du2 + (n2, x2, n)du2du2}

计算

(n1, x1, n) =
(n1 × x1) · (x1 × x2)

|x1 × x2|
=

(n1 · x1)(x1 · x2)− (n1 · x2)(x1 · x1)

|x1 × x2|

(n1, x2, n) =
(n1 × x2) · (x1 × x2)

|x1 × x2|
=

(n1 · x1)(x1 · x2)− (n2 · x2)(x1 · x2)

|x1 × x2|

(n2, x1, n) =
(n2 × x1) · (x1 × x2)

|x1 × x2|
=

(n2 · x1)(x1 · x2)− (n2 · x2)(x1 · x1)

|x1 × x2|
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(n2, x2, n) =
(n2 × x2) · (x1 × x2)

|x1 × x2|
=

(n2 · x1)(x2 · x2)− (n2 · x2)(x1 · x2)

|x1 × x2|

故

τds =
−1

|x1 × x2|
{[(n1 · x1)(x1 · x2)− (n1 · x2)(x1 · x1)]du

1du1

= +{[(n1 · x1)(x1 · x2)− (n2 · x2)(x1 · x2)] + [(n2 · x1)(x1 · x2)− (n2 · x2)(x1 · x1)]}du1du2

= +[(n2 · x1)(x2 · x2)− (n2 · x2)(x1 · x2)]du
2du2}

整理可得

τds =
1

det(gαβ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(du1)2 −du1du2 (du2)2

g11 g12 g22

h11 h12 h22

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.110)

对比公式2.62, 可得以下定理:

定理 2.7.3. 设 C 为非直测地线, 则 C 的测地挠率 τg = 0 当且仅当 C 为曲率线.
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第二章习题

练习 6. 求曲面 z = f(x, y) 的 Gauss 曲率和平均曲率.

练习 7. 设正则参数曲线 C : x(s) 的曲率 κ 和挠率 τ 都不是零, 它的 Frenet 标架是

{x;T,N,B},s 是弧长参数.

1. 求定义在该曲线上的向量场

l(s) = T (s) + λ(s)B(s)

使得以 C 为准线,l(s) 为方向向量的直纹面是可展曲面.

2. 证明: 该可展曲面是柱面的充要条件是 κ
τ
为常数.

练习 8. 证明曲面为球面 (一部分) 的充要条件是: 曲面上每一点的法线通过一个定点.

练习 9. 证明: 正螺面 M : x(u, v) = (v cosu, v sinu, au) 上每一点借助于在该点的单位
法向量映到单位球面 S2(1) 上的映射 σ 是共形的.

练习 10. 设曲面上的曲线的切向量与一个主方向的夹角为 θ. 证明:

H =
1

2π

∫ 2π

0

kndθ

练习 11. 设 θ 为曲面 S 上一个双曲点的两个渐进方向的夹角 (0 < θ < π/2). 求
证:tan θ =

√
−K/|H|.

练习 12. 证明曲面上的曲线 C 为渐近线的充要条件是:C 为直线, 或 C 的密切平面

与曲面的切平面重合.

练习 13. 写出环面 x = ((a+ r cosu) cos v, (a+ r cosu) sin v, r sinu) 的 Gauss 公式与

Weingarten 公式, 这里 a, r 为正常数.

练习 14. 证明: 曲面为球面或平面的充要条件为 H2 = K.

练习 15. 设曲面 S : x = x(u, v) 上没有抛物点, 并设 S 的一个平行平面 S : x =

x(u, v) = x + λn,λ 为常数. 证明可选取 S 的一个法向量 n, 使得 S 的 Gauss 曲率和

平均曲率分别为:

K =
K

1− 2λH + λ2K
, H =

H − λK

1− 2λH + λ2K
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题记 “千古寸心事, 欧高黎嘉陈.”——杨振宁

引言 “活动标架法是由法国大数学家 E.Cartan 发扬光大的, 现已成为研究为几何
与几何分析的有力工具.”理论物理学家杨振宁为了赞扬陈省身先生在微分几何上的
贡献, 将他列入了最伟大的五位几何学家之列:

天衣岂无缝, 匠心剪接成.

浑然归一体, 广邃妙绝伦.

造化爱几何, 四力纤维能.

千古寸心事, 欧高黎嘉陈.

第一、二两章我们主要使用曲线、曲面最自然的方程来计算几何信息, 在具体操
作上遇到了计算繁杂的问题. 并且注意到, 几何量与参变量与大标架的选取无关, 也就
是说我们可以通过选择合适的参变量和标架使得几何量的表述尽可能简单. 在微分几
何上利用简单的几何来表述深刻的几何内涵往往是极优秀的工作, 而这些在源头上离
不开法国几何学家 E.Cartan 首创的外微分法与活动标架法, 前者自带的 Grassman

代数结构在具体计算上提供了极大的便利; 而后者从更高的观点上赋予了一种几何,
即我们将一条曲线或一张曲面连同其上的幺正标架局部地视为一个积流形或标架丛,
即 M × SO(3). 通过这个观点, 我们能够解决前两章遗留的问题, 即曲线曲面的基本定
理. 从方程的角度看, 它们分别代表一个常微分方程组与一个偏微分方程组, 前者是容
易解决的. 后者倘若要存在局部解, 需要满足一个可积性条件, 而这个条件直接对应了
微分流形中的 Frobenius 定理——一个光滑分布存在极大积分流形当且仅当对合, 用
微分形式的语言来叙述, 即分布的零化子时微分理想, 我们利用这个刻画最终证明了
基本定理.

3.1 预备知识

我们在古典曲线、曲面理论中使用的工具是自然标架, 即研究曲线、曲面本身. 自
然标架 {x; x1, x2, n}的特点是复杂而形象,前者限制了我们从更高的观点研究几何;我

55
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们曾简单讨论过幺正标架, 其特点是简单而抽象, 前者赋予我们更简洁的记号和更高
的观点, 但抽象性是需要适应的. 事实上, 公式2.10表示了自然标架到幺正标架的转移
关系, 系啊没将重新揭示这一点, 并且以幺正标架为主进行讨论.

注记 3.1.1. 为现代微分几何和高维流形记号上叙述方便, 并且为与古典记号有个区
分, 往后大标架 {O;E1,E2,E3}、幺正标架 {x; e1e2, e3} 和大部分的向量 (值函数)x(视
为仿射空间 E3 中的点), 统一不再用粗体.

定义 3.1.1. 称上述 {x; e1, e2, e3} 为 E3 中一个 (以 x 为“原点”的一个) 活动幺正标
架.E3 中全体活动幺正标架构成的集合称为 E3 的一个标架空间.

首先,x ∈ E3 有表示 x = xiEi, 即 x 的坐标为 (x1, x2, x3), 简记为 x = (x1, x2, x3).
这说明 x 依赖于 3 个参数 (或 3 个自由度). 其次, 向量 ei 可视为 O 为起点, 于是有表
示

ei = ajiEj (3.1)

其中 A = {aji}3 为保向正交矩阵, 即 detA = 1, 记 B = {bji}3×3 为 A 的逆矩阵, 有
aji b

k
j = δki .
注意到 A 的算子正定正交, 作用对应了 3 个 Euler 角, 即对 3 个标架向量的旋

转, 故 A 依赖于 3 个参变量 (或 3 个自由度). 事实上, 由于 A 满足
(a11)

2 + (a12)
2 + (a13)

2 = 1

(a21)
2 + (a22)

2 + (a23)
2 = 1

(a31)
2 + (a32)

2 + (a33)
2 = 1

(3.2)

且 
a11a

2
1 + a12a

2
2 + a13a

2
3 = 0

a11a
3
1 + a12a

3
2 + a13a

3
3 = 0

a21a
3
1 + a22a

3
2 + a23a

3
3 = 0

(3.3)

也说明 A 仅 3 个自由度, 详见 [16] 的 P10-16.
故标架空间是一个 6 维数的空间, 即 x 的位置坐标和标架的旋转各自提供 3 个自

由度. 我们称 E3 中的一个运动为点的平移或旋转, 显然运动不改变空间中两点的距离
和两向量的夹角, 且构成一个群, 称为保向的等距变换群, 记为 M+

3 , 或简称 G, 称 E3

的运动群.

注记 3.1.2. 事实上, 代数中有 M+
3 /(RV

3,+) ∼= SO(3), 参见 [1] 的 P158.

给定一个活动幺正标架, 运动群 G 的作用遍历整个标架空间, 因此 E3 的运动

群与标架空间是一一对应的, 我们把活动幺正标架看成运动群 G 的几何表示, 从而
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使标架空间与 G 等同. 现设 E3 中连续可微的幺正标架依赖于 m(m ≤ 6) 个参变量

u1, · · · , um, 即
{x(u1, · · · , um); ei(u1, · · · um)}i=1,2,3 (3.4)

这样的活动幺正标架全体称为 m 参数的活动标架场, 其成为标架空间 G 的一个 m 维
子空间.
“E.Cartan 的活动标架法的主要思想是, 通过活动标架这座桥梁, 把所研究的几何

图形 (子空间) 看成 G 的子空间, 然后把 G 的性质自然地诱导到这个子空间上, 从而
得到 G变换下不变的几何性质.这正式 Lie群在微分几何上的应用.”——《整体微分
几何初步》(沈一兵)

例子 3.1.1. 设 E3 中一条正则曲线 C : x = x(s), 为 C 上每点配置一个 Frenet 标架.

{x, T,N,B}

记 e1 = T, e2 = N, e3 = B, 则 {x; , e1, e2, e3} 构成单参数幺正标架场. 因此, 正则曲线
C 确定一个单参数标架场; 反过来, 一个单参数标架场的“原点”刻画出一条曲线. 因
此, 空间曲线可以视为运动群 G 的一维子空间.

例子 3.1.2. 设 E3 中一张正则曲面 M : x = x(u1, U2), 在其上配置一个幺正标架:

x = x(u1, u2)

e1 =
x1
x1

e2 =
x2 − (x2 · e1)e1
|x2 − (x2 · e1)e1|

e3 = e1 × e2(= n)

(3.5)

即 {x; e1, e2, e3} 构成一个双参数幺正标架场. 反过来, 一个双参数幺正标架场刻画了
一张空间曲面, 于是曲面可以视为运动群 G 的一个二维子空间.
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3.2 双参数下的外微分与外乘法

设 u1, u2 为两个参变量,du1, du2 为它们的微分, 称为坐标微分.

定义 3.2.1. 微分 du1, du2 的 C∞(u1, u2)− 模线性组合

ω = f1du
1 + f2du

2, f1, f2 ∈ C∞(u1, u2) (3.6)

称为一个一次外微分形式或 1− 形式.

注记 3.2.1. 这里的 C∞(u1, u2) : {f(u1, u2)|f ∈ C∞} 构成一个交换环, 允许适当降低
光滑性

在坐标微分之间引入外乘法, 记为 ∧, 使得

duα ∧ duβ = −duβ ∧ duα (3.7)

蕴含

duα ∧ duα = 0, α = 1, 2

且

duα ∧ duβ ∧ duγ = 0, α, β, γ = 1, 2

定义 3.2.2. 称形式
fduα ∧ duβ

为二次外微分形式或 2− 形式. 随即 f 称零次外微分形式.

下面考察将外乘法 ∧ 线性扩张到外微分空间, 令ω
1 = a11du

1 + a12du
2

ω2 = a21du
1 + a22du

2
(3.8)

记 A = {aji}2×2, 于是有
ω1 ∧ ω2 = detAdu1 ∧ du2 (3.9)

因此 ω1 ∧ ω2 == 0 当且仅当 detA = 0, 即 ω1 与 ω2 相差一个因子, 称此时 ω1 与 ω2

线性相关.

定义 3.2.3. 称 d 为一个外微分算子, 满足:

1. df = ∂f
∂uαdu

α, 即为 f 的全微分;

2. dω = d(aαdu
α) := (daα) ∧ duα = ∂aα

∂uβ du
β ∧ duα, aα ∈ C∞(u1, u2)
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以下定理在外微分理论中相当重要, 与经典代数拓扑也有联系, 参见 [5], 我们先
介绍它的一个简单版本.

定理 3.2.1 (Poincare 引理).
d2 = 0

证明. 只验证 d2f = 0, 考察

d2f = d(df) = d

(
∂f

∂uα
duα
)

=
∂2f

∂uα∂uβ
duαduβ

=
∑
α<β

∂2f

∂uα∂uβ
duαduβ +

∑
α>β

∂2f

∂uα∂uβ
duαduβ

=
∑
α<β

∂2f

∂uα∂uβ
duαduβ −

∑
α<β

∂2f

∂uα∂uβ
duαduβ

=
∑
α<β

(
∂2f

∂uα∂uβ
− ∂2f

∂uα∂uβ

)
duαduβ

= 0

此外, 对任一微分形式 ω 与其组合 fω, 考察外微分算子 d 的作用:

d(fω) = df ∧ ω + fdω (3.10)

同时

d(ωf) = fdω + ω ∧ df = −df ∧ ω + fdω (3.11)

下面将外微分作用域幺正标架 {x(u); ei(u)}i=1,2,3, u = (u1, · · · , um), (m ≤ 6),其
关于固定标架 {O;E1, E2, E3} 的表示为 x = xiEi

ei = ajiEj

(3.12)

对方程组3.12作用外微分算子 d, 可得dx = dxiEi

ei = dajiEj

(3.13)

从几何上看, 点 x(u) 发生运动成为 x(u+∆u), 即 x(u) 7→ x(u+∆u)

ei(u) 7→ ei(u+∆u), i = 1, 2, 3
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令 ∆u→ 0, 可得  x(u) 7→ x(u) + dx

ei(u) 7→ ei(u+) + dei, i = 1, 2, 3
(3.14)

即 d 的作用为“微小运动”.
现在又 Ei = bjiej, 带入方程组3.13, 可得 dx = dxibjiej

dei = daji b
k
j ek

(3.15)

记 ωj = dxibji , ωk
i = daji b

k
j .

考察

ωj = dxibji =
∂xi

∂uα
bjidu

α := Γj
α(u)du

α

以及

ωk
i = daji b

k
j =

∂aji
∂uα

bkjdu
α := Γk

iα(u)du
α

故 ωi 和 ωk
i 为 1− 形式.

定义 3.2.4. 称  dx = ωiei

dei = ωj
i ej, i = 1, 2, 3

(3.16)

为幺正标架的运动方程,ωi 和 ωk
i 称为无穷小运动分量.

其二, 写成矩阵形式为
de1

de2

de3

 =


ω1
1 ω2

1 ω3
1

ω1
2 ω2

2 ω3
2

ω1
3 ω2

3 ω3
3



e1

e2

e3


回忆注记1.1.3处的断言以及公式1.14, 这个矩阵是反对此的, 即只有 3 个有效分

量. 事实上,ei · ej = δij, 对其作用微分算子 d 后可得

dei · ej + ei · dej = 0

带入无穷小运动分量有

ωk
i (ek · ej) + ei · (ωk

j ek) = 0

注意到 ei · ej = δij, 于是
ωj
i + ωi

j = 0 (3.17)
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即 
de1

de2

de3

 =


0 ω2

1 ω3
1

−ω2
1 0 ω3

2

−ω3
1 −ω3

2 0



e1

e2

e3

 (3.18)

连同方程组3.16, 共 6 个有效分量, 再次验证了标架空间的维数！
因此, 运动方程的完整写法为 dx = ωiei

dei = ωj
i ej, i = 1, 2, 3

(3.19)

其中 ωj
i + ωi

j = 0.
此时, 第一基本形式表达为

ds2 = |dx|2 = (ωαeα)
2 = (ω1)

2 + (ω2)
2 + (ω3)

2 (3.20)

一个自然的问题是, 方程组3.19是否决定一个几何对象, 其次, 这个几何对象是否
唯一？这是一个微分方程的问题, 前者归结为 Frobenius 定理, 后者目前可以解决.

注记 3.2.2. 由于此前将几何对象域标架场等同, 因而问题转化为标架场 {x, ei}i=1,2,3

的存在唯一性.

定理 3.2.2. 给定两个 m(m ≤ 6) 参数的活动幺正标架场

{x; ei}i=1,2,3, {x; ei}i=1,2,3

相应的无穷小运动分量为 {ωi, ωj
i } 和 {ωi, ωij} 满足 ωj

i + ωi
j = 0, ωj

i + ωi
j = 0. 若

ωi = ωi, ωj
i = ωj

i

成立, 那么两个标架场至多相差一个运动.

证明. 取定 u0 = (u10, · · · , um0 ), 对应 x(u0) ∈ E3. 让 x(u0) 平移至 x(u0) 且 ei(u0) 通过

旋转与 ei(u0) 重合, 记为  x(u0) = x(u0)

ei(u0) = ei(u0)
(3.21)

在大标架 {O,E1, E2, E3} 下, 以上两组活动标架分别由表示 x(u) = xi(u)Ei

ei(u) = aji (u)Ej

,

 x(u) = xi(u)Ei

ei(u) = aji (u)Ej

(3.22)



第三章 E.Cartan 活动标架法 62

由公式3.21知它们在 u0 处相等, 即xi(u) = xi(u)Ei

aji (u) = aji (u)Ej

(3.23)

下证对任意的 u 都成立. 注意到 dei(u) = d(aji (u))Ej, 而

dei(u) = ωj
i ej = ωj

i a
k
jEk

故

daki (u) = ωj
i a

k
j (u)

同理

daki (u) = ωj
i a

k
j (u)

而 aki a
l
i = δkl, 考察

d(aki a
l
i) = (daki )a

l
i + aki (da

l
i) = ωj

i a
k
ja

l
i + aki ω

j
i a

l
j = 0

因此 aki a
l
i 与 u 无关, 故 aki a

l
i(u)− aki a

l
i(u0), ∀u. 又

(ak − aki )a
l
i = aki a

l
i − aki a

l
i = δkl(u0)− δkl(u0) = 0

由于 {aki } 可你, 上式蕴含 aki (u) = aki (u), ∀u. 进而 ei = ei, 考察

d(x− x) = ωiei − ωiei = 0

故 x− x 与 u 无关, 即 x(u)− x(u) = x(u0)− x(u0).
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3.3 外微分形式引入

3.3.1 Grassman 代数

在曾经曲线论部分的讨论中, 我们曾遇到过微分算子 d 作用在合适的单位正交基

下有标准的反对称矩阵,见方程1.14.此外,在运动方程的讨论中,也出现了反对称的结
构, 如方程3.17. 这些现象启发我们构造一个 (事实上本来就有) 代数结构去叙述它们.

设 V 为 R 上的 m 维向量空间, 对 k ∈ N 个 V 作张量积, 记为 T k(V ), 即

T k(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
k个

(3.24)

显然 T k(V ) 构成 R 上的 mk 维向量空间. 若取 V 的一组基 {σ1, · · · , σm}, 于是对任意
ξ ∈ V , 都有表示

ξ = ξασα (3.25)

进而 T k(V ) 的基为 {σα1 ⊗ · · · ⊗ σαk
|α1, · · · , αk = 1, · · · ,m}. 于是对任意 T ∈ T k(V ),

都有表示

T α1···αkσα1 ⊗ · · · ⊗ σαk
(3.26)

记 k 重置换群为 Sk, 其中任一置换记为 σ, 符号为 sgnσ, 满足

sgnσ =

+1 σ 为偶置换

−1 σ 为奇置换

定义 T k(V ) 上的关心 ∼ 满足

T1⊗· · ·⊗Tk ∼ Tσ(1)⊗· · ·⊗Tσ(k) ⇐⇒ T1⊗· · ·⊗Tk+Tσ(1)⊗· · ·⊗Tσ(k) = 0 其中 sgnσ = −1

构造商空间 ∧k(V ) := T k(V )/ ∼, 记 T1 ⊗ · · · ⊗ Tk, 记等价类为

T1 ∧ · · · ∧ Tk (3.27)

其上被诱导一个自然的运算 ∧, 成为外乘法或外积. 以上是纯代数层面的构造, 详见陈
志杰. (2001). 代数基础·代数基础: 模, 范畴, 同调代数与层. 华东师范大学出版社.
的 P66-73. 为了显化外乘法在实际操作中的作用, 我们通过以下一个构造与线性扩张
的方式来引入.

直接对 V 的基 {σ1, · · · , σm} 定义一种乘法 ∧, 使得

1. 形式上有
σα, α = 1, · · · ,m

σα ∧ σβ, 1 ≤ α < β ≤ m
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σα ∧ σβ ∧ σγ 1 ≤ α < β < γ ≤ m

· · · · · ·

σα1 ∧ · · · ∧ · · · ∧ σαk
1 ≤ α1 < · · · < αk ≤ m

· · · · · ·

σ1 ∧ · · · ∧ σm

2. 满足反对称性, 即对任意 k(≥ 2) 个基向量, 有

σα∧· · ·∧σαp ∧· · ·∧σαq ∧· · ·∧σαk
= −σα∧· · ·∧σαq ∧· · ·∧σαp ∧· · ·∧σαk

(3.28)

其中 α1 · · ·αk = 1, · · · ,m, 1 ≤ p < q ≤ k, 2 ≤ k ≤ m.

3. 利用线性扩张, 把上述乘法推广到整个 V 上, 容易验证:

(a) 对任意 ξ = ξασα, η = ηασα, 有

ξ ∧ η =
∑
α<β

∣∣∣∣∣ξα ξβ

ηα ηβ

∣∣∣∣∣ σα ∧ σβ (3.29)

(b) 对任意 ξ = ξασα, η = ηασα, ζ = ζασα, 有

ξ ∧ η ∧ ζ =
∑

α<β<γ

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξα ξβ ξγ

ηα ηβ ηγ

ζα ζβ ζγ

∣∣∣∣∣∣∣∣ σα ∧ σβ ∧ σγ (3.30)

定义 3.3.1. 称返祖上述条件的乘法 ∧ 为外乘法或外积.V 中任意 k(0 ≤ k ≤ m) 个元

素的外积称为一个 k 重元素, 其必形如

aα1···αkσα1 ∧ · · · ∧ σαk
(1 ≤ α1 < · · · < αk ≤ m), aα1···αk ∈ R (3.31)

显然, 所有 k 重元素都落在以 {σα1 ∧ · · · ∧ σαk
|1 ≤ α1 < · · · < αk ≤ m} 为基的

Ck
m 维向量空间中, 事实上, 使用纯代数的记号, 有

∧0(V ) = R

∧1(V ) = V

∧2(V ) = span{σα ∧ σβ|1 ≤ α < β ≤ m}

· · · · · ·

∧k(V ) = span{σα1 ∧ · · · ∧ σαk
|1 ≤ α1 < · · · < αk ≤ m}
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· · · · · ·

∧m(V ) = span{σ1 ∧ · · · ∧ σm}

且

dim ∧k (V ) = Ck
m (3.32)

容易发现, 外积 ∧ 可以被线性扩张到所有 ∧k(V )(0 ≤ k ≤ m) 之间, 即

(σα1 ∧ · · · ∧ σαp) ∧ (σβ1 ∧ · · · ∧ σβq) = σα1 ∧ · · · ∧ σαp ∧ σβ1 ∧ · · · ∧ σβq (3.33)

同时,∧ 满足结合律与分配律, 对任意 φ, ψ, θ 为 p, q, r 重元素, 以及 a, b ∈ R 有

1. (φ ∧ ψ) ∧ θ = φ ∧ (ψ ∧ θ)

2. (aφ+ bψ) ∧ θ = aφ ∧ θ + bψ ∧ θ

3. φ ∧ (aψ + bθ) = aφ ∧ ψ + bφ ∧ θ

于是直和形式
⊕m

k=1 ∧k(V ) 构成 R 上的一个结合的分次代数, 记为 G(V ).

定义 3.3.2. 称上述代数 G(V ) 为 R 上一个关于 V 的 Grassman 代数或外代数.

注记 3.3.1. dimG(V m) = 2m

命题 3.3.1. G(V ) 上的外积 ∧ 具有以下性质:

1. 设 φ ∈ ∧p(V ), ψ ∈ ∧q(V ), 则

φ ∧ ψ = (−1)pqψ ∧ φ (3.34)

2. 设 φr = aαr σα ∈ ∧1(V ), 1 ≤ r ≤ k, 1 ≤ α ≤ m, 则

φ1 ∧ · · · ∧ φk =
∑

α1<···<αk

∣∣∣∣∣∣∣∣
aα1
1 · · · aαk

1
... ...
aαk
k · · · aαk

k

∣∣∣∣∣∣∣∣ σα1 ∧ · · · ∧ σαk
(3.35)

证明. 1. 只要验证基上的作用即可. 当 p + q > m 时自然成立, 下证 p + q ≤ m 的

情形. 令
φ = σα1 ∧ · · · ∧ σαp , ψ = σβ1 ∧ · · · ∧ σβq

于是
φ ∧ ψ = (σα1 ∧ · · · ∧ σαp) ∧ (σβ1 ∧ · · · ∧ σβq)

= (−1)pσβ1 ∧ (σα1 ∧ · · · ∧ σαp) ∧ (σβ2 ∧ · · · ∧ σβq)

· · ·

= (−1)pqψ ∧ φ
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2. 由

φ1 ∧ · · · ∧ φk =
m∑

α1,··· ,αk=1

aα1
1 · · · aαk

k σα1 ∧ · · · ∧ σαk

=
∑

1≤α1<···<αk≤m

{ ∑
α1,··· ,αk

(−1)σk{α1,··· ,αk}aα1
1 · · · aαk

k

}
σα1 ∧ · · · ∧ σαk

=
∑

α1<···<αk

∣∣∣∣∣∣∣∣
aα1
1 · · · aαk

1
... ...
aαk
k · · · aαk

k

∣∣∣∣∣∣∣∣ σα1 ∧ · · · ∧ σαk

3.3.2 外微分形式

现在将上述事实特殊化到微分形式上. 考察 Rm := {(u1, · · · , um)|uα ∈ R, α =

1, · · · ,m}, 对每点 u = (u1, · · · , um) 有 m 个独立的微分 du1, · · · , dum, 以它们为基向
量张成一个 R上的 m维向量空间,记为 Lu,即上述的 V .直接构造其上的 Grassman

代数

∧(Lu) :=
m⊕
k=0

∧k(Lu) (3.36)

对任一子空间 ∧k(Lu) 的 k 重元素 φ, 有

φ =
∑

1≤<α1<···<αk≤m

aα1···αk
duα1 ∧ duαk (3.37)

设 U ⊂ Rm 为一开区域.

定义 3.3.3. 定义 U 上的 k 次外微分形式或 k− 形式, 对每点 u ∈ U , 确定 ∧k(Lu) 中

的一个 k 重元素, 且它在 U 上连续可微地变化.

注记 3.3.2. 即 φ 中的系数 (函数)aα1···αk
∈ C1(U).

因此 U 上任意一个 k− 形式 ω 可以表示为

ω =
∑

1≤α1<···<αk≤m

aα1···αm(u)du
1 ∧ · · · ∧ duαk , u ∈ U (3.38)

事实上, 式3.38的表达可以简化为如下形式:

ω =
∑

1≤α1<···<αm≤m

ãα1···αm(u)du
α1 ∧ · · · ∧ dαk , u ∈ U (3.39)

其中 ãα1···αm(u) 关于指标 α1, · · · , αm 是反对称的. 事实上只要做如下变换:

aαβ =
aαβ + aβα

2
+
aαβ − aβα

2
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记 xαβ =
aαβ−aβα

2
, yαβ =

aαβ−aαβ

2
, 于是∑

1≤α<β≤m

aαβdu
αduβ =

∑
1≤α<β≤m

yαβdu
αduβ

后者是反对称的.
对于 U 中固定一点 u, 式3.39中的 ω 表示 ∧k(Lu) 的一个 k 重元素; 于是一个 k−

形式就是区域 U 上的 k 重元素场或 k 形式场, 其中 1− 形式又称 Pfaff 形式场.

定义 3.3.4. 设 {ωr}pr=1 为区域 U 上 p 个 1− 形式, 有

ωr = arαdu
α, r = 1, 2, · · · , p (3.40)

称这 p 个 1− 形式线性独立或线性无关, 如果 p×m 的矩阵 {arα} 的秩在 U 上处处为

p.

命题 3.3.2. 式3.40表达的 p 个 1− 形式线性独立的充要条件是

ω1 ∧ · · · ∧ ωp 6= 0 (3.41)

证明. 由公式3.40的表达, 有

ωq ∧ · · · ∧ ωp =
∑

≤1α1<···<αp≤m

∣∣∣∣∣∣∣∣
aα1
1 · · · a

αp

1
... ...
aαk
k · · · a

αp

k

∣∣∣∣∣∣∣∣ du
α1 ∧ · · · ∧ duαp (3.42)

那么

{ωr}pr=1线性无关⇔至少一个 p 阶子式不为零⇔ ω1 ∧ · · · ∧p 6= 0

引理 3.3.1 (Cartan 引理). 设 {ωr, φr}pr=1(p ≤ m) 为 U 上 2p 个 1− 形式, 其中
{ωr}pr=1 线性独立, 则下述等式

p∑
r=1

φr ∧ ωr = 0 (3.43)

成立的充要条件为 φr 可被 {ωr}pr=1 对称地线性表出, 即

φr = Cr
sω

s (3.44)

其中 Cr
s = Cs

r , r, s = 1, 2, · · · , p.
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证明. 充分性是显然的, 下证必要性. 先将 {ωr}pr=1 扩充为 ∧1(Lu)(∀u ∈ U) 的一组

“基”, 不妨记为 {ωs, ωt}ps=1
m
t=p+1, 那么每个 φr 被它们线性表示, 即

φr =

p∑
s=1

Cr
sω

s +
m∑

t=p+1

Cr
t ω

t

带入等式3.43有

0 =

p∑
r=1

φr ∧ ωr

=

p∑
r=1

{
p∑

s=1

Cr
sω

s +
m∑

t=p+1

Cr
t ω

t

}
∧ ωr

=

{∑
r<s

Cr
sω

s ∧ ωr +
∑
r>s

Cr
sω

s ∧ ωr

}
+

p∑
r=1

m∑
t=p+1

Cr
t ω

t ∧ ωr

=
∑
r<s

(Cr
s − Cs

r )ω
s ∧ ωr +

p∑
r=1

m∑
t=p+1

Cr
t ω

t ∧ ωr

注意上式中的 {ωs ∧ ωr, ωt ∧ ωr} 线性独立, 因此有

Cr
s = Cs

r 且Cr
t = 0

注记 3.3.3. 上述证明中的
∑p

r,s=1C
r
sω

s ∧ ωr 的变形∑
r<s

(Cr
s − Cs

r )ω
s ∧ ωr

是经典的技巧, 我们曾在定理3.2.1使用过, 在证明一般形式的 Poincare 引理时还会用

到.

推论 3.3.1. 设 ω 为非零 1−形式,则 1−形式 φ满足 φ∧ω = 0的充要条件为 φ = cω.

引理 3.3.2. 设 {ωr}pr=1 为 p 个线性独立的 1− 形式,Ω 为 2− 形式, 那么

Ω ≡ 0 mod(ω1, · · · , ωp) (3.45)

的充要条件为存在 p 个 1− 形式 {φr}pr=1 使得

Ω =

p∑
r=1

ωr ∧ φr (3.46)

注记 3.3.4. 式3.45表示:Ω 为 {ωr}pr=1 的代数推论, 即 ω1 = · · · = ωp = 0 蕴含 Ω = 0.
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证明. 充分性是显然的,下证必要性.先将 {ωr}pr=1扩充为一组基,{ωr}mr=1,那么 ∧2(Lu)

的一组基为

ωs∧ωt 1 ≤ s, t ≤ p; ωs∧ωλ 1 ≤ s ≤ p, p+1 ≤ λ ≤ m; ωλ∧ωµ p+1 ≤ λ, µ ≤ m

(3.47)
于是 Ω 可由其线性表出, 即

Ω =
∑

1≤s≤p

Cstω
s ∧ ωt +

p∑
s=1

m∑
λ=p+1

CλµCλµω
λ ∧ ωµ

由于 Ω ≡ 0 mod(ω1, · · · , ωp), 可得 Cλµ = 0, p+ 1 ≤ λ < µ ≤ m, 即

Ω =
∑

1≤s<t≤p

Cstω
s ∧ ωt +

p∑
s=1

m∑
λ=p+1

Csλω
s ∧ ωλ

=
∑

1≤s<t≤p

(
1

2
Cst)(2ω

s ∧ ωt) +

p∑
s=1

m∑
λ=p+1

Csλω
s ∧ ωλ

=

p∑
s=1

p∑
t=1

1

2
Cstω

s ∧ ωt +

p∑
s=1

m∑
λ=p+1

Csλω
s ∧ ωλ

=

p∑
s=1

ωs ∧

{
p∑

t=1

1

2
Cstω

s ∧ ωt +
m∑

λ=p+1

Csλω
s ∧ ωλ

}

取 φ =
{∑p

t=1
1
2
Cstω

s ∧ ωt +
∑m

λ=p+1Csλω
s ∧ ωλ

}
即可.

下面我们将双参数的外微分算子推广到一般参数.用 ∧k(U)表示 R⋗ 中区域 U 上

的 k− 形式, 并记

∧(U) :=
m⊕
k=0

∧k(U) (3.48)

其中元素, 即 k− 形式记为

ω = aα1···αk
(u)duα1 ∧ · · · ∧ duαk (3.49)

定义 3.3.5. 称 ∧(U) 上的外微分算子 d 为映射

d : ∧k(U) → ∧k+1(U) (3.50)

对公式3.49中的 k− 形式 ω 作用 d, 有

dω = daα1···αk
∧ duα1 ∧ · · · ∧ duαk =

∂aα1···αk

∂uβ
duβ ∧ duα1 ∧ · · · ∧ duαk ∈ ∧k+1(U) (3.51)

注记 3.3.5. 若 f ∈ ∧0(U) = C∞(U), 则 df = ∂f
∂uαdu

α. 若 φ ∈ ∧m(U), 则 dφ = 0.

命题 3.3.3. 外微分算子 d 具有如下性质:
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1. R− 线性性: 设 ϕ, ψ 为任意两个微分形式, 则

d(φ± ψ) = dφ± dψ (3.52)

2. 若 ω ∈ ∧k(U),φ 为任一微分形式, 则

d(ω ∧ ψ) = dω ∧ φ+ (−1)kω ∧ dφ (3.53)

证明. 第一条是显然的, 下证第二条. 设

ω = aα1···αk
duα1 ∧ · · · ∧ dαk

φ = bβ1···βl
duβ1 ∧ · · · ∧ dβl

于是

ω ∧ φ = aα1···αk
bβ1···βl

(duα1 ∧ · · · ∧ duαk) ∧ (duβ1 ∧ · · · ∧ duβk)

因此

d(ω ∧ φ) = ∂

∂uγ
{aα1···αk

bβ1···βl
}(duα1 ∧ · · · ∧ duαk) ∧ (duβ1 ∧ · · · ∧ duβl)

=

{
∂aα1···αk

∂uγ
duγbβ1···βl

+
∂aα1···αk

∂uγ
bβ1···βl

duγ
}
(duα1 ∧ · · · ∧ duαk) ∧ (duβ1 ∧ · · · ∧ duβl)

= dω ∧ φ+ (−1)kφ ∧ dω

定理 3.3.1 (Poincare 引理).
d2 = 0

证明. 直接验证

d2ω = d(dω)

=
∂2aα1···αk

∂uβ∂uγ
duγ ∧ duβ ∧ duα1 ∧ · · · ∧ duαk

=

{∑
γ≤β

(
∂2aα1···αk

∂uβ∂uγ
− ∂2aα1···αk

∂uγ∂uβ

)
duγduβ

}
duα1 ∧ · · · ∧ duαk

= 0

对一个外微分形式 ω, 若 dω = 0, 则称 ω 为闭形式, 这样的 ω 的集合记为 Zk(U).
若存在 β ∈ ∧k−1 使得 dβ = ω, 则称 ω 为恰当形式, 这样的 ω 的集合记为 Bk(U).
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注记 3.3.6. 注意到恰当形式一定是闭形式, 因为 d2 = ω, 故恰当形式又称“恰当闭形
式”, 从而

Bk(U) ⊂ Zk(U) (3.54)

一个自然的问题是: 闭形式一定是恰当形式吗？答案是否定的, 事实上我们有:

例子 3.3.1. 在区域 R2 − {0} 上定义一个 1− 形式

ω =
−v

u2 + v2
du+

u

u2 + v2
dv (3.55)

易知 ω 为闭形式. 但不恰当, 事实上, 存在 R2 − {0} 的函数

f = arctan
v

u
, g = −arccotu

v

使得 df = dg = ω, 但它们都不是连续函数.

注记 3.3.7. 事实上我们可以证明, 闭形式在局部 (星型区域) 一定是恰当的; 再通过
de Rham 上同调群的同伦不变性可知在单连通区域上一定是恰当的, 为此我们回忆数
学分析 (或微分流形) 中的概念.

下面考察微分形式的积分. 首先在平面单区域 Ω 上的 Green 公式为∫
∂Ω

Pdx+Qdy =

∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (3.56)

此时区域 Ω 诱导了边界曲线 ∂Ω 的定向, 我们把 dxdy 定向取为 dx ∧ dy, 则 Green 公

式改写为 ∫
∂Ω

Pdx+Qdy =

∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy (3.57)

其中 dx ∧ dy 为带定向的面积元. 用微分形式叙述, 记 ω = Pdx+Qdy 为 Ω 上的

1− 形式, 则
dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy (3.58)

从而 Green 公式改写为 ∫
∂Ω

ω =

∫
Ω

dω (3.59)

注记 3.3.8. 公式3.59本质上为 Stokes 公式, 可以向高维 (可定向) 流形推广, 同时支
持一般的微分形式. 我们叙述一个一般的版本, 证明需要引入微分流形的工具才能彻
底解决, 有兴趣的读者可以参考 [2, 15, 17, 9].

定理 3.3.2 (Stokes 定理). 设 M 为 En 中一个 p(1 ≤ p ≤ m) 维可定向区域,∂M 为其
边界,dim∂M = p− 1, 其定向由 M 的定向诱导. 若 ω 为 M 上的 (p− 1)− 形式, 则有∫

∂Ω

ω =

∫
Ω

dω (3.60)
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例子 3.3.2. 取 n = 3, p = 2,ω 为 M 上 1− 形式

ω = Pdx+Qdy +Rdz

它的外微分为

dω =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
dx ∧ dz +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

由 Stokes 定理∫
∂M

Pdx+Qdy+Rdz =

∫
M

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy∧dz+

(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
dx∧dz+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx∧dy

这是数学分析中的 Stokes 公式.

例子 3.3.3. 取 n = 3, p = 3,ω 为 M 上 2− 形式

ω = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy

那么

dω =

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

由 Stokes 定理∫
∂M

Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy =

∫
M

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

这是数学分析中的 Gauss 公式.
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3.4 可积系统

3.4.1 E3 中的结构方程

我们先前介绍了 E3 中关于活动标架 {x; ei}3i=1 的运动方程 dx = ωiei

dei = ωj
i ej, i = 1, 2, 3

(3.61)

使得 ωi,ωj
i 为 1-形式, 其中 ωj

i + ωi
j = 0.（最后一个条件等价于 ei · ej = δij）

反过来的问题是：给定方程组3.61和关系 ωj
i + ωi

j = 0, 是否存在唯一的活动标架
{x; ei}3i=1？定理3.2.2解决了唯一性的问题, 接下来我们引入一个重要的工具, 解决存在
性的问题. 在此之前, 我们进一步翻译条件. 由 Poincare 引理, 对方程组3.61作用外微
分算子 d.

1.

0 = d2x = d(dx) = d(ωiei)

= dωiei − ωi ∧ dei
= dωiei − ωi ∧ ωj

i ej

= (dωi − ωj ∧ ωi
j)ei

可得

dωi = −ωi
j ∧ ωj (3.62)

2.

0 = d2ei = d(dei) = d(ωj
i ej)

= domegajiej − ωj
i ∧ dej

= dωj
i ej − ωj

i ∧ (ωk
j ek)

= (dωk
i − ωj

i ∧ ωk
j )ek

可得

dωk
i = −ωk

j ∧ ω
j
i (3.63)

记 dω
i = −ωi

j ∧ ωj

dωj
i = −ωj

k ∧ ω
k
i

(3.64)
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定义 3.4.1. 称方程组3.64为 E3 中的结构方程.

注记 3.4.1. 上述讨论告诉我们结构方程3.64 为运动方程3.61成立的必要条件, 后面将
说明方程组3.64是充分条件的一部分.

我们先抛出本节的“终极问题”: 若 6 个 1-形式 ωi, ωj
i 满足结构方程dωi = −ωi

j ∧ ωj

dωk
i = −ωk

j ∧ ω
j
i

是否存在活动标架场 {x; ei}3i=1, 使得上述 ωi, ωj
i 为无穷小运动分量.

3.4.2 Frobenius 定理

设 U ⊂ RN 为一单连通区域, 给定其上 p(p < N) 个独立的 1-形式

φr = arα(u)du
α, r = 1, · · · , p (3.65)

其中,u = (u1, · · · , uN) ∈ U , 作方程组

φr = 0, r = 1, · · · , p (3.66)

称为 U 上的一个 Pfaff 方程组.
注意到3.65式中 p 个 1-形式线性无关. 不妨假设矩阵 {arα}p×N 中的前一个 p 阶子

式 {ars}p×p 满秩. 有表示

φr =

p∑
s=1

arsdu
s +

p∑
λ=p+1

arλdu
λ, r = 1, · · · , p (3.67)

定义 3.4.2. 若 EN 中一张 (N-p) 维的曲面 M：

ur = ur(up+1, · · · , uN), r = 1, · · · , p (3.68)

使得上述函数 ur = ur(up+1, · · · , uN) 代入3.67式的 φr, 并代入3.66的 Pfaff 方程组,
有

φr =

p∑
s=1

ars(u)du
s +

N∑
λ=p+1

arλ(u)du
λ

= ars(u
p+1, · · · , uN)∂u

s

∂uλ
duλ +

N∑
λ=p+1

arλ(u
p+1, · · · , uN)duλ ≡ 0

(3.69)

则称 M 为 Pfaff 方程组3.66的积分曲面,M 的方程3.68为偏微分方程组3.66的解.

定理 3.4.1 (Frobenius 定理). Pfaff 方程组3.67完全可积的充要条件为

dφr ≡ 0 mod(φ1, · · · , φp) (3.70)
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注记 3.4.2. 由引理3.3.2,3.70等价于 dφr =
∑p

s=1 φ
r
s ∧ φs.

证明. 按上述的讨论, 将 φr 表示为

φr =

p∑
s=1

arsdu
s +

N∑
λ=p+1

arλdu
λ (3.71)

其中 {ars}n×n 可逆, 记 {brs} 为其逆矩阵. 式3.71两边同乘 btr, 并对 r 求和, 有

btrφ
r = btra

r
sdu

s + btra
r
λdu

λ

ωt ≜ δtsdu
s + Ct

λdu
λ = dut + Ct

λdu
λ, t = 1, · · · , p (3.72)

其中 ωt = btrφ
r, Ct

λ = btra
t
λ, t = 1, · · · , p, λ = p+ 1, · · · , N . 则

(Pfaff)φr ≡ 0 ⇔ ωr ≡ 0, r = 1, · · · , p (3.73)

而

ωr ≡ 0 ⇔ dur ≡ −Cr
λdu

λ = −Cr
λ

∂uλ

∂ur
dur

⇔ ∂ur

∂uλ
≡ −Cr

λ(u)

(3.74)

这里方程3.74为一阶偏微分方程组, 即
∂ur

∂uλ
≡ −Cr

λ(u), r = 1, · · · , p, λ = p+ 1, · · · , N (3.75)

其可积的充要条件为

∂2ur

∂uµ∂uλ
=

∂2ur

∂uλ∂uµ
, r = 1, · · · , p, λ = p+ 1, · · · , N (3.76)

即
∂2ur

∂uµ∂uλ
=

∂

∂uµ
(
∂ur

∂uλ
) =

∂

∂uµ
(−Cr

λ(u))

= −∂C
r
λ

∂ut
∂ut

∂uµ
− ∂Cr

λ

∂uµ

(3.75)
=

∂Cr
λ

∂ut
Ct

µ −
∂Cr

λ

∂uµ

∂2ur

∂uλ∂uµ
=

∂

∂uλ
(
∂ur

∂uµ
) =

∂

∂uλ
(−Cr

µ(u))

= −
∂Cr

µ

∂us
∂us

∂uµ
−
∂Cr

µ

∂uλ

(3.75)
=

∂Cr
µ

∂us
Cs

λ −
∂Cr

µ

∂uµ

其中,r, s, t = 1, · · · , p, λ, µ = p+ 1, · · · , N , 故

∂Cr
λ

∂ut
Ct

µ −
∂Cr

λ

∂uµ
=
∂Cr

µ

∂us
Cs

λ −
∂Cr

µ

∂uµ
(3.77)
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我们来验证这一点.
对等式3.73两边作用外微分算子 d

dωr (3.72)
= d(brtφ

t)

= dbrt ∧ φt + brtdφ
t

(3.78)

由引理3.3.2, 条件3.70等价于
dφt =

∑
s

φt
s ∧ φs (3.79)

进而
dωr = dbrt ∧ φt + brt

∑
s

φt
s ∧ φs

= (dbrt + brsφ
s
t) ∧ φt

= (dbrt + brsφ
s
t) ∧ athωh

= {athdbrt + athdb
r
sφ

s
t}∧h

= 0 mod(ω1, · · · , ωp)

(3.80)

而

dωr (3.72)
= d(dur) + dCr

λ ∧ duλ

= 0 + dCr
λ ∧ duλ + 0

=
∂Cr

λ

∂ut
dut ∧ duλ + ∂Cr

λ

∂uµ
duµ ∧ duλ

(3.72)
=

∂Cr
λ

∂ut
{ωt − Ct

µdu
µ} ∧ duλ + ∂Cr

λ

∂uµ
duµ ∧ duλ

= −∂C
r
λ

∂ut
duλ ∧ ωt + {−∂C

r
λ

∂ut
Ct

µ +
∂Cr

λ

∂uµ
}duµ ∧ duλ

= −∂C
r
λ

∂ut
duλ ∧ ωt +

∑
p+1≤λ<µ≤N

{[−∂C
r
λ

∂ut
Ct

µ +
∂Cr

λ

∂uµ
] + [

∂Cr
µ

∂ut
Ct

λ −
∂Cr

µ

∂uλ
]}duµ ∧ duλ

(3.77)
= 0

故 dωr ≡ 0 mod(ω1, · · · , ωp) 与式3.77是充要的.
最后我们证明方程3.61的存在性

证明. 首先将 3.61 写成向量形式的一次微分方程 φ := dx− ωiei = 0

ψi := dei − ωj
i ej = 0

(3.81)
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只要说明  dφ ≡ 0 mod(φ, ψi)

dψi ≡ 0 mod(φ, ψi)
(3.82)

由 Frobenius 定理中证.
直接验证

dφ = −d(ωiei)

= −dωiei + ωidei

(3.81)
= −dωiei + ωi ∧ (ψi + ωj

i ej)

= ωi ∧ ψi + (−dωi + ωi ∧ ωj
i )ej

(3.64)
= ωi ∧ ψi

(3.83)

及
dψi = −d(ωj

i ej)

= −dωj
i ej + ωj

i ∧ dej
(3.81)
= −dωj

i ej + ωj
i ∧ (ψj + ωk

j ek)

= ωj
i ∧ ψi + (−dωk

i + ωj
i ∧ ωk

j )ek

(3.64)
= ωj

i ∧ ψi

(3.84)

得证.

因此, 我们总结出以下定理：

定理 3.4.2. 任给一个初始条件

x(u0) = x0, ei(u0) = ei0, i = 1, 2, 3 (3.85)

满足结构方程3.64, 那么存在一个 m(m ≤ 6) 参数活动幺证标架场

{x(u); ei(u)}3i=1, (3.86)

使得当 u = u0 时, 满足初始条件. 其无穷小运动分量为给定的 ωi, ωj
i , 且场3.86在 E3

中运动意义下唯一.
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3.5 曲线和曲面的基本理论

3.5.1 曲线论基本定理的证明

现在我们为定理1.2.1写一个简单的证明.

证明. 在 R 中考虑如下 Pfaff 方程组

dx = dse1

de1 = k̄dse2

de2 = −k̄dse1 + τ̄ dse3

de3 = −τ̄ dse2

(3.87)

其中 k̄(> 0), τ̄ 是关于 s 的连续函数.x; e1, e2, e3 为关于 x 的位置函数.（事实上,
由 ODE 理论, 方程组存在解, 给定初值以后有唯一解）下面利用 Frobenius 定理.

考察以下的方程组 

φ = dx− dse1

ψ1 = de1 − k̄dse2

ψ2 = de2 + k̄dse1 − τ̄ dse3

ψ3 = de3 + τ̄ dse2

(3.88)

我们有
dφ = d(dx− dse1)

= 0− (0− ds ∧ de1)

= ds ∧ (ψ1 + k̄dse2)

= ds ∧ ψ1 ≡ 0 mod(φ, ψ1, ψ2, ψ3)

dψ1 = d(de1 − k̄dse2)

= 0− {dk̄
ds
ds ∧ dse2 − k̄ds ∧ de2}

= k̄ds ∧ (ψ2 + k̄dse1 + τ̄ dse3)

= k̄ds ∧ ψ3 ≡ 0 mod(φ, ψ1, ψ2, ψ3)

dψ2 = d(de2 + k̄dse1 − τ̄ dse3)

= k̄ds ∧ de1 − τ̄ ds ∧ de3)

= k̄ds ∧ (ψ1 + k̄dse1)− τ̄ ds ∧ (ψ3 − τ̄ dse3)

= k̄ds ∧ ψ1 − τ̄ ds ∧ ψ3 ≡ 0 mod(φ, ψ1, ψ2, ψ3)
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dψ3 = d(dψ3 + τ̄ dse2)

= −τ̄ ds ∧ de2
= −τ̄ ds ∧ (ψ2 − k̄dse1 + τ̄ dse3)

= −τ̄ ds ∧ ψ2 ≡ 0 mod(φ, ψ1, ψ2, ψ3)

由 Frobenius 定理, 方程组3.88完全可积, 给定初始标架（右手系幺正）

{x0; e01, e02, e03}

方程组3.88局部存在唯一的解 {x(s); e1(s), e2(s), e3(s)}, 使得

{x(0); e1(0), e2(0), e3(0)} = {x0; e01, e02, e03} (3.89)

下证 {x0; e01, e02, e03} 仍为右手系幺正标架. 为此, 改写方程组3.87为 dx = dse1

dei = ujidsej, i = 1, 2, 3
(3.90)

其中

{uji}3×3 =


u11 u21 u31

u12 u22 u32

u13 u23 u33

 (3.91)

使得 uji + uij = 0 且 u21 = k̄, u31 = 0, u32 = τ̄ , 令 gij = ei · ej, 考察

dgij = dei · ej + ei · dej
= uki dsek · ej + ei · ukjdsek
= uki dsgjk + ukjdsgik

(3.92)

方程组3.92为 gij 关于 s 的 ODE, 存在唯一解. 断言 gij = δij 为3.92的解, 因为

uki dsgjk + ukjdsgik = ujids+ uijds

= (uji + uij)ds

= 0

= dδij

由于解的唯一性和连续性, 可知 {x; e1, e2, e3} 也为右手系幺正标架.
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3.5.2 利用活动幺正标架研究曲面

现在将公式3.4中的 m 特殊化为 2, 即在双参数意义下的活动标架 {x; e1, e2, e3}.
有参数网 (u1, u2). 确定一张抽象曲面 M . 首先考察

dx = ωiei = ω1e1 + ω2e2 + ω3e3

而 dx ∈ span{e1, e2}. 故
ω3 = 0 (3.93)

从而

dx = ω1e1 + ω2e2 (3.94)

于是 M 的第一基本形式为

I = |dx|2 = (ω1)2 + (ω2)2 (3.95)

若选取正交参数网 (u1, u2), 则有

dx = xαdu
α = x1du

1 + x2du
2

那么这里

e1 =
x1

|x1| − x1√
g11

, e2 =
x2

|x2| − x2√
g2

故

dx =
√
g11du

1e1 +
√
g22du

1e2 (3.96)

此时

ω1 =
√
g11du

1, ω2 =
√
g22du

2

注记 3.5.1. ω1, ω2 是抽象的、一般意义下的表示, 选取不用的参数网,ω1, ω2 会有不同

的具体表示. 我们选择一般参数 (u1, u2), 只要取

e1 =
x1√
g11

e2 =
x2 − (x1 · e1)e1
|x2 − (x1 · e1)e1|

这与公式2.10的讨论如出一辙, 这里就不再赘述了, 并且可见 ω1, ω2 为内蕴量.

在正交参数网下, 我们有

ω1 ∧ ω2 =
√
det(gαβ)du

αduβ (3.97)

这里 ω1 ∧ ω2 为 M 的有向面积元.
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注记 3.5.2. 公式3.97对一般参数也成立.

此外, 回忆  dx = ωiei

dei = ωj
i ej, i = 1, 2, 3

其完全可积当且仅当 ωi, ωj
i 满足结构方程dω

i = −ωi
j ∧ ωj

dωj
i = −ωj

k ∧ ω
k
i

其中以上方程组第一式中取 i = 1, 21, 有

dω1 = −ω1
2 ∧ ω2, dω2 = −ω2

1 ∧ ω1 (3.98)

由 ω2
1 = −ω1

2 可以证明 ω2
1 被 ω1, ω2 线性表示, 事实上, 可以记 ω2

1 = pω1 + qω2,
带入等式3.98可得

p =
dω1

ω1 ∧ ω2
, q =

dω2

ω1 ∧ ω2

故

ω2
1 =

dω1

ω1 ∧ ω2
ω1 +

dω2

ω1 ∧ ω2
ω2 (3.99)

因此 ω2
1 是一个内蕴量, 称为联络 1− 形式2. 再将公式3.97带入上式, 可得

ω2
1 = −

(
√
g11)2√
g22

du1 +
(
√
g22)1√
g11

du2 (3.100)

用古典记号可以表示为

ω2
1 = −(

√
E)v√
G

du+
(
√
G)u√
E

dv

注记 3.5.3. 关于联络 1− 形式的线性表达在往后的计算中有重要的作用.

再取 i = 33, 分析公式3.93可知

0 = dω3 = ω3
j ∧ ωj = −

2∑
α=1

ω3
α ∧ ωα

由 Cartan 引理, 不妨记
ω3
α = bαβω

β 且 bαβ = bβα

1这实际上为 Gauss 公式.
2这是黎曼几何的观点, 事实上结构方程在高维几何中有一般的版本, 称为 Cartan 结构方程. 这里

其实我们取的是联络是黎曼联络, 并且曲面被认为是 2 维黎曼流形, 因此结构方程在表达上是没有“常
数”项的, 同时只有唯一的一个联络 1− 形式.

3这实际上为 Weingarten 公式.
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即 ω
3
1 = b11ω

1 + b12ω
1

ω3
2 = b21ω

1 + b22ω
1

b12 = b21 (3.101)

利用第二基本形式的表达

II = −dx · de3
= (ωαeα) · (ωβ

3 eβ)

= −ωαω
β
3 δαβ

= ω3
αω

α

= bαβω
αωβ

而

II = hαβdu
αduβ

而在正交参数网下

ω1 =
√
g11du

1, ω2 =
√
g22du

2

故

b11 =
h11
g11

, b12 = b21 =
h12√
g11g22

, b22 =
h22
g22

(3.102)

可见第二基本形式与幺正标架的选取也无关.
事实上在曲率线网下我们有更简单的表达, 此时有

II = k1du
1 + k2du

2

于是

b11 = k1, b12 = b21 = 0, b22 = k2

我们将在节3.6中进一步讨论它.

注记 3.5.4. 至此, 我们已经完成了对结构方程第一式的初步刻画. 实际上, 从 i = 1, 2

与 i = 3 的选取上可以看出我们这里利用幺正标架研究曲面采用了内蕴与外蕴两种技
术. 其中前者是内蕴的, 并且解释了为什么联络 1− 形式在曲面论中为什么只有一个.
而后者是外蕴的, 即法向量 e3 的出现, 本质的想法是将曲面视为三维欧式空间的子流
形.

3.5.3 测地曲率的 Liouville 公式

下面我们导出测地曲率的计算公式——Liouville 公式. 设 C : uα = uα(s) 为曲面

M 上的曲线, 其中 s 为其弧长参数. 设 C 的单位切向量 T (s) 与 e1 的夹角为 θ. 在第
二章的讨论中我们已经知道

dT

ds
= κN = kgQ+ knn =

{
Γσ
βγ

duβ

ds

duγ

ds
+
d2uσ

ds2

}
xσ + knn
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因此

kg = 0 ⇐⇒
{
Γσ
βγ

duβ

ds

duγ

ds
+
d2uσ

ds2

}
xσ = 0, α = 1, 2

这是测地线方程, 但对具体计算测地曲率 kg 并不方便.
我们又知道 Q = e3 × T , 此时 {x;T,Q, e3} 构成右手系, 故T = cos θe1 + sin θe2

Q = − sin θe1 + cos θe2
(3.103)

而 T = dx
ds

= ωαeα
ds

, 故
ω1 = cos θds, ω2 = sin θds (3.104)

考察 kg = T ·Q, 利用运动方程带入整理可得

dT = (ω2
1 + dθ)Q+ (cos θω3

1 + sin θω3
2)e3 (3.105)

故4

kg =
ω2
1 + dθ

ds
(3.106)

再将公式3.100带入上式, 我们有

kg =
dθ

ds
−

(
√
g11)2√
g22

du1

ds
+

(
√
g22)1√
g22

du2

ds

注意到
du1

ds
=

cos θ
√
g11

,
du2

ds
=

sin θ
√
g22

带入上式可得

kg =
dθ

ds
− (lng11)2

2
√
g22

cos θ + (lng22)1
2
√
g11

sin θ (3.107)

用古典记号表达为

kg =
dθ

ds
− (lnE)v

2
√
G

cos θ + (lnG)u

2
√
E

sin θ

称公式3.107为测地曲率的 Liouville 公式.

注记 3.5.5. 我们观察公式3.107, 当曲线为 u− 线时, 测地曲率 kgu = − (lnE)v
2
√
G

; 选取
v− 线时, 测地曲率 kgv = (lnG)u

2
√
E

. 因此一条曲线的测地曲率可以解释为它在参数曲线
u, v 的测地曲率的加权组合下连同自身偏角的代数和.

4我们再次说明测地曲率是一个内蕴量！
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又注意到
du2

du1
=

√
g11
g22

tan θ

于是测地线方程在正交参数网下可以表达为
dθ

du1
=

1

2

√
g11
g22

(lng11)2 −
1

2
(lng22)1 tan θ

du2

du1
=

√
g11
g22

tan θ
(3.108)

3.5.4 自然标架与幺正标架下方程的对比

回忆公式3.101, 利用 ω3 = 0 和结构方程我们已经刻画出

ω3
α = bαβ 且 bαβ = bβα

其中 bαβ 是亟待刻画的几何量. 并且我们已经叙述了等式

dT = (ω2
1 + dθ)Q+ (cos θω3

1 + sin θω3
2)e3

注意到 Q向量本质上刻画了测地曲率 kg 的方向,它是一个内蕴量,称为测地曲率向量.
这里我们转而刻画 e3 的系数, 它实质上为法曲率 kn. 利用 ω1 = cos θds, ω2 = sin θds,
考察

kn = (ω1ω3
1 + ω2ω3

2)/ds
2

= (b11(ω
1)2 + 2b12ω

1ω2 + b22ω
2)/ds2

= b11 cos2 θ + 2b12 cos θ sin θ + b22 sin2 θ

=
(

cos θ sin θ
)(b11 b12

b21 b22

)(
cos θ
sin θ

)

=
(

cos(θ + α) sin(θ + α)
)(λ1 0

0 λ2

)(
cos(θ + α)

sin(θ + α)

)
= λ1 cos2(θ + α) + λ2 sin2(θ + α)

注记 3.5.6. 以上推导实质上为对矩阵 {bαβ} 的对角化, 原因是我们观察到了 {bαβ} 的
实对称性.

故 {bαβ} 的谱为
{λ1, λ2}

不难发现 k1 = λ1, k2λ2, 这里 k1, k2 即为“曲面”的主曲率. 进而其特征多项式为

χ = det(λI − {bαβ}) = λ2 − (b11 + b22)λ+ (b11b22 − b212) (3.109)
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于是

H =
1

2
(k1 + k2) =

1

2
tr({bαβ}) =

1

2
(b11 + b22) (3.110)

K = k1k2 = det({bαβ}) = (b11b22 − b212) (3.111)

我们在幺正标架下再次推导了这两个几何量. 回顾无穷小分量的运动方程, 它满足结
构方程 dωi = −ωi

j ∧ ωj

dωk
i = −ωk

j ∧ ω
j
i

(3.112)

注意到其为运动方程  dx = ωiei

dei = ωj
i ej, i = 1, 2, 3

(3.113)

完全可积的充要条件. 以下视为它们在 m = 2 个参数下的情形.

定理 3.5.1 (Gauss Egregium). Gauss 曲率 K 是一个内蕴量.

证明. 在结构方程3.64第二式中取 i = 1, j = 2 可知联络 1− 形式的微分为

dω2
1 = −ω2

3 ∧ ω3
1

= (b21ω
1 + b22ω

2) ∧ (b11ω
1 + b12ω

2)

= −Kω1 ∧ ω2

因此

K = − dω2
1

ω1 ∧ ω2
(3.114)

我们欣赏这个公式

dω2
1 = −Kω1 ∧ ω2 (3.115)

它刻画了联络 1− 形式的微分 dω2
1 可以用 ω1 ∧ ω2(有向面积元) 线性表示, 其中系数

正好是 Gauss 曲率的负值. 我们将这个方程称为 Gauss 方程5.
再分析余下两项, 即 dω

3
1 = −ω3

2 ∧ ω2
1

dω3
2 = −ω3

1 ∧ ω1
2

我们将其称为 Codazzi 方程.
5公式3.115等价于结构方程3.112第二式中的 i = 1, j = 2 的情形, 即

dω2
1 = −ω2

3 ∧ ω3
1 ⇐⇒ dω2

1 = −Kω1 ∧ ω2
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回忆小节3.5.2中对于结构方程3.112的第一式的讨论, 我们将dω
1 = −ω2

1 ∧ ω2

dω2 = −ω2
1 ∧ ω1

称为 Gauss 公式. 对曲面而言 ω3 = 0, 其蕴含

dω3 = 0

称为 Weingarten 公式.

注记 3.5.7. 必须指出，以上 4 个公式相互独立.

我们在小节3.5.2中最后的注记中曾断言:Gauss公式是内蕴几何的技术,而Weingarten

公式则是外蕴的技术.同样地，这里 Gauss方程也是内蕴的方程,Codazzi 方程则是外
蕴的.事实上,黎曼几何中,我们更关心 Gauss方程与 Gauss公式;倘若将黎曼流形视
为子流形, 即讨论子流形问题时, 另外两个公式变得重要.

注记 3.5.8. 以上用结构方程导出的 4 个方程在自然标架下皆有对应, 我们将证明它
们殊途同归. 事实上，容易发现 Gauss 公式与 Weingarten 公式两种标架下的表示本

质是一样的, 因此我们只剩下两个方程需要解释.

最后我们利用结构方程来解决问题.

例子 3.5.1. 设 M 为无脐点的曲面, 则 K = 0 蕴含 M 可展.

注记 3.5.9. 这个例子真正刻画了 (无脐点) 曲面的可展性, 并且使用唯一的内蕴量
Gauss 曲率来描述的.

证明. 利用公式2.73的结果, 只要证明此时 M 为直纹面即可. 设 M 为无脐点的曲面,
其中 K = k1k2. 不妨 k1 6= 0, k2 = 0. 选取曲率线网为参数网,u1, u2− 线正交, 对应的主
方向为 e1, e2, 相应的曲率为 k1, k2.

下证 u2− 线为直线. 由于

{bαβ} =

(
k1 0

0 0

)

故

ω3
1 = b11ω

1 + b12ω
2 = k1ω

1, ω3
2 = b21ω

1 + b22ω
2 = 0

进而

0 = −k1ω1 ∧ ω1
2
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故 ω1, ω2 线性相关, 不妨
ω1
2 = aω1

考察如下 Pfaff 方程组

ω1 = 0

其定义一族曲线 C : x = x(s), 使得

dx(t)

dt
=
ωαeα
dt

=
ω2e2
dt

说明 e2 为 C 的单位切向量, 进而

de2
dt

=
ω1
2e1 + ω3

2e3
dt

= 0

故 e3 = const, 因此 u2− 线为直线.

3.5.5 曲面论基本定理的证明

回顾：已给 6个 m参数的一次微分式 {ωi;ωj
i }(ω

j
i +ω

i
j = 0),若满足结构方程3.64,

则局部地存在 m 参数的活动标架场 {x(u); ei(u)}, 使得其无穷小运动分量就是给定的
6 个微分 1-形式,E3 的运动下唯一.

现将 m = 2 代入以上定理, 改写为

命题 3.5.1. 已给 6 个 2 参数的一次微分式 {ωi;ωj
i }(ω

j
i + ωi

j = 0), 且 ω3 = 0, 若满足
结构方程3.64, 则局部地存在 2 参数的活动标架场 {x(u); ei(u)}, 使得其无穷小运动分
量就是给定的 6 个微分 1− 形式,E3 的运动下唯一.

其中 x(u) = x(u1, u2) 确定了 E3 中的一张曲面 M ,e1, e2 为切向量,e3 为法向量场.

注记 3.5.10. 若初值条件 {e1, e2, e3}为右手系,{ē1, ē2, ē3}为左手系,又若 e1 = ē1, e2 =

ē2, 则 e3 = ē3, 可见二者只相差一个反射.

定义 3.5.1. 称 E3 中的一个合同变换为运动和反射.

注记 3.5.11. 易知 I 在反射下不变,II 在反射下反号. 因为 II = −dx · de3 = dx · ē3.

定理 3.5.2 (曲面论基本定理). 设 M, M̃ 为 E3 中两张曲面,f : M → M̃ 为一可微映

射. 假设 I, II 和 Ĩ , ĨI 分别为 M 与 M̃ 上的第一、二基本形式, 则

f 为合同变换 ⇐⇒ I = Ĩ , II = ±ĨI
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证明.“⇒ ”trivial
“⇐”设 M, M̃ 为 E3 在 f 下有相同的参数网 (u1, u2), 且 (u1, u2) 为 M 上的正交

网.
由 I = Ĩ = ˜gαβdu

αduβ 且 g̃12 = 0, 推出 (u1, u2) 为 M̃ 上的正交网, 在 M 上选取

幺正标架场

{x; e1, e2, e3}

其中 e3 = e1 × e2.M̃ 一同样的方式选取幺正标架场

{x̃; ẽ1, ẽ2, ẽ3}

其中 ẽ3 = ẽ1 × ẽ2. 故两者皆为右手系. 对应的 1-形式为 {ωi;ωj
i } 和 {ω̃i; ω̃j

i }.
由

(ω1)2 + (ω2)2 = I = Ĩ = (ω̃1)2 + (ω̃2)2 (3.116)

又 ω1 =
√
g11du

1, ω2 =
√
g22du

2, 故

ω̃1 =
√
g̃11du

1, ω̃2 =
√
g̃22du

2

通过选取合适的 u1, u2 线, 使得 ω1 = ω̃1, ω2 = ω̃2, 由于 ω2
1 由 ω1, ω2 唯一确定, 故

ω2
1 = ω̃2

1 (3.117)

若 II = −ĨI, 只要做一次反射 M̃ → M̃∗, 使得

II = −ĨI = −(−ĨI∗) (3.118)

不妨令 M̃ ≜ M̃∗, 故

(b11 − b̃11)(ω
1)2 + 2(b12 − b̃12)ω

1ω2 + (b22 − b̃22)(ω
2)2 = 0 (3.119)

蕴含

bαβ = ˜bαβ (3.120)

这说明

ω̃3
α = ˜bαβω

β = bαβω
β = ω3

α (3.121)

由命题3.5.1得证.
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3.6 自然标架与幺正标架下的方程对比 (续)

3.6.1 自然标架的结构方程

我们在这一小节中将自然标架下的方程与幺正标架下的方程对比来看. 首先回忆
自然标架下的基本公式: 

dx = xαdu
α

dxα = xαβdu
β

dn = nαdu
α

以及两个公式 xαβ = Γγ
αβxγ + hαβn

nα = −hβαxβ

前者称 Gauss 公式, 后者称 Weingarten 公式. 事实上我们可以组合二者, 得到
dx = xαdu

α

dxα =
{
Γγ
αβxγ + hαβn

}
duβ

dn = {−hβαxβ}duα
(3.122)

利用外微分算子 d 分别作用以上方程组中的三个等式. 利用 Poincare 引理我们

知道 d2 = 06.
先计算第一个式子:

0 = d2x = xαβdu
β ∧ duα

= {Γγ
αβxγ + hαβn}duβ ∧ duα

=
∑
α<β

{Γγ
αβ − Γγ

αβ}xγdu
β ∧ duα +

∑
α<β

{hαβ − hβαn}duα ∧ duβ

这说明

Γγ
αβ = Γγ

βα; hαβ = hβα (3.123)

这是一个平凡的7结论.
6从偏微分方程的角度来看,Poincare 引理所叙述的结论等价于函数的光滑性, 即 ∂2

∂u1∂u2 = ∂2

∂u2∂u1 ,
教材 [12] 中使用后者叙述.

7利用 Γγ
αβ 的内蕴表达可以发现, 前者代表曲面的光滑性. 在黎曼几何中我们将 Γγ

αβ 这个符号称为
“仿射联络系数”, 其中当联络无挠 (torsion-free) 时这个系数关于两个下指标是对称的, 这正是黎曼联
络的一个必要条件, 而在微分几何中我们默认了这一点, 因此条件是平凡的.
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再计算第二个式子:

0 = d2xα = d{Γγ
αβxγ + hαβn} ∧ duβ

=

{
∂Γγ

αβ

∂uδ
duδxγ + Γγ

αβdxγ +
∂hαβ
∂uδ

duδn+ hαβdn

}
∧ duβ

=

{
∂Γγ

αβ

∂uδ
duδxγ + Γγ

αβd[Γ
σ
γδxσ + hγδn]du

δ +
∂hαβ
∂uδ

duδn+ hαβ[−hσδxσ]duδ
}
∧ duβ

=
∑
δ<β

[
∂Γγ

αβ

∂uδ
−
∂Γγ

βα

∂uδ
+ Γσ

αβΓ
γ
σδ − Γσ

αδΓ
γ
σβ − hαβh

γ
δ + hαδh

γ
β

]
xγdu

δ ∧ duβ

+
∑
δ<β

[
Γγ
αβhγδ − Γγ

αδhγβ +
∂hαβ
∂uδ

− ∂hαδ
∂uβ

]
nduδ ∧ duβ

这说明
∂Γγ

αβ

∂uδ
−
∂Γγ

βα

∂uδ
+ Γσ

αβΓ
γ
σδ − Γσ

αδΓ
γ
σβ − hαβh

γ
δ + hαδh

γ
β = 0 (3.124)

Γγ
αβhγδ − Γγ

αδhγβ +
∂hαβ
∂uδ

− ∂hαδ
∂uβ

= 0 (3.125)

我们把方程3.124称为 Gauss 方程, 方程3.125称为 Codazzi 方程. 最后计算第三个式
子

0 = d2n = d(hβαxβ) ∧ duα

= dhβαjxβ ∧ duα + hβαdxβ ∧ duα

=
∂hβα
∂uγ

xβdu
γ ∧ duα + hβα{Γσ

βγxσ + hβγn}duγ ∧ duα + {hβαhβγ}duα

=
∑
γ<α

[
∂hβα
∂uγ

−
∂hβγ
∂uα

+ hσαΓ
β
σγ − hσγΓ

β
σα

]
xβdu

γ ∧ duα

+
∑
γ<α

[
hβαhαγ − hβγhβα

]
nduγ ∧ duα

这说明 
∂hβα
∂uγ

−
∂hβγ
∂uα

+ hσαΓ
β
σγ − hσγΓ

β
σα = 0

hβαhαγ − hβγhβα = 0

(3.126)

我们断言, 上式没有产生新的几何信息. 事实上, 从第二式中可以观察到指标的对
称性, 这直接来自于第一第二基本形式的对称性, 因此是平凡的. 而第一式本质上为
Codazzi 方程, 我们把具体的验证留给读者.
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3.6.2 再论曲面论基本定理

定理 3.6.1. 设在单连通参数区域 (u1, u2)中给出两个二次微分式 I = gαβdu
αduβ, II =

hαβdu
αduβ, 其中 I 正定. 如果它们的系数满足 Gauss 方程与 Codazzi 方程, 则局部

地存在一片曲面 M , 它以 I, II 为第一、二基本形式, 并且 M 唯一地被确定到只差一

个合同变换.

证明. 证明的技术与3.5.2类似, 其中记号对偶.
换句话说, 即方程组 

dx = xαdu
α

dxα = {Γγ
αβxγ + hαβn}duβ

dn = −hβαxβduα

使得 Gauss − Codazzi 方程组, 由 Frobenius 定理知其完全可积, 即给定初值 x(0) =

x0, xα(0) = x0α, n(0) = n0, 则存在唯一满足初值的解. 不妨记解为

{x(u1, u2), xα(u1, u2), n(u1, u2)}

再说明解曲面 x(u1, u2) 具有以上第一、二基本形式, 令
fαβ = xα · xβ
fα = xα · n− 0

f = n · n− 1

(3.127)

对式3.127作用外微分算子 d, 有

dfαβ = (dxα) · xβ + xα · (dxβ)− dgαβ

= (Γδ
αγxδ + hαγn) · xβduγ + xα(Γ

δ
βγxδ + hβγn)du

γ − ∂gαβ
∂uγ

duγ

= Γδ
αγ(fδβ − gδβ)du

γ + Γδ
βγ(fδα − gδα)du

γ + hαγfβdu
γ + hβγfαdu

γ − ∂gαβ
∂uγ

duγ

= Γδ
αγ(fδβ − gδβ)du

γ + Γδ
βγ(fδα − gδα)du

γ + hαγfβdu
γ + hβγfαdu

γ − {Γσ
αγgσβ + Γσ

βγgσα}duγ

= {Γδ
αγfδβ + Γδ

βγfδα + hαγfβ + hβγfα}duγ

dfα = d(xα) · n+ xα · (dn)

= {Γγ
αβxγ + hαβn}nduβ + xα{−hβαxβ}duα

= {Γγ
αβfγ + hαβ(f − 1)}duβ − {hβα(fαβ − gαβ}duα

= {Γγ
αβfγ + hαβf − hαβf − hαβ − hαβfβα + hαβgβα}duβ

= {Γγ
αβfγ + hαβf − hαβf − hαβfβα}duβ

df = 2(dn) · n

= 2(−hβαxβduα) · n

= −2hβα · fβduα
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现考虑解曲面上的一条曲线 C : uα = uα(t), 将方程3.127限制在曲线上可得
dfαβ = {Γδ

αγfδβ + Γδ
βγfδα + hαγfβ + hβγfα}

duγ

dt
dt

dfα = {Γγ
αβfγ + hαβf − hαβf − hαβfβα}

duβ

dt
dt

df = −2hβα · fβ
duα

dt
dt

(3.128)

这是单变量的 Pfaff 方程组, 显然完全可积. 又因为

fαβ(0) = gαβ, fα(0) = 0, f(0) = 1

即满足初值条件的解（唯一）为零解, 因此解曲面上有

xα · xβ = gαβ, xα · n = 0, n · n = 1 (3.129)

这表明 {x; xα, n} 构成的曲面的自然标架3.129式蕴含其第一基本形式为 I. 验证
第二基本形式为 II：

−dn · dx = (hβαxβdu
α) · (xγduγ)

= hβαgβγdu
αduγ

= hαγdu
αduγ = II

3.6.3 再论幺正标架下的几何量

以下使用古典记号.回忆我们在节3.5,特别是小节3.5.2中的讨论,重现几个重要的
公式. 在正交标架下:

ω1 =
√
Edu, ω2 =

√
Gdv; ω3 = 0

以及联络 1− 形式 ω2
1:

ω2
1 =

dω1

ω1 ∧ ω2
ω1 +

dω2

ω1 ∧ ω2
ω2

带入得到了

ω2
1 = −(

√
E)v√
G

du+
(
√
G)u√
E

dv

回忆 Gauss 方程

K = − dω2
1

ω1 ∧ ω2

可以发现 Gauss 曲率的简单表达:

K = − 1√
EG

{(
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

}
(3.130)

我们还希望通过合适的参数选取, 简单地表示更多的几何量, 为此我们先引入一
些简单的记号, 并且断言这些简单的记号在后续的几何课程中具有非常重要的含义.
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新记号下的结构方程 我们已经结构方程是导致曲面真实存在的本质原因. 下面引入
新的记号来刻画这些结构方程. 首先引入 Riemann 记号 R 使得

Rτ
αγβ =

∂Γτ
αβ

∂uγ
−
∂Γτ

αγ

∂uβ
+ Γσ

αβΓ
τ
σγ − Γσ

αγΓ
τ
σβ (3.131)

Gauss 方程, 即3.124告诉我们

Rτ
αγβ = hτγhαβ − hταhγβ (3.132)

拉下指标可得

Rδαγβ = gδτ

{
∂Γτ

αβ

∂uγ
−
∂Γτ

αγ

∂uβ
+ Γσ

αβΓ
τ
σγ − Γσ

αγΓ
τ
σβ

}
(3.133)

此时 Gauss 方程记为

Rδαγβ = hδγhαβ − hδαhγβ (3.134)

容易观察:
Rδαγβ = Rγβδα = −Rαδγβ = −Rδαβγ

因此只有 R1212 是有效的. 注意到

R1212 = g11

{
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

21

∂u2
+ (Γ1

22Γ
1
11 + Γ2

22Γ
1
21)− (Γ1

21Γ
1
12 + Γ2

21Γ
1
22)

}
回忆

Γσ
αβ =

1

2
gδσ{∂gαδ

∂uβ
+
∂gβδ

∂uα
− ∂gαβ

∂uδ
}

计算

Γ1
11 =

1

2
(lnE)u, Γ1

12 =
1

2
(lnE)v, Γ1

22 = −1

2

(G)u
E

Γ2
22 =

1

2
(lnG)v, Γ2

12 =
1

2
(lnG)u, Γ2

11 = −1

2

(E)v
G

带入 R1212, 整理可得8

K =
R1212

EG
(3.135)

我们在黎曼几何中将上式的左侧 K 称为截面曲率, 当 n = 2 时正好是曲面论中

的 Gauss 曲率. 右侧的分子称为 Riemann 曲率张量, 当 n = 2 时它只有一个有效值.
回忆此时 Riemann 在 Gauss 方程下的表示

R1212 = h212 − h11h22

这再次验证了 Gauss 曲率的定义！

8回忆公式3.130不难发现, 这两个 Gauss 曲率的表达是一致的, 因此幺正标架下的 Gauss 方程与自
然标架下的 Gauss 方程一致！由于我们已经知道 ω3

1 , ω
3
2 由 ω1, ω2 的线性表示,同样可以得到在两种标

架下的 Codazzi 方程是一致的.
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再研究 Codazzi 方程, 事实上它只有两个方程:

∂h11
∂u2

− ∂h12
∂u1

= Γγ
12hγ1 − Γγ

11hγ2

∂h12
∂u2

− ∂h21
∂u2

= Γγ
21hγ2 − Γγ

22hγ1

我们选用曲率线网作为参数网, 于是有Lv = Γ1
12L− Γ2

11N

Nu = Γ2
21N − Γ1

22L
(3.136)

进而 
H =

Lv

Ev

H =
Nu

Gu

(3.137)

这是 Codazzi 方程的另一种表达, 联系了平均曲率.
最终, 我们分别在正交网与曲率线网下刻画了 Gauss 方程与 Codazzi 方程, 它们

分别对应曲面的 Gauss 曲率与平均曲率, 一个分属内蕴几何另一个分属外蕴几何.

等温参数网下的 Gauss 曲率 我们已经知道曲面上等温参数网的局部存在性,以下利
用这个事实来推导 Gauss 曲率. 为此, 需要引入复微分形式9. 记

dz = du+ idv, dz = du− idv (3.138)

那么第一基本形式可以表示为

I = λ2(du2 + dv2) = λ|dz|2 (3.139)

回忆公式3.130, 我们有
K = −4(lnλ)

λ2
(3.140)

9单复变函数的技术在微分几何上是有力的工具, 感兴趣的读者可以参考龚�. (2009). 简明复分析.
中国科学技术大学出版社..
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第三章习题

练习 16. 利用曲面论基本定理判断是否存在曲面, 使得相应的第一、二基本形式的系
数为

g11 = g22 = 1, g12 = 0; h11 = 1, h12 = 0, h22 = −1

g11 = 1, g22 = cos2 u, g12 = 0, h11 = cos2 u, h12 = 0, h22 = 1

练习 17. 设曲面的第一基本形式为 ds2 = a2

v2
(du2 + dv2). 求曲面的 Gauss 曲率和曲线

u = kv + b(其中 k, b 为常数) 的测地曲率.

练习 18. 求旋转曲面 M : x(u, v) = (u cos v, u sin v, f(u)),(u > 0) 上的测地线.

练习 19. 证明曲面 M : x = (u cos v, u sin v, lnu) 和曲面 M : x = (u cos v, u sin v, v) 在
点 (u, v) 和 (u, v) 处的 Gauss 曲率相等, 但不存在等距对应.

练习 20. 利用测地极坐标系 (ρ, θ) 证明 Gauss 曲率为常数 K = −a2 < 0 的曲面的第

一基本形式可以局部写成

I = (dρ)2 +
1

a2
sh2(aρ)(dθ)2

练习 21. 已知曲面 M 的第一、第二基本形式分别为

I = (1 + u2)(du)2 + u2(dv)2, II =
1√

1 + u2
(du)2 +

u2√
1 + u2

(dv)2

求曲面上幺正标架的无穷小运动分量 ω1, ω2, ω2
1, 并验证 Gauss 方程与 Codazzi 方程.



第四章 整体微分几何序章

Poincare 猜想: 任一单连通闭三维流形必同胚于拓扑球面 S3.

1. 1904 年.Poincare 提出著名的 Poincare 猜想.

2. 1961 年 Smale 证明了 5 维以及 5 维以上的情形, 并因此获 Fields 奖.

3. 1983 年,Freedman 证明了 4 维的情形, 也因此获 Fields 奖.

4. 2003 年,Perelman 利用 Ricci 流的工具证明了 3 维的情形, 拒绝了 Fields 奖.

一个待解决的问题是:4 维情形的同胚是否也是微分同胚, 拓扑球面 S4 上的微分

结构有多少种？

前言 以上罗列的是整个 Poincare 猜想大体上的解决过程以及遗留的公开问题. 从
学习者的角度看, 前三章结束意味着本科的微分几何课程已经结束了, 甚至一些学校
无法涉及前三章部分困难的选题. 但是从数学研究的角度看, 从第四章开始才进入微
分几何真正需要“利用工具解决问题”的地方, 换言之, 我们只在前三章中初步涉及
了微分几何研究所需要的基础语言与工具, 并没有试图利用这套语言解决困难的问题,
特别是整体的结果.

这一章中我们旨在介绍整体曲线与曲面的概念, 事实上二者都可以被后续课程微
分流形所容纳, 但单独列出为了留存足够的形象的例子, 同时在曲线与曲面理论中有
不少优秀的工作. 曲线理论中我们主要介绍平面曲线, 其次引入代数拓扑的语言来叙
述曲线的一些拓扑量, 并且揭示其与微分几何的联系, 其中一个显著的成果是旋转指
标定理. 曲面理论中我们首先介绍一个伟大的工作, 即 Gauss− Bonnet 定理 (所使用
的技术是 Stokes 公式), 其揭示了曲面的内蕴几何量——全曲率与其拓扑量之间的联
系.

4.1 整体曲线

定义 4.1.1. 称 E2(E3) 中一条整体（可微）曲线指（可微）映射 x : [0, l] → E2(E3)

96
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注记 4.1.1. 这里的“可微”是指 ∃(a, b), 使得 x̃ : (a, b) → E2(E3) 可微且 x̃|[0,l] = x.

若

x(0) = x(l), x′(0) = x′(l), x′′(0) = x′′(l), · · · (4.1)

则称 x 为可微闭曲线. 可微闭曲线可延拓为 R 上的周期函数, 只要在 R 上周期重复
[0, l], 即存在 x̃ : R → E2(E3), 使得

1）x̃(t+ kl) = x̃(t)

2）x̃|[0,l] = x

若在一个周期内的映射是 1-1 的, 则称 X 为简单闭曲线, 否则不是简单闭曲线.

例子 4.1.1. x : [0, 2π] → E2, 使得

x(t) = (acost, bsint) (4.2)

可延拓至 R 上, 即 x̃ : R → E2, 使得 x̃(t) = x(t), 这是 x̃ 为椭圆, 且为简单闭曲线.

例子 4.1.2. x : [0, 2π] → E2, 使得

x(t) = (acost, bsin2t) (4.3)

有自交点, 不是简单闭曲线.
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4.2 平面曲线的某些整体性质

平面曲线最重要的整性质之一当属 Jordan 曲线定理.

定理 4.2.1. （Jordan 曲线定理）设 C 为平面 E2 上的简单闭曲线, 则 E2 −C 恰有两

个连通分支, 它们以 C 为公共边界.

注记 4.2.1. 有兴趣的读者可以参考 [3].

4.2.1 等周不等式

一个古老的问题是：E2 中具有相同周长的闭曲线中, 哪种曲线所围的面积最大？
利用初等集合的技术可以解决这个问题：

1）凸曲线
2）对称曲线
用直线 l 将曲线 C 的周长等分成两部分, 将面积大的部分 1 反射到 2, 一次类推

即可.

定理 4.2.2. （等周不等式）设 C 为长度 L 的平面简单闭曲线,A 为 C 所围成的有限

区域 D 的面积, 则
L2 ≥ 4πA (4.4)

等号当且仅当 C 为圆周时成立.

证明见 [?] （Hurwitz,A.,1902）

引理 4.2.1. （Wirtinger 引理）设 f(t) 为周期为 2t 的连续周期函数, 它的导数 f ′(t)

也连续, 若 ∫ 2π

0

f(t)dt = 0

则 ∫ 2π

0

[f ′(t)]2dt ≥
∫ 2π

0

[f(t)]2dt (4.5)

等号当且仅当

f(t) = acost+ bsint (4.6)

时成立,a, b 为常数.

注记 4.2.2. 这里条件
∫ 2π

0
f = 0 与 f 的周期为 2π 不是本质的.

证明. 将 f(t) 展开为 Fourier 级数

f(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(akcoskt+ bksinkt) (4.7)
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由条件

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(t)dt = 0

因为 f ′(t) 连续, 故

f ′(t) =
∞∑
k=1

(bkcoskt− aksinkt) (4.8)

对 f, f ′ 因公 Parseval 公式, 参见 Stein, E. M. , & Shakarchi, R. . (2003). Fourier
Analysis: An Introduction. 世界图书出版公司北京公司. 的 P81.

1

π

∫ 2π

0

[f(t)]2dt =
∞∑
k=1

(a2k + b2k)

1

π

∫ 2π

0

[f ′(t)]2dt =
∞∑
k=1

k2(a2k + b2k)

(4.9)

两式相减, 得

1

π

∫ 2π

0

[f ′(t)]2dt− 1

π

∫ 2π

0

[f(t)]2dt = π
∞∑
k=1

(k2 − 1)(a2k + b2k) ≥ 0 (4.10)

其中等号当且仅当 ak = bk = 0(k ≥ 2), 即

f(t) = a1cost+ b1sint

证明. 设曲线 C,x(s) = (x1(s), x1(s)), 0 ≤ s ≤ L, 其中 s 为弧长参数, 作参数变换
s = L

2π
t, 则 0 ≤ t ≤ 2π.
取直角坐标系 Ox1x2, 使得 x2 轴经过 C 的重心, 使得

1

2π

∫ 2π

0

x1(t)dt = 0 (4.11)

注意到

[(x1)′]2 + [(x2)′]2 = [ẋ1(
ds

dt
)]2 + [ẋ2(

ds

dt
)]2

= [(ẋ1)2 + (ẋ2)2] · (ds
dt

)2

=
L2

4π2

(4.12)

写成积分形式, 有
L2

2π
=

∫ 2π

0

{[(x1)′]2 + [(x2)′]2}dt (4.13)

有 Green 公式

A =

∫
D

1 · dx1dx2 ≜
∫
D

(
∂Q

∂x1
− ∂P

∂x2
)dx1dx2

=

∫
C

Pdx1 +Qdx2
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取 P = 0, Q = x1, 则

A =

∫
C

x1dx2 =

∫ L

0

x1ẋ2ds =

∫ L

0

x1(x2)′dt

计算

2(
L2

4π
− A) =

∫ 2π

0

{[(x1)′]2 + [(x2)′]2 − 2x1(x2)′}dt

=

∫ 2π

0

{[(x1)′]2 − (x1)2}dt+
∫ 2π

0

[x1 − (x2)′]2}dt

≥
∫ 2π

0

{[(x1)′]2 − (x1)2}dt

(4.14)

对 x1(t) 应用引理4.2.1, 可知上式非负, 故
L2

2π
− A ≥ 0 (4.15)

式中等号当且仅当

x1(t) = acost+ bsint (4.16)

且 (x2)′ = x1 于是

x2(t) = asint− bcost+ c (4.17)

故

(x1)2 + (x2 − c)2 = a2 + b2 (4.18)

即 C 为圆周.

证明 II(Schmidt,E.,1939)
由于 C 围成有限区域, 可将区域加在两平行直线 l1, l2 之间, 使得 C 分别与 l1, l2

相切, 再作一圆 C̃ 与 l1, l2 相切而不与 C 相交.
设 C̃ 的半径为 r, 取 C̃ 的圆心为原点 O,x2 轴平行与 l1, l2, 设 C : x(t) =

(x1(t), x2(t)), 使得 C 的定向为正向,s ∈ [0, L] 为弧长参数.
且设圆 C̃ : ˜x(t) = (x1(t), x̃2(t)), 则有二者的面积：

πr2 = −
∫ L

0

x̃2ẋ1ds (4.19)

及

A =

∫ L

0

x1ẋ2ds (4.20)

考察

2
√
A · πr2 ≥ A+ πr2 ≥

∫ L

0
x1ẋ2 − x̃2ẋ1ds

=
∫ L

0
(ẋ1, ẋ2)

(
−x̃2

x1

)
ds

≥
∫ L

0

√
(ẋ1)2 + (ẋ2)2 ·

√
(−x̃2)2 + (x̃1)2ds

= rL

(4.21)
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上式的第 3 个不等号利用了 Cauchy 不等式, 即的

L2 ≥ 4πA

取等号的条件由两个：

1）A = πr2 且

2）(ẋ1, ẋ2) 与 (−x̃2, x1) 共线.
由 2）可知

ẋ2

ẋ1
= −x

1

x̃2
= ± x2√

r2 − (x1)2
(4.22)

两边积分可得

x2 = ±
√
r2 − (x1)2 + c1 (4.23)

即

(x1)2 + (x2 − c1)
2 = r2 (4.24)

4.2.2 曲线的旋转指标

设 C 为平面 E2 上可微的闭曲线 x : [0, l] →]E2. 若将 C 上每点的单位切向量

T (t) =
x′(t)

|x′(t)|

的起点平移到原点 O,则 T 的断点落在单位圆周 S1上.这样得到的映射 φ : [0, l] → S1

称为 C 的切映射. 这种到 S1 的连续映射有一个非常重要的拓扑不变量, 即映射的度.

注记 4.2.3. 单位切向量可替换成单位法向量, 即 Gauss 映射.

定义 4.2.1. E2 中的一条回路是一个连续映射 σ : [0, l] → E2 使得 σ(0) = σ(l), 点
x0 = σ(0) 称为回路 σ 的基点. 考虑有相同基点的两条回路 σ0, σ1 : [0, l] → E2, 如果存
在一连续映射

h : [0, l]× [0, 1] → E2

使得

1. h(t, 0) = σ0(t), h(t, 1) = σ1(t), ∀t ∈ [0, l];

2. h(0, s) = h(l, s) = x0, ∀s ∈ [0, 1].

则称回路是同伦的, 映射 h 称为 σ0 与 σ1 的同伦映射.
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现设 σ : [0, l] → E2 是一条回路, 若恒有 |σ(t)| 6= 0, 即不过原点. 令单位化为

ρ(t) =
σ(t)

|σ(t)|

并记 φ = ρ ◦ σ : [0, l] → S1. 显然有 φ(0) = φ(l).
下面我们着重讨论这种映射 φ. 令映射 η : R → S1 为

η(cos θ, sin θ) ∈ S1, ∀θ ∈ R (4.25)

引理 4.2.2. 对于任何回路 φ : [0, l] → S1, 存在连续函数 θ : [0, l] → R 使得

η ◦ θ = φ

即对于 t ∈ [0, l], φ(t) = η(θ(t)). 而且, 若 θ 与 θ̃ 为两个这样的函数, 则

θ ≡ θ̃ (mod 2π)

即如下交换图成立:
R

Interval S1

η
θ

φ

(4.26)

定义 4.2.2. 对任一回路 φ : [0, l] → S1, 设连续函数 θ : [0, l] → R 如引理4.2.2所述, 整
数 [θ(l)− θ(0)]/2 称为映射 φ 的度, 记为 degφ, 即

degφ =
1

2π
[θ(l)− θ(0)] (4.27)

从几何上看,degφ 就是当 t 从 0 变化到 l 时,φ(t) 在 S1 上围绕的圈数1,degφ 可正
可负. 并且由 S1 的连通性, 与基点的选取无关, 此外不妨假设回路均为同一基点.

定理 4.2.3. 映射度是同伦不变量.

4.2.3 旋转指标定理

这里我们着重分析曲线切映射的度. 设 C 为 E2 中的一条回路, 即映射

x(t) : [0, l] → E2

考察其切映射

T (t) :=
x(t)

|x(t)|
: x(t) : [0, l] → E2

易知 T (t) 也为 S1 上的一条回路.
1在曲线拓扑中有另一个与之相关的概念, 称为曲线的卷绕数, 感兴趣的读者可以参考单复变函数论

的教材, 或者参考 [5].
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定义 4.2.3. 称切映射 T 的度为曲线 C 的旋转指标, 记为 ir(C).

定理 4.2.4 (平面曲线的旋转指标定理). 平面曲线上简单闭曲线 C 的旋转指标 ir(C) =

±1.

注记 4.2.4. 从叙述上看这是一个“显然”的事实, 但证明并不简单.[7] 的 P24-27 中将
这个定理称为 Umlaufsatz, 这是一个德语:Umlauf 意为“旋转”,Umlaufzahl 意为
“旋转数”,Satz 是“定理”的意思. 我们这里参考 H.Hopf 的证明, 有兴趣的读者可以
参考 Hopf, H. (1935). iuber die Drehung der Ëehnen und Tangenten ebener Kurven.
Compositio Mathematica, 2, 50-62..
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4.3 整体曲面

回忆 Jordan 曲线定理,E2 上简单闭曲线 C 把其分成两个连通分支, 它们都以 C

为边界, 将有限的区域记为 U , 称 U − C 为 E2 上一个开区域.

定义 4.3.1. 设 U 为 E2 的一开区域, 其上坐标为 u = (u1, u2).E3 中一片 Ck 阶曲面片

M 是指一个映射 x : U → x(U) =M ∈ E3, 它满足下列条件:

1. x ∈ Ck(U), 若 x 解析, 则记 x ∈ Cω;

2. x 为一同胚, 即存在逆映射 x−1 :M → U ∈ C(M);

3. x 正则, 即 x1 × x2 6= 0 或矩阵 { ∂xi

∂uα} 的秩为 2.

注记 4.3.1. 将来我们称条件 1. 为光滑性, 条件 2. 保证曲面不自交, 即映射是一个嵌
入, 条件 3. 保证正则性, 即映射是一个浸入.

事实上,我们上述定义的曲面片不能包含经典的整体曲面,例如球面.可见例2.2.1.
于是我们需要完善上述定义, 以便对整体曲面有一个描述.

定义 4.3.2. 称 E3 的子集 M 为一张 Ck 阶整体曲面, 如果存在一族 Ck 阶曲面片

{xλ : Uλ →Mλ}λ∈Λ, 其中 {Uλ}λ∈Λ 为 E2 中一系列开邻域, 使得

1. M =
⋃

λ∈ΛMλ, 即 {Mλ}λ∈Λ 构成 M 的一个开覆盖, 称 Mλ 为 M 的坐标邻
域,uλ = x−1

λ :Mλ → Uλ 为 M 上的局部坐标,uλ = (u1λ, u
2
λ) 的集合 {(Mλ, uλ)}λ∈Λ

称为 M 的从坐标图册.

2. 若 Mλ ∩Mµ 6= ∅, 则对 Mλ ∩Mµ 上两种局部坐标 uλ 和 uµ 存在 Ck 映射

uµ ◦ u−1
λ : uλ(Mλ ∩Mµ) → uµ : uλ(Mλ ∩Mµ)

称坐标图册 {(Mλ, uλ)}λ∈Λ 满足 Ck 相容性条件.

注记 4.3.2. 上述定义可以自然地向高维推广, 即流形的概念, 一般简称 C2 阶及以上

的曲面为光滑曲面或曲面.

例子 4.3.1. 对球面 S2 而言, 需要 6 个坐标邻域将其覆盖, 具体的方法可以参考 [14,
15, 4].

例子 4.3.2. 一般地, 对定义在 E3 上的 Ck 函数 F (x1, x2, x3).M 是满足

F (x1, x2, x3) = 0

的点所构成的集合 (假设其非空). 如果对任意 x ∈ M ,F1, F2, F3 不全为 0, 则 M 一定

为曲面. 事实上, 设 x0 = (x10, x
2
0, x

3
0) ∈M , 不妨设 F3(x0) 6= 0. 那么由逆映射定理可知,
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一定存在 x0 的一个邻域 V − (x10, x
2
0) 的一个平面开区域 U 与一个 Ck 函数 f(x1, x2)

使得 V ⊂M 的点可以表示为

(x1, x2, f(x1, x2)), (x1, x2) ∈ U

我们断言, 曲面的整体性质导致拓扑上的结果, 先回忆拓扑的相关概念:

1. 连通性: 称曲面 M 连通, 如果其不能分成非空开 (闭) 集之并.

2. 单连通性: 称曲面 M 单连通, 如果基本群 π1(M) = 0

3. 紧致性: 称曲面 M 是紧致的如果 M 为 E3 中有界闭集. 其当且仅当

(a) Heine− Borel 定理: M 上任一开覆盖存在有限子覆盖.

(b) Bolzano−Weierstrass 定理: M 上任一无限点列存在极限点.

4. 完备性: M 上有第一基本形式, 即

I = ds2 = gαβgαβdu
αduβ

可计算 M 上两点间的距离 d(p, q) := infL[C], C ∈ Ωp,q, 这里

L[C] :=

∫ 1

1

∣∣∣∣dxdt
∣∣∣∣

以及

Ωp,q := {C : [0, 1] →M |C(0) = p, C(1) = q}

完备性是指 M 上所有该度量 d 下的 Cauchy 列均收敛.2

定义 4.3.3. 若曲面 M 上给定一个连续变化的法向量场, 使得当这个法向量场沿 M

上任一闭曲线移动一周时, 它的正向不改变, 即仍回到出发的位置, 则称曲面 M 是可
定向的, 否则称不可定向.

2事实上 (M,d) 的拓扑空间与 M 作为流形本身的拓扑是一致的, 参加 [14] 的 P94-95. 并且可以验
证, 紧致性是完备性的充分不必要条件.
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注意到定向是一个整体的性质3, 事实上任一局部曲面片可以定向. 球面与环面是
可定向曲面, 但 Mobius 环不可定向.

定理 4.3.1. E3 中每张紧致无边曲面都是 (整体) 可定向的.

3可定向性在微分流形中有更严格的叙述, 有兴趣的读者可以参加 [2, 15, 17]
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4.4 整体 Gauss− Bonnet 定理

局部 Gauss−Bonnet公式 整体曲面理论中最伟大的结果之一,当属 Gauss−Bonnet
公式. 设 M 为可定向曲面,Ω 为 M 上单连通紧致区域, 其边界为 ∂Ω. 由之前的讨论,
沿 ∂Ω 的测地曲率可以表达为

kgds = dθ + ω2
1

其中 s 为 ∂Ω 的弧长参数. 将上式沿 ∂Ω(正向) 积分, 有∫
∂Ω

kgds =

∫
∂Ω

dθ +

∫
∂Ω

ω2
1

由平面曲线的旋转指标定理 (将 ∂Ω 连续形变为平面曲线, 注意到旋转指标一定是整
数), 有

2π =

∫
∂Ω

dθ

再由 Stokes 定理, 有 ∫
∂Ω

ω2
1 =

∫
Ω

dω2
1

以及 Gauss 方程, 进而有∫
Ω

dω2
1 = −

∫
Ω

Kω1 ∧ ω2 = −
∫
Ω

KdA

因此 ∫
Ω

KdA+

∫
∂Ω

kgds = 2π (4.28)

我们称上式为局部 Gauss−Bonnet 公式. 如果边界 ∂Ω 由 M 上一条分段光滑的简单

闭曲线组成, 即由有限段光滑曲线 C1, · · · , Cn 所组成, 它们除连接点以外没有其他交
点.∂Ω 的切向量再这些光滑曲线段的连接点处有“跳跃”——外角. 设在交点 Ai 处的

外角为 θi,θi 的符号由曲面的定向决定: 当 T (Ai − 0) 到 T (Ai +0) 的方向与 M 的定向

一致时,θi 为正, 反之为负. 因此
−π ≤ θ ≤ π

这时, 有 ∫
∂Ω

kgds =
∑
i

∫
Ci

kgds

以及 ∫
∂Ω

dθ =
∑
i

∫
Ci

dθ = 2π −
∑
i

θi

因此, 式4.28可以改写为 ∫
Ω

KdA+
∑
i

∫
Ci

kgds+
∑
i

θi = 2π (4.29)
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整体 Gauss − Bonnet 公式 现设 Ω 为曲面 M 上任一紧致区域, 它的边界由互不相
交的 m 条简单的分段光滑闭曲线 Γi 组成.

注记 4.4.1. 这里的 Ω 为一区域, 即不一定单连通且边界不一定光滑.

由拓扑学可知, 这样的区域 Ω 可三角剖分. 经过剖分, 我们得到三个数:V——顶
点数,E——边数,F——三角形个数. 它们确定了区域 Ω 的 Euler 示性数

χ(Ω) = V − E + F (4.30)

这个数与三角剖分无关, 是一个拓扑不变量.
现在对每个单连通的三角形应用公式4.29, 再逐项相加, 我们有∫

Ω

KdA+
∑
i

∫
Γi

kgds+
F∑

j=1

3∑
k=1

θjk = 2πF (4.31)

其中 θj1 , θj2 , θj3 分别表示第 j 个三角形的 3 个外角.
记 αjk = π − θjk 为内角, 于是

F∑
j=1

3∑
k=1

θjk =
F∑

j=1

3∑
k=1

π −
F∑

j=1

3∑
k=1

αjk = 3πF −
F∑

j=1

3∑
k=1

αjk (4.32)

再引入记号

Ee :=落在 Ω 边界上边的总数

EI :=落在 Ω 内部上边的总数

Ve :=落在 Ω 边界上顶点的总数

VI :=落在 Ω 内部上顶点的总数

由于诸曲线 Γi 组成闭合曲线, 因此我们有 Ee = Ve, 并且有

3F = 2EI + Ee

因此
F∑

j=1

3∑
k=1

θjk = 2πEI + πEe −
∑
j,k

αjk

注意到 ∂Ω 上的顶点可分为两部分: 一部分是原来 Γi 的顶点, 它的总数记为 V ec, 另
一部分是剖分产生的其他顶点 V et, 显然

Ve = V ec+ V et
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对 V et 而言, 内角之和为 π, 而对剖分中任一内部顶点而言, 内角之和为 wπ. 因此
F∑

j=1

3∑
k=1

θjk = 2πEI + πEe −

{
2πVI +

V ec∑
i=1

(π − θi) + πV et

}
= 2πEI + πEe − 2πVI − πV ec− πV et+

∑
i

θi

= 2π(EI + Ee)− 2π(VI + Ve) +
∑
i

θi

= 2πE − 2πE +
∑
i

θi

带回等式4.32, 可得 ∫
Ω

KdA+
∑
i

∫
Γi

kgds+
∑
i

θi = 2πχ(Ω) (4.33)

这就是一般形式的整体 Gauss− Bonnet 公式.

定理 4.4.1. 设 M 为紧致定向的闭二维曲面, 则成立下述 Gauss− Bonnet 公式:∫
M

KdA = 2πχ(M) = 2π(2− 2g) (4.34)

其中 g 表示曲面的亏格.

我们来欣赏这个公式: 注意到上式的左侧是 M 的 (内蕴) 几何量, 称为全曲率, 右
侧是 M 的拓扑量. 整体 Gauss − Bonnet 公式将二者联系起来. 此外, 这个公式对任
何定向的紧致二维黎曼流形都成立, 与外围的欧式空间无关.4

一个自然的推论是:

推论 4.4.1. 若紧致定向曲面 M 的 Gauss 曲率非负但不恒为零, 则 M 必同胚于拓扑

球面.

证明. 由整体 Gauss− Bonnet 公式

2π(2− 2g) = 2πχ(M) =

∫
M

kdA > 0

4在 19 世纪末 20 世纪初黎曼几何发展的阶段, 人们猜测这个定理对于高维的紧致黎曼流形同样成
立, 但始终无法给出证明. 第一个提出证明的数学家是 Weyl, 但是他的证明建立“所有黎曼流形都可嵌
入到欧式空间”这一假设之上, 因此不算彻底解决了这个问题. 此后在 Nash 于 1956 年的博士论文中
证明了这个假设 (参见 Nash, J. . (1956). The imbedding problem for riemannian manifolds. Ann of
Math, 63(1), 20-63.)Weyl 的证明才算成立. 而陈省身先生伟大的贡献之一就是用内蕴的技术证明了高
维的整体 Gauss−Bonnet 公式, 后来也将这个公式称为 Gauss−Bonnet−Chern 公式, 参见 Chern,
S. S. . (1944). A simple intrinsic proof of the gauss-bonnet formula for closed riemannian manifolds.
Annals of Mathematics, 45(4), 747-752..
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又 g ≤ 0, 故只能
g = 0, χ(M) = 2

因此 M ∼= S2.
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